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Vorwort

Stephen Hawking soll vor der Veröffentlichung seines Bestsellers „Eine kurze Geschichte der
Zeit“ die Warnung erhalten haben, dass jede Formel, die in dem Werk vorkäme, die Anzahl
der Leser in etwa halbieren würde. Natürlich maße ich mir nicht an, mit dem weltberühmten
Physiker in derselben Liga zu spielen. Zudem ist das Popstar Image, das Stephen Hawking zu-
geschrieben wurde, bei Professoren der Systemtheorie völlig unbekannt. Ausgehend von der
erwähnten Warnung müssten die Leserzahlen sämtlicher Lehrbücher der Systemtheorie im
technischen Sinn bei null liegen, da diese grundsätzlich nicht ohne Mathematik auskommt.
Im Unterschied zur „Kurzen Geschichte der Zeit“ ist das vorliegende Buch kein populärwis-
senschaftliches Werk, sondern ein Lehrbuch mit wissenschaftlich technischem Anspruch. Es
richtet sich an Leser mit einschlägigen Grundkenntnissen, die etwa in Lehrveranstaltungen
zur Theorie eindimensionaler Signale und Systeme erworben wurden. Darauf aufbauend wird
diese in mehrere Dimensionen verallgemeinert.

Naturgemäß sind Formeln, mit denen mehrdimensionale Signale und Systeme beschrieben
werden, tendenziell umfangreicher und komplexer als in einer Dimension. Bis auf ganz wenige
Ausnahmen, etwa bei der Rotation mehrdimensionaler Signale, erleichtern Analogien zu ein-
dimensionalen Signalen und Systemen das Verständnis. Außerdem werden alle Formelausdrü-
cke ausführlich erläutert und grafisch veranschaulicht. Der Zeitaufwand bei ihrer Handhabung
kann durch die zeitgemäße Nutzung von Computeralgebraprogrammen wohltuend reduziert
werden. Die vorsichtige Annahme, dass viele potentielle Leser Zugriff auf derartige Program-
me haben, sollte in einer Zeit, in der allenthalben Loblieder auf die „Digitalisierung“ gesungen
werden, nicht zu optimistisch sein. Eine Reihe von Programmierbeispielen bietet interessier-
ten Lesern Gelegenheit, die Handhabung von Formeln der mehrdimensionalen Systemtheorie
einschließlich grafischer Darstellungen in Mathematica zu erproben. Zu den Programmierbei-
spielen gehören auch passgenaue Hilfestellungen, mit denen sich Ungeübte die erforderlichen
Kenntnisse der Mathematica-Syntax erarbeiten können. Das Buch richtet sich an Studierende
ingenieur- und naturwissenschaftlicher Disziplinen mit Grundkenntnissen der Systemtheorie
sowie an Entwickler und Anwender in Gebieten wie Bildverarbeitung, Bildgebende Verfahren
oder Fernerkundung. Auf plus.hanser-fachbuch.de finden Sie Musterlösungen der Program-
mierübungen in Form von 15 Mathematica Notebooks.

Ganz herzlich danken möchte ich Frau Professor Ines Rennert von der Hochschule der Te-
lekom in Leipzig, die zu meinem großen Bedauern aufgrund familiärer Verpflichtungen die
sehr angenehme und erfolgreiche Zusammenarbeit bei der Verfassung der eindimensionalen
„Signale und Systeme“ (Hanser-Verlag, 2013) nicht fortsetzen konnte, für das gründliche Pro-
belesen und die konstruktive Kritik. Mein Dank gilt auch Frau Professor Monika Trundt von
der Hochschule Merseburg für das gründliche Probelesen sowie für ihre Hilfe beim Erstellen
und Einbinden der Bilder. Ganz besonders möchte ich mich bei meinem Sohn Matthias für die
Unterstützung bei der Umsetzung des Manuskriptes in LaTex bedanken.

Merseburg, im Juli 2020 Bernhard Bundschuh

plus.hanser-fachbuch.de
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1 Einführung

Bei Lesern, die mit der Theorie mehrdimensionaler Signale und Systeme noch nicht ver-
traut sind, liegt natürlich die Frage nahe, was man sich unter einem mehrdimensiona-
len Signal bzw. unter einem mehrdimensionalen System vorzustellen hat. Bild 1.1 zeigt
schematisch eine aus der eindimensionalen Systemtheorie vertraute Anordnung, ein abs-
trakt als Block dargestelltes System mit einem Eingangssignal u(t) und einem Ausgangs-
signal y(t). Beide Signale stellen Zahlenwerte als Funktionen der Zeit dar, die ggf. physi-
kalische Größen repräsentieren, zu denen dann natürlich auch Einheiten gehören. In der
Systemtheorie wird bekanntlich von der physikalischen Bedeutung der Signale und Sys-
teme abstrahiert, was zur vorteilhaften universellen Anwendbarkeit systemtheoretischer
Methoden führt. Dies gilt auch für die Theorie mehrdimensionaler Signale und Systeme.

Bild 1.1 System mit eindimensionalem Eingangs- und Ausgangssignal

Die Werte der Signale u(t) und y(t) hängen von einer unabhängigen Variablen, der Zeit t, ab
u(t) und y(t) werden daher als eindimensionale Signale bezeichnet und das System, das beim
Anlegen eines eindimensionalen Eingangssignals ein eindimensionales Ausgangssignal pro-
duziert, stellt ein eindimensionales System dar.

Nicht ganz so offensichtlich ist die Einordnung der in Bild 1.2 skizzierten Anordnung. Das Sys-
tem besitzt K Eingänge und M Ausgänge. Es könnte z. B. eine verfahrenstechnische Anlage re-
präsentieren, mit einer Reihe zeitlich variierender Stoffmengen als Eingangssignale. Unter den
Ausgangssignalen könnte man sich in einem solchen Fall die ebenfalls zeitlich variierenden
Stoffmengen der hergestellten Produkte vorstellen, aber auch physikalische Größen wie Drü-
cke oder Temperaturen an verschiedenen Punkten der Anlage. Dieses System könnte ein erster
Kandidat für eine Einordnung in die Kategorie „mehrdimensionales System“ sein.

Bild 1.2 System mit mehreren Ein- und Ausgängen
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Entscheidend für die Unterscheidung eindimensional – mehrdimensional sind jedoch die An-
zahlen unabhängiger Variablen der Signale. Sind alle an den Ein- oder Ausgängen eines Sys-
tems auftretenden Signale eindimensionale Größen, so wird auch das System als eindimensio-
nal definiert. Mehrdimensionale Signale stellen Funktionen mehrerer unabhängiger Variablen
dar, etwa mit x als horizontaler und y als vertikaler Koordinate einer Schwarz-Weiß-Darstel-
lung im Stil des Bildes 1.3.

Bild 1.3 Schwarz-Weiß-Bild als Funktion von x und y /31/

Im Gegensatz zu Farbbildern stellen Schwarz-Weiß-Bilder zweidimensionale skalare Signale
s(x,y) mit s als Symbol für Grauwert, Intensität, Helligkeit dar. Da Farbbilder aus drei Farbkom-
ponenten, etwa Rot, Grün, Blau (R, G, B) oder Leuchtdichte (Y), Blau – Leuchtdichte (U), Rot
– Leuchtdichte (V) (Y, U, V) bestehen, stellen sie zweidimensionale vektorielle Signale dar.

Bild 1.4 Farbbild mit Rot-, Grün- und Blau-Komponenten exemplarisch /30/
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Der hohe Rotanteil der Nase des in der Literatur zur Bildverarbeitung häufig vorkommenden
„Baboon“ tritt in der Rot-Komponente sehr hell zu Tage. Das Gleiche gilt in der Blau-Kom-
ponente für die leuchtend blauen Flächen unter den Augen. In der Blau-Komponente wir-
ken die Augen fast schwarz, da die gelben Augen im Farbbild durch Überlagerung roter und
grüner Anteile, mit nur geringem Blauanteil zustande kommen. Formal wird das Farbbild mit

s⃗(x, y) =
 sR(ot )(x, y)

sG(r ün)(x, y)
sB(l au)(x, y)

 bezeichnet. Der Vektorpfeil ist eine gängige Kennzeichnung

vektorieller Signale, die auch in den nachfolgenden Kapiteln durchgehend verwendet wird.

Bild 1.5 zeigt ein zweidimensionales System mit Eingangssignal se (x,y) und Ausgangssignal
sa (x,y) in abstrakter Darstellung als Blockschaltbild. Bild 1.6 illustriert ein praktisches Beispiel.

Bild 1.5 Zweidimensionales System mit Eingangs- und Ausgangssignal abstrakt

Bild 1.6 Zweidimensionales System exemplarisch

Mehrdimensionale Signale und Systeme beschränken sich natürlich nicht auf zwei Dimen-
sionen. Das elektrostatische Potenzial ϕ(x,y,z) in der Umgebung einer elektrischen Ladung,
die Temperaturverteilung T(x,y,z) in einem Raum oder die im Zuge einer computertomografi-
schen Untersuchung gemessene Gewebedichte d(x,y,z) stellen Beispiele für dreidimensionale
skalare Signale dar. Beispiele für dreidimensionale vektorielle Signale sind die elektrische Feld-
stärke E⃗

(
x, y, z

)
in der Elektrostatik bzw. die magnetische Feldstärke H⃗

(
x, y, z

)
in der Magne-

tostatik. Abschnitt 4.1 enthält weitere Details und Rechenbeispiele.

Ggf. umfassen vektorielle Signale auch mehr als drei Komponenten. So werden in der Fern-
erkundung zur Analyse von Vegetationszuständen häufig hyperspektrale Bilder

s⃗(x, y) =


s1(x, y)
s2(x, y)

...
sI (x, y)

 aufgenommen, mit einigen Dutzend oder einigen Hundert „Farbkanälen“,

die vom Infrarotbereich bis in den Ultraviolettbereich verteilt sein können.
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Eine weitere Kategorie mehrdimensionaler Signale sind Signale mit gemischt auftretenden
räumlichen und zeitlichen unabhängigen Variablen. Ein Signal mit der Bezeichnung s(x,y,t)
könnte ein schwarz-weißes Bewegtbild darstellen, wie man es aus dem Kino oder Fernsehen
kennt. Im Rahmen derartiger Anwendungen werden in der Praxis natürlich Bildfolgen verwen-
det. Bild 1.7 zeigt schematisch ein einfaches Beispiel.

Bild 1.7 Bildfolge s(x,y,t) exemplarisch

Die Zeitkoordinate tritt dann, wie in Gl. 1.1 formuliert, in diskreter Form als ganzzahliges Viel-
faches der reziproken Bildfolgefrequenz bzw. Bildrate fB auf, d. h.

s
(
x, y, t

)=̂s
(
x, y,k∆t

)
mit ∆t = 1

/
fB . (1.1)

Beim Farbfernsehen treten vektorielle Signale mit teils räumlichen, teils zeitlichen unabhän-
gigen Variablen auf. In Abwandlung von Gl. 1.1 wäre ein derartiges Signal mit

s⃗(x, y, t ) =
sR (x, y, t )

sG (x, y, t )
sB (x, y, t )

 bzw. s⃗(x, y, t ) =
sY (x, y, t )

sU (x, y, t )
sV (x, y, t )

 (1.2)

zu bezeichnen.

Eine weitere Unterscheidung kontinuierlich – diskret trat beim analogen Fernsehen auf, als
noch Bildröhren in Gebrauch waren. Bild 1.8 illustriert die lange Zeit verwendete Zeilenstruk-
tur von Fernsehbildern mit kontinuierlicher x-Koordinate und diskreter y-Koordinate.

Bild 1.8 Zeilenstruktur eines analogen Fernsehbildes s(x, iy∆y, k∆t) schematisch

Potenziale bzw. Feldstärken in der Elektrodynamik sind Funktionen sowohl des Ortes als auch
der Zeit. Zu nennen sind das skalare elektrische Potenzial ϕ(x, y, z, t ), die elektrische und die
magnetische Feldstärke E⃗

(
x, y, z, t

)
bzw. H⃗

(
x, y, z, t

)
, beides vektorielle Signale, sowie das ma-

gnetische Vektorpotenzial
(

Ax
(
x, y, z, t

)
, Ay

(
x, y, z, t

)
, Az

(
x, y, z, t

))T . Es handelt sich hier also
um vierdimensionale Signale.
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Die vektorielle Formulierung des Argumentes eines mehrdimensionalen Signals à la s (⃗r ) =
s (x1, x2, . . . xN ) stellt die kompakteste, vielseitigste und abstrakteste Formulierung dar.

Die Variablen x1, x2, . . . xN repräsentieren ggf. teils räumliche, teils zeitliche Koordinaten.

Anstelle der bis dahin durchweg verwendeten kartesischen Koordinaten, kann, je nach den
geometrischen Gegebenheiten einer Problemstellung, auch die Wahl anderer Koordinatensys-
teme vorteilhaft sein, etwa Zylinderkoordinaten bei der Beschreibung elektrischer oder ma-
gnetischer Felder in Lichtwellenleitern mit rotationssymmetrischem Querschnitt oder sphä-
rische Koordinaten bei der Beschreibung elektrischer oder magnetischer Felder in der Iono-
sphäre.



2 Mehrdimensionale Signale

Mehrdimensionale Signale können physikalische Größen repräsentieren, die Funktionen
mehrerer unabhängiger Variablen darstellen. Einige Beispiele, etwa Potenzial- bzw. Feld-
stärkeverteilungen, wurden im einführenden Kapitel 1 bereits kurz vorgestellt. Sie können
aber auch reine Rechengrößen darstellen, wie sie etwa in der Bildverarbeitung (mehr dazu im
Abschnitt 4.2!) gebräuchlich sind.

Bild 2.1 illustriert anhand eines sehr einfachen Beispiels die Kategorien:

- kontinuierliches Signal

- ortsdiskretes Signal als Ergebnis einer Abtastung, wie sie etwa bei einer Bildaufnahme mit
dem CCD- oder CMOS-Bildsensor einer elektronischen Kamera erfolgt

- wertdiskretes Signal als Ergebnis einer Quantisierung, wie sie durch den Analog-Digital-
Konverter (ADC) einer digitalen Kamera realisiert wird

- orts- und wertdiskretes Signal, das durch Abtastung und Quantisierung entsteht.

Bild 2.1 Kontinuierliches Signal und diskrete Signale

Die Wertdiskretisierung bei kontinuierlichen Ortskoordinaten wird in der Praxis nicht benutzt.

Im Gegensatz zu einem stochastischen Signal ist der Signalverlauf eines deterministischen Si-
gnals an sämtlichen Ortskoordinaten exakt bekannt, etwa als Formelausdruck oder durch eine
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abschnittsweise Definition. Bild 2.2 präsentiert ein zweidimensionales Rauschsignal. Zu Zei-
ten des terrestrischen analogen Fernsehens trat auf dem Bildschirm der ähnlich aussehen-
de sogenannte „Schnee“ auf, wenn das ständig vorhandene Rauschen des Empfängers nicht
durch ein ausreichend starkes Signal überdeckt wurde.

Bild 2.2 Bildrauschen als zweidimensionales stochastisches Signal = Zufallssignal

Manche Autoren populärwissenschaftlicher Bücher zum Thema Kosmologie schreiben derar-
tige „Fernsehbilder“ der allgegenwärtigen kosmischen Hintergrundstrahlung zu.

Bild 2.3 zeigt das Ergebnis einer Simulation, die den Einfluss von Rauschen unterschiedlicher
Stärke auf die Qualität eines Schwarz-Weiß-Bildes demonstriert.

Bild 2.3 Schwarz-Weiß-Bild + Rauschen unterschiedlicher Standardabweichung

Das ungestörte Bild 1.3 zeigt eine aus der Literatur zur Bildverarbeitung sehr bekannte Dame
/31/. Die ganzzahligen, also quantisierten Helligkeitswerte im Bereich 0 . . . 255 könnten so
im 8-Bit-Analog-Digital-Konverter einer handelsüblichen elektronischen Kamera entstanden
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sein. 8 Bit-Zahlen können bekanntlich 28 = 256 verschiedene Werte annehmen (0, 1, 2 . . . 255).
Der Maximalwert 255 ist weiß dargestellt, der Minimalwert 0 schwarz.

Das Rauschen wurde durch normalverteilte Zufallszahlen mit Mittelwert 0 bei variierender
Standardabweichung σn nachgebildet und zu den Helligkeitswerten des Bildes hinzuaddiert.
Im Englischen spricht man auch von „Additive White Gaussian Noise (AWGN)“.

Die Beispiele machen klar, dass das überlagerte Rauschen erst bei recht hohen Standardabwei-
chungen deutlich zu erkennen ist. Das visuelle System eines menschlichen Betrachters sorgt
dafür, dass moderate Rauschbeiträge kaum wahrgenommen werden. Bild 2.4 zeigt das Hel-
ligkeitsprofil entlang einer Bildzeile, die ca. 1/4 der Bildhöhe vom oberen Rand entfernt liegt,
das dem Helligkeitsprofil des ungestörten Bildes (schwarz) überlagert ist. Die Standardabwei-
chung der normalverteilten Zufallszahlen liegt bei 10.

Bild 2.4 Helligkeitsprofil entlang einer Zeile eines verrauschten Bildes

Obwohl bei dieser Standardabweichung das Rauschen in einem Schwarz-Weiß-Bild mit natür-
lichem Motiv kaum wahrnehmbar ist, fällt es im Helligkeitsprofil sofort ins Auge.

2.1 Kontinuierliche Signale
Kontinuierliche Signale sind weder bzgl. ihrer Werte noch bzgl. ihrer Ortskoordinaten diskre-
tisiert, also weder abgetastet noch quantisiert.

Da die Quantisierung von Signalwerten eine nichtlineare und i. A. nicht reversible Operati-
on darstellt, wird die Signal- und später auch Systembeschreibung durch den Verzicht auf die
Quantisierung tendenziell vereinfacht. Es treten keine Quantisierungsfehler auf, die, je nach
Anwendung, zu Problemen, etwa Stabilitätsproblemen beim Entwurf digitaler Filter /28/, füh-
ren können.

Ein grundsätzlicher Verzicht auf die Abtastung mehrdimensionaler Signale wäre hingegen
nicht praktikabel, da man damit auf die Nutzung der vielfältigen Möglichkeiten der Digitalen
Signalverarbeitung, z. B. in der Bildverarbeitung, verzichten würde.
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2.1.1 Kontinuierliche Signale im Ortsbereich

Anknüpfend an die Theorie eindimensionaler Signale, z. B. in /24/, zeigt Bild 2.5 ein willkürlich
ausgewähltes dimensionsloses kontinuierliches Zeitsignal x(t).

Bild 2.5 Zeitsignal exemplarisch

Die Kurvendarstellung charakterisiert das Signal in eindeutiger Weise. Signalwerte mitsamt ih-
ren zeitlichen Lagen können problemlos abgelesen werden.

Bild 2.6 zeigt ein äquivalentes zweidimensionales Signal s(x,y) in drei verschiedenen Darstel-
lungsarten. Sollten einige Leser mit der „Interactive Data Language (IDL)“ vertraut sein, so
kennen sie möglicherweise die Grafikfunktion SHOW3, die – Nomen est omen – drei verschie-
denartige grafische Darstellungen zweidimensionaler Signale überlagert, ein Schwarz-Weiß-
Bild, ein Konturbild und eine perspektivische Darstellung mit Gitterlinien.

Der scheinbar willkürliche Sprung bei der Signalbezeichnung von x(. . . ) zu s(. . . ) ist wohl be-
gründet. Würden die in der Theorie eindimensionaler Signale gebräuchlichen Bezeichnungen
x(t) oder y(t) auch für mehrdimensionale Signale als Funktionen zweier oder mehrerer Ortsko-
ordinaten beibehalten, so kämen womöglich verwirrende Formulierungen à la x(x, y, . . . ) bzw.
y(x, y, . . . ) zustande.

Bild 2.6 Zweidimensionales Signal exemplarisch

Mittels der Gitterlinien können Signalwerte und deren Positionen aus der perspektivischen
Darstellung gut abgelesen werden. Das Konturbild gewährleistet eine sehr genaue Lokalisie-
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rung charakteristischer Signalstrukturen, etwa lokaler Maxima oder Minima. Das Ablesen von
Signalwerten aus dem Konturbild ist hingegen nicht ohne Weiteres möglich. Ggf. kann dem
durch Beschriftung oder Farbcodierung der Konturen abgeholfen werden. Einen schnellen
Überblick über das Erscheinungsbild eines zweidimensionalen Signals liefert die Schwarz-
Weiß-Darstellung. Um feine Details gut erkennen zu können, kann anstelle eines Schwarz-
Weiß-Bildes auch eine Falschfarbendarstellung sinnvoll sein.

Völlig andere Verhältnisse herrschen bei der Darstellung eines detailreichen Signals im Stil
von Bild 1.3. Aufgrund der großen Zahl verästelter Konturlinien wirkt die Konturdarstellung
in Bild 2.7 sehr verwirrend. Man erkennt in etwa das Motiv aus Bild 1.3, die Lokalisierung be-
stimmter Bildstrukturen ist jedoch nur sehr eingeschränkt möglich.

Bild 2.7 Detailreiches Signal in Konturdarstellung

Die probeweise perspektivische Darstellung in Bild 2.8 liefert eine Art Reliefbild, das noch
schwerer zu interpretieren ist als Bild 2.7.

Bild 2.8 Detailreiches Signal in Konturdarstellung
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Bild 2.9 zeigt ein einfaches dreidimensionales Signal als räumlich-perspektivisches Konturbild.
Kritisch sind Verdeckungen, auch bei Verwendung halbtransparenter Konturen und natürlich
die fehlende Tiefeninformation auf Bildschirmen bzw. Papierbildern. Alternativ können meh-
rere Schnittbilder parallel dargestellt werden. Man kann auch versuchen, die Tiefeninformati-
on durch eine Farbcodierung oder durch Stereopaare bereitzustellen.

Bild 2.9 Dreidimensionales Signal s(x,y,z) exemplarisch

In mehr als drei Dimensionen versagt die menschliche Vorstellungskraft komplett. Ggf. könn-
te eine zeitliche Folge von Darstellungen im Stil von Bild 2.9, die als Projektionen aus dem
vierdimensionalen in den dreidimensionalen Raum oder als Schnittbilder interpretiert wer-
den können, eine begrenzte geometrische Vorstellung höherdimensionaler Signale erzeugen.

2.1.1.1 Elementarsignale
Elementarsignale weisen sehr einfache, idealisierte Strukturen auf. Sie sind mathematisch
leicht handhabbar und eignen sich daher sehr gut zur Illustration und zum Test systemtheo-
retischer Beziehungen und Methoden, etwa der im Abschnitt 2.1.2 behandelten mehrdimen-
sionalen Fouriertransformation.

Nutzt man sie im Zuge der Modellierung bzw. Simulation physikalischer Vorgänge, so ist auf
ein ausgewogenes Verhältnis der Genauigkeit der Modelle und ihrer einfachen mathemati-
schen Handhabbarkeit zu achten.

In Bild 2.10 werden exemplarisch ein realitätsnahes und nicht ganz unkompliziertes zweidi-
mensionales Signal (links) sowie eine Approximation, die unter Verwendung von Elementarsi-
gnalen erzeugt wurde (rechts), gegenübergestellt.
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