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Vorwort zur 4. Auflage

Dieses Lehrbuch richtet sich vorrangig an Studierende des Bauingenieurwesens im Grundstudium. Aber auch Stu-
dierenden aus anderen Ingenieurfachern kann das Buch nitzlich sein. Die Festigkeitslehre ist haufig ein ungeliebtes
Teilgebiet der Statik, in dem viele Studierende haufig Formeln anwenden, ohne deren Grundlagen zu kennen. Die-
ses Buch hat sich zum Ziel gesetzt, die Festigkeitslehre und deren grundlegende Zusammenhange durch griindliche
Aufbereitung der theoretischen Grundlagen in vielen Teilschritten zu verdeutlichen. Dabei wird klargestellt, dass die
Festigkeitslehre nicht eine so exakte Wissenschaft ist wie die Mathematik, sondern auf vielen Vereinfachungen, Hy-
pothesen und Reglementierungen basiert. Viele anschauliche Grafiken sowie zahlreiche Anwendungsbeispiele tra-
gen zum Versténdnis bei.

Das Buch gliedert sich inhaltlich in sieben Kapitel. Zundchst werden die Grundbegriffe der Festigkeitslehre und die
wichtigsten mechanischen Zusammenhange erlautert. Kapitel 2 beschéftigt sich mit der Ermittlung von Querschnitts-
werten von stabférmigen Bauteilen. In den drei nachfolgenden Kapiteln 3 bis 5 werden die grundlegenden Beanspru-
chungsarten des Stabes, namlich Biegung mit und ohne Normalkraft, Querkraft und Torsion angesprochen. Dabei
werden Wege zur Spannungsberechnung aufgezeigt und das zugehorige Tragverhalten von Stédben mit unterschied-
lichen Querschnitten erklart. Die Stabilitédt von stabférmigen Bauteilen wird in Kapitel 6 behandelt. Dabei werden un-
terschiedliche Stabilitdtsphdnomene beschrieben und die Schnittgrélenermittiung am verformten System vorgestelit.
Kapitel 7 behandelt erganzend Sonderprobleme der Festigkeitslehre. Begriffe wie ,klaffende Fuge“, Hauptspannun-
gen, Spannungszustande, Vergleichsspannung oder Mohrscher Spannungskreis und Festigkeitshypothesen werden
eingehend erlautert.

Jedes Kapitel enthélt einige praktische Ubungsaufgaben, die die Studierenden zum selbststéndigen Bearbeiten und
Vertiefen des Lehrstoffes ermutigen sollen. Dazu werden im letzten Kapitel 8 die Lésungen aufgezeigt. Zur weiteren
Anregung und Unterstitzung beim Lernen stehen unter http://www.hanser-fachbuch.de/9783446462885 einige Uber-
arbeitete Excel-Dateien zum Download bereit, mit denen typische Aufgaben der Festigkeitslehre gelést werden kon-
nen.

Bestéarkt durch die zahlreichen und dankbar aufgenommenen Zuschriften unserer Leser haben wir die inhaltliche
Schwerpunktsetzung, das Layout und die Struktur der vorherigen Auflagen beibehalten. Aufmerksame Leser haben
uns auf kleinere Fehler hingewiesen, die wir gerne korrigiert haben. Uns ist bewusst, dass bestimmte Themengebie-
te wie z.B. die Wolbkrafttorsion mit Blick auf die Zielsetzung dieses Buches nur knapp behandelt werden kdnnen.
Fir den interessierten Leser verbleibt hier nur der Hinweis auf weiterfiihrende Literatur.

Buxtehude, im Oktober 2019 Jens Gottsche Maritta Petersen
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1 Einfiihrung

1.1 Warum Festigkeitslehre?

Die Festigkeitslehre ist ein Grundlagenfach in allen Ingenieurwissenschaf-
ten. Sie stellt den planenden Ingenieuren Methoden zur Verfugung, mit de-
nen sie dauerhafte und gebrauchstaugliche Tragwerke mit einer ausrei-
chenden Tragsicherheit entwerfen, berechnen und bemessen kénnen.

Im Bereich des Bauwesens ist die Festigkeitslehre ein Grundlagenfach in
der Statik, auf dem alle konstruktiven Facher wie beispielsweise Stahlbe-
tonbau, Stahlbau, Holzbau, Mauerwerksbau oder Geotechnik aufbauen.
Mithilfe der Festigkeitslehre gelingt es,

e die Beanspruchungen im Inneren eines Bauteils infolge der einwirken-
den Lasten zu bestimmen,

e die Abmessungen der Bauteile eines Tragwerks unter Beachtung der
Festigkeit der verwendeten Werkstoffe und einer angemessenen Si-
cherheit festzulegen,

e die Beanspruchbarkeit bestehender Bauteile oder Tragwerke bei gege-
bener Geometrie und bekannten Werkstoffparametern zu ermitteln,

e und die Verformungen des Tragwerks bzw. seiner Bauteile aufgrund
der Beanspruchungen zu berechnen und gegebenenfalls durch Ande-
rung von Bauteilgeometrie und/oder Werkstoffen zu begrenzen.

Die Festigkeitslehre darf nicht als isoliertes Lehrfach begriffen werden. Sie
steht im Wechselspiel mit der Statik und liefert wichtige Grundlagen fir
Statiker und Tragwerksplaner.

Bild 1.2 zeigt die Bedeutung der Festigkeitslehre wahrend des Planungs-
prozesses eines Bauwerks. Bei allen an der Planung, Bemessung und
Konstruktion von Bauwerken Beteiligten wird ein umfassendes Verstandnis
Uber das Tragverhalten von Bauwerken vorausgesetzt. Eigenschaften und
Grenzen der verwendeten Baustoffe missen bekannt und die mechani-
schen Zusammenhange zwischen den Lasten, die auf ein Tragwerk ein-
wirken, und den Reaktionen des Tragwerks darauf wie z.B. Verformungen,
Materialversagen oder Stabilitdtsversagen (Knicken, Kippen) verstanden
sein.

Im Zuge der Tragwerksplanung werden mehrere Planungsphasen durch-
laufen, in denen die Festigkeitslehre entscheidende Beitrage liefert. Bei der
Modellierung des Tragsystems missen idealisierende, jedoch geeignete
und mechanisch sinnvolle Annahmen hinsichtlich des Werkstoffs, der Geo-

Studierende, die sich erstmalig mit
der Festigkeitslehre befassen, mus-
sen Grundkenntnisse in der Baustoff-
lehre und der Mathematik besitzen.
Sie sollten wissen, was Schnittgro-
en sind und wie man sie an einfa-
chen Tragsystemen ermittelt.

Bild 1.1 ,So etwas sollte vermieden wer-
den!” — Tacoma-Narrows-Bridge, 1940.

Unter einem Tragwerk versteht man
die planmafiige Anordnung miteinan-
der verbundener tragender und aus-
steifender Bauteile (z. B. Fundamen-
te, Stitzen, Decken oder Wénde), die
so entworfen sind, dass sie ein be-
stimmtes MalRR an Beanspruchbarkeit
(Tragwiderstand) aufweisen.
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metrie des Tragwerks sowie der Abmessungen und des Zusammenwir-
kens seiner Bauteile getroffen werden. Das dabei entstehende Tragwerks-
modell ist die Grundlage der statischen Berechnung und anschlieRenden
Bemessung und verlangt den Tragwerksplanern — neben praktischen Er-
fahrungen — fundierte Kenntnisse der Festigkeitslehre ab.

Objektplanung

I' Geplantes Objekt
Anforderungen des Bauherrn, Objektplanung durch
Architekten und Fachplaner, Objektplane

Grundlegendes Verstandnis Uber Baumaterialen
und ihre Eigenschaften, umfassendes Verstandnis
Uber das Tragverhalten von Bauwerken

——

Tragwerksmodell (mechanisches Modell)
Idealisierung, Normenvorgaben, 2D- oder 1D-
: Modelle, Lastannahmen, Grenzwertbetrachtung

Vordimensionierung der Bauteile: Wahl der geeig-
neten W erkstoffe, Wahl der Bauteilabmessungen;
Idealisierung des realen Bauwerks

I'l schnittgréRenermittlung

L - - pp»| Rechenmodell und -methode, analytisch oder

: numerisch, Genauigkeit, Lastfallliberlagerung

Spannungs-Dehnungsverhalten des Baustoffes,
Verformungsberechnungen, Steifigkeit, Elastizitat,
Plastizitat, Stabilitat

Bemessung
Sicherstellung der Tragféhigkeit, Gebrauchstaug-
lichkeit, Dauerhaftigkeit, Wirtschaftlichkeit

Spannungsermittlung, Dimensionierung der Bau-
teile und deren Querschnitte, Bestimmung der
Beanspruchbarkeit bestehender Bauteile

Anforderungen erfullt?

Nachweis der Tragfahigkeit, Nachweise zur
Gebrauchstauglichkeit, erdstatische Nachweise,
Beriicksichtigung des Sicherheitskonzeptes

Planbearbeitung
Rohbauzeichnungen, Montagepléne, Schal- und
Bewehrungsplane, Fertigteilzeichnungen

Themen der Festigkeitslehre

Bild 1.2 Bedeutung der Festigkeitslehre wahrend des Planungsprozesses

-

-
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Bei der statischen Berechnung werden Auflagerreaktionen und Schnittgro-
Ren ermittelt. Bei statisch bestimmten Tragsystemen reichen die allgemei-
nen Gleichgewichtsbedingungen aus, um die Schnittgréf3en in jedem Punkt
des Systems zu bestimmen. Dabei wird das Tragwerk als starres System
betrachtet. Diese Idealisierung muss bei statisch unbestimmten Tragsys-
temen aufgegeben werden. Die Schnittgréf3en kénnen in diesem Fall nur
dann korrekt ermittelt werden, wenn das Verformungsverhalten des Trag-
werks zutreffend beschrieben werden kann. Dazu missen Statiker die ge-
nauen Abmessungen der Tragwerksteile und die maflgebenden Werkstoff-
parameter kennen und der statischen Berechnung zugrunde legen.

Die Schnittgrofen allein lassen jedoch keine Aussage Uber die Bean-
spruchbarkeit (Tragwiderstand) des Bauteils oder des Tragwerks insge-
samt zu. So wird ein typischer Holzsparren bei einer anderen Beanspru-
chung versagen als ein Doppel-T-Trager aus hochwertigem Stahl. Im Zuge
der Bemessung muss also in jedem Ort des Tragwerks gepriift werden, ob
die Beanspruchungen sicher und schadensfrei aufgenommen werden kén-
nen. Es wird der Nachweis der Tragféhigkeit gefuhrt.

Neben den Beanspruchungen sind die Verformungen (Deformationen) von
groRer praktischer Bedeutung. Ein Tragwerk und seine Bauteile sind zwar
feste, aber keine starren Gebilde. Man spricht allgemein von deformierba-
ren Kérpern. Manchmal wird im Zusammenhang mit der Festigkeitslehre
auch von der ,Statik deformierbarer Kérper“ gesprochen. Reagiert der Kor-
per aufgrund seiner Werkstoffeigenschaften elastisch (wie z. B. eine Uhr-
feder), so wird die Festigkeitslehre auch mit dem Begriff ,Elastostatik”
gleichgesetzt. Die Tragwerksplaner haben somit auch den Nachweis zu
fihren, dass die Verformungen bestimmte, durch Baunormen oder Bauher-
ren vorgegebene Grenzwerte nicht Uberschreiten. Es wird auf diese Weise
sichergestellt, dass die Gebrauchstauglichkeit gegeben ist.

GroRere Verformungen kénnen dariiber hinaus das Tragverhalten eines
stabilitdtsgefahrdeten Tragwerks nachteilig beeinflussen und die Tragsi-
cherheit herabsetzen. In einem solchen Fall missen die SchnittgrofRen
nicht mehr am unverformten, sondern am verformten System neu ermittelt
und die Bemessung entsprechend angepasst werden.

Werden die Anforderungen an die Tragféhigkeit und die Gebrauchstaug-
lichkeit im ersten Ansatz des Planungsprozesses nicht erfillt, so sind ge-
gebenenfalls Konstruktionsénderungen (z. B. bei den Bauteilabmessungen
oder Werkstoffparametern) vorzunehmen (Bild 1.2). In manchen Féllen ge-
lingt es, durch Verfeinerungen am Tragwerksmodell oder durch Auswahl
eines genaueren Berechnungsverfahrens bei der SchnittgréRenermittlung,
die Bemessung erfolgreich abzuschlieRen und damit alle Vorgaben fur die
Planbearbeitung bereitzustellen.

Aufgabe 1.1: Die SchnittgréRen ei-
nes vertikal belasteten Tragers las-
sen sich mithilfe der Gleichgewichts-
bedingungen XV = 0 und M = 0 er-
mitteln. Stimmt das wirklich? Wenn
ja, unter welchen Bedingungen?

Die Tragfahigkeit ist die Fahigkeit des
Tragwerks und seiner tragenden Tei-
le, allen auftretenden Einwirkungen
zu widerstehen, denen es wahrend
der Errichtungs- und Nutzungsdauer
planmafig standhalten soll.

Die Gebrauchstauglichkeit ist die Fa-
higkeit des Tragwerks und seiner Be-
standteile, die planmafRige Nutzung
entsprechend festgelegter Bedingun-
gen zu ermdglichen.
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Das Erstellen eines Tragwerksmo-
dells ist eine der entscheidenden und
anspruchsvollen Aufgaben der kon-
struktiv gestaltenden Ingenieure. Die
Meinung, auch diese Aufgabe dem
Computer alleine zu tberlassen, fihrt
in die Irre.

Bei der Einfihrung in die Grundlagen
der Festigkeitslehre werden vorzugs-
weise eindimensionale Tragwerks-
modelle behandelt wie

e der Zug- bzw. Druckstab,
e der Biegebalken,
e der Torsionsstab

e und der Knickstab.

Fassen wir zusammen: Die Festigkeitslehre vermittelt wichtige Kenntnis-
se zur Bewadltigung der oben geschilderten Aufgaben. Sie beschéftigt sich
mit deformierbaren, festen Kérpern mit dem Ziel, ein Versagen eines be-
anspruchten Systems und seiner Teile durch Bruch, zu groRe Verformun-
gen oder Instabilitdt zu vermeiden.

1.2 Modellbildung

Ausgangspunkt fiir jeden Planungs- und Konstruktionsprozess ist das
Tragwerksmodell. Es ist die gedankliche Umsetzung des realen Bauwerks
in ein berechenbares Modell, fir das Annahmen getroffen werden im Hin-
blick auf

e einwirkende Lasten bzw. Lastkombinationen,
e das statische System und dessen Auflagerbedingungen,
e das Tragverhalten

e und das Werkstoffverhalten.

Auch wenn es heute computergestiitzte Rechenmethoden gibt, mit denen
die stets dreidimensionalen Bauteile auch als dreidimensionale Kérpermo-
delle aufwandig berechnet werden kénnen, so werden in der Tragwerks-
planung Uberwiegend zwei- und eindimensionale Tragwerksmodelle (2D-
bzw. 1D-Modelle) gewéhlt. Mit ihnen l&sst sich bei vertretbarem Aufwand
eine gute Abbildung der Wirklichkeit darstellen. In Bild 1.3 werden typische
Tragwerksmodelle gezeigt. Sie zeichnen sich durch einen einfachen geo-
metrischen Aufbau aus.

Fir besonders massive oder dickwandige Tragwerke, deren Abmessungen
in allen drei Dimensionen vergleichbare GrolRenordnungen erreichen, sind
aufwédndige Kdérpermodelle notwendig. Fur flachige Tragwerke, bei denen
die Ladngenabmessungen die Dicke weit Ubersteigen, werden zweidimensi-
onale Modelle mit geringer Wandstérke eingesetzt. Typische Flachentrag-
werke sind Platten, Scheiben und Faltwerke sowie — in gekrimmter Form —
die Schalen. Fur diese Modelltypen werden wegen der geringen Wand-
stérke Naherungsvoraussetzungen getroffen. Sie ermdglichen eine sinnvoll
vereinfachte, aber dennoch ausreichend genaue Berechnung sowie eine
anschauliche Ergebnisinterpretation.

Eindimensionale Tragwerksmodelle, bei denen die Langenausdehnung die
Querabmessungen um ein Vielfaches Ubertrifft, werden auch als Linien-
tragwerke bezeichnet. Typische Modelltypen sind in dieser Gruppe die
Stabtragwerke (Druck- oder Zugstab, Biegetréger, Torsionsstab). Bei kom-
plexeren Tragwerken missen die vorgestellten Modelle kombiniert werden.
Ein Beispiel ist der Rahmen, der sich aus biegebeanspruchten Riegeln und
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Stltzen zusammensetzt. Durch die Dimensionsreduktion bei 2D- bzw. 1D-
Modellen entstehen die spezifischen Scheiben-, oder Plattentheorien bzw.
Stab- und Balkentheorien, die in der Statik ndher behandelt werden. Durch
diese Reduktion wird das Tragverhalten durch charakterisierende Begriffe
wie Dehnung, Biegung, Torsion, Schub, Verwdlbung oder Knicken be-
schreibbar.

Fassen wir zusammen: Tragwerksplaner missen Tragwerksmodelle ent-
wickeln, um die Realitét berechenbar zu machen. Dabei sind Annahmen zu
treffen und Vereinfachungen in Kauf zu nehmen. Typische Tragwerksmo-
delle sind Flachen- und Stabmodelle. Die Analyse des Tragverhaltens die-
ser Modelle erfolgt heute mithilfe des Computers.

y Flachentragwerk: (2D-Modell)
Faltwerk (z.B. Behalter)
x
é ~L,>>L,
z
/
/

Korpertragwerk: (3D-Modell)
(z.B. Maschinenfundament) Flachentragwerk: (2D-Modell)

Platte (z.B. Geschossdecke)

Ly~L, >>1L,

Flachentragwerk: (2D-Modell)
Scheibe (z.B. Treppenhauswand)

VYVVVVVYV,

VVYVVVYVYVY)

A Ly~L,>>L, x
z
47
Stabtragwerk: (1D-Modell)
Druck-, Zugstab (z.B. Stiitze, Fachwerkstab)
O— x
x L, >>L, ~L
x y Tz VAN AN
Stabtragwerk: (1D-Modell) _—— LossL ~L
Balken (z.B. Kranbahntrager, * Y i
N Teile eines Tragerrostes) ——

Bild 1.3 Typische Tragwerksmodelle
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eingepragte Krafte

Gleichméaflige Temp.-anderung T

1.3 Einwirkungen, Beanspruchungen

Aus der Statik ist der Begriff Einwirkung bekannt. Es handelt sich hierbei
meist um eine auf das Tragwerk einwirkende Last (KraftgroRRe), die auch
als direkte Einwirkung bezeichnet wird. Daneben gibt es indirekte Ein-
wirkungen, die dem Tragwerk eine Verformung (Verdrehung oder Ver-
schiebung) aufzwingen (Bild 1.4).

Typische indirekte Einwirkungen sind Temperaturdnderungen, Tempera-
turdifferenzen zwischen Unter- und Oberseite eines Bauteils oder unglei-
che Setzungen an den Auflagern. Bei statisch unbestimmten Tragsyste-
men entstehen aufgrund der Verformungsbehinderungen so genannte
ZwangsschnittigréRen, die mit der gleichen Wertigkeit wie die Schnittgro-
Ren aus direkt einwirkenden Lasten behandelt werden missen. Bild 1.4
zeigt — nach der Ursache unterteilt — verschiedene Einwirkungen.

Q]
UngleichmaBige Temp.-&nderung At

b)
o M
32 (0N oy s
N S e ——_w
at

eingepragte Momente

a) Direkte Einwirkungen (duf3ere Kraftgréfen)

-~

Verdrehung des Auflagers Verschiebung des Auflagers

b) Indirekte Einwirkungen (duere Verformungsgréfie)

Bild 1.4 Ursachen fir verschiedene Einwirkungen

Als indirekte Einwirkungen werden
auch das Kriechen (Formanderung
des Materials mit dem Ziel, sich einer
dauerhaft wirkenden Beanspruchung
zu entziehen) und das Schwinden
(Schrumpfung durch Austrocknung)
angesehen.

Bei Einwirkungen unterscheidet man neben der Ursache auch nach der Art
der Wirkung. So ist eine vorwiegend ruhende Einwirkung eine Einwirkung,
die keine (wesentlichen) Beschleunigungen des Tragwerks oder des Bau-
teils hervorruft. Typische Einwirkungen dieser Art sind:

e standige oder zeitlich unverédnderliche Einwirkungen wie Eigengewicht,
Erddruck oder Vorspannung,
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e zeitlich veranderliche Einwirkungen wie Nutzlasten aus Verkehr und
Lagerung, Schnee- oder Windlasten. Obwohl zeitlich veranderlich, so
werden diese Einwirkungen fur die Tragwerksplanung dennoch als
vorwiegend ruhende Einwirkungen angesehen.

Bei dynamischen Einwirkungen handelt es sich um stoflende oder sich
haufig wiederholende Belastungen, die wesentliche Beschleunigungen her-
vorrufen wie z.B. Kranbahnlasten.

Eine Einwirkung kann allein oder gleichzeitig in Kombination mit anderen,
von ihr unabhangigen Einwirkungen auftreten. Man spricht dann von einer
Einwirkungskombination. Als Folge der gleichzeitig zu betrachtenden Ein-
wirkungen bzw. einer Einwirkungskombination ergibt sich die Beanspru-
chung des Tragwerks oder seiner Teile oder die Beanspruchung an einem
betrachteten Ort (Querschnitt) des Tragwerks.

Ein fir die Bemessung maRgebender Wert einer Beanspruchung l&sst sich ~ Aufgabe 1.2: Wie mussen die Last-
mithilfe der ungunstigsten Einwirkungskombination bestimmen. Diese félle in Bild 1.5 kombiniert werden,
muss den Kombinationsregeln der einschlagigen Baunormen gehorchen. um die malgebende Auflagerkraft
In Bild 1.5 wird dieser Hergang exemplarisch an einem Biegetrdger ge-  des rechten Lagers zu erhalten?
zeigt, allerdings ohne auf weiterfihrende Regeln des Sicherheitskonzepts

nach DIN EN 1990:2012-12 im Hinblick auf die Bemessung einzugehen.

LF 1: veranderliche Streckenlast LF 2: veranderliche Einzellast 1 LF 3: veranderliche Einzellast 2

F2

Momentenverlaufe:
1

' @ &

»

_

Grenzmomentenverlgufe: LF3 Einwirkungskombination: Im Hinblick auf die maximale
(positive) Biegebeanspruchung in Feld 1 fihrt die Uber-
lagerung der Lastfalle LF1 und LF2 zur mafligebenden
Beanspruchung. LF3 wirkt in diesem Fall entlastend und
muss nur dann berlcksichtigt werden, wenn die mafR-
gebenden negativen Biegemomente ermittelt werden
sollen.

LF = Lastfall

Bild 1.5 Ermittlung der maRgebenden Beanspruchung durch Lastfallkombinationen
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Aufgabe 1.3: In Bild 1.3 sind einige
Stabtragwerke (also 1D-Modelle) un-
ter besonderen Beanspruchungen
dargestellt. Welche Schnittgréf3en er-
geben sich bei diesen Systemen zu
null und miissen nicht weiter beach-
tet werden?

Stabanfang

1.4 SchnittgréBen, Spannungen

Ein MaR fur die Beanspruchung auf der Ebene des Tragwerkmodells sind
die SchnittgréRen. Bei Stabtragwerken sind es im allgemeinen Fall die
Langs- oder Normalkraft N, die Querkrafte V, und V, sowie das Torsions-
moment M, um die Langsachse des Stabes und die beiden Biegemomente
M, und M, (vgl. Bild 1.6). Wirkt eine besondere Belastung in einer Ebene
bzw. in einer Richtung, so ergeben sich bestimmte SchnittgréRen zu null.

Die Festlegung, was positive oder negative SchnittgréRen sind, erfolgt mit-
hilfe eines am Tragwerk ausgerichteten Koordinatensystems und der Posi-
tivdefinition der Schnittufer. Schnittgréfen sind dann positiv, wenn sie am
positiven Schnittufer im positiven Sinne des Koordinatensystems wirken.
Das positive Schnittufer einer Schnittstelle ist jenes, welches man vom Ur-
sprung ausgehend zuerst erreicht. Die Einflhrung von Schnittstellen ist ei-
ne Methode der Statik (Schnittprinzip), um Beanspruchungen an einer be-
liebigen Stelle des Tragwerkmodells ,sichtbar® und damit berechenbar zu
machen.

Alle SchnittgréRen beziehen sich bei Stabtragwerken auf die Stabachse,
die eine Idealisierung des dreidimensionalen Bauteils darstellt. Die Schnitt-
gréRen werden auch als innere Krafte bezeichnet und stehen mit den au-
Reren Kraften (einwirkende Lasten und Auflagerreaktionen) im Gleichge-
wicht. Sie wirken auf die gesamte Schnittflaiche und verteilen sich nach
mechanischen Gesetzmaligkeiten in Abhangigkeit von der Querschnitts-
geometrie und den Werkstoffparametern.

Stabachse Schnittstelle

Positives M, Positives ™. S
Schnittufer v, M, Schnittufer N N

C —
Querkréfte V), V; und Biegemomente M,, M, und Negatives Na
Normalkraft N (z.B. in kN) Torsionsmoment My (z.B. in kNm) Schnittufer

Bild 1.6 Definition positiver SchnittgréRen am Stabtragwerk
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Der je Flacheneinheit wirkende Kraftanteil dieser SchnittgréBen wird als
Spannung bezeichnet und ist ein Mal fur die Beanspruchung im Korperin-
neren des (realen) Tragwerks.

Spannung =

Flacheneinheit 2 2" m2

Kraftanteil (kN. N mj
cm ’mm

,
m

Die Flacheneinheit kann sich aus einer endlichen Querschnittsflache, einer ~ Spannungen mit positivem Vorzei-

Teilflache im Schnitt oder aus einer infinitesimal kleinen Schnittflache bil-  chen nennt man Zugspannungen.
den. Mathematisch korrekt wird deshalb die Spannung als Differentialquo-  Sie dehnen das Material. Negative
tient aus innerer Kraft dF und zugehdriger Flache dA beschrieben; es gilt: Spannungen sind Druckspannungen,

die das Material zusammenpressen.

Spannungfﬁ
dA

Die Spannung ist ebenso wie die Kraft ein Vektor. Sie ist eindeutig durch
die Wirkungslinie, den Betrag und ihren Richtungssinn definiert. Stellt man
derartige Spannungsvektoren fir verschiedene Schnitte und Querschnitts-
punkte zeichnerisch zusammen, so wird der innere Kraftfluss in einem
Tragwerk deutlich. Bild 1.7 zeigt einen solchen Zustand fir einen durch
zwei Einzellasten beanspruchten Einfeldtréger.

Tragwerksmodell: Einfeldtrédger mit Einzellasten in den E E
Viertelspunkten ~— (1|) (I2)
Rechenmodell, mit dem das Tragwerksmodell auf der % Z&
Basis einer geeigneten Rechenmethode analysiert wird. | ‘ a —
| _F
=3 (2)
Druckspannungen (schwarz) \\\-J
e iy T IR £
: B
5
= NN
|
SRR )
e N
il

i Spannungsverteilung der horizontalen
' GroRe der Spannung am betrachteten Ort an. Spannungen Uber die Balkenhdhe.

Bild 1.7 Innerer Kraftfluss in einem Einfeldtrager unter Querkraftbiegung, berechnet mit einem Scheibenmodell
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Fir die weitere Betrachtung der Spannungen ist es Ublich, den Span-
nungsvektor in seine Komponenten zu zerlegen. Die Komponente, die
senkrecht (normal) zur Schnittflache steht, wird als Normalspannung o, die
in der Schnittflache liegende Komponente als Tangentialspannung 7 (auch
als Schubspannung oder Scherspannung) bezeichnet (Bild 1.8). Die Tan-
gentialspannung 7 wird darliber hinaus in zwei senkrecht zueinander ste-
hende Komponenten 7v und 7n zerlegt, wenn das Bezugskoordinaten-
system dieses erfordert.

v

Schnittebene In Richtung der Normalen n In tangentialen Richtungen h und v
dA
. n /(\._/,I.> n
e A
® 5y
ho b AT
dF ' dF,
o= v r=—=2 v g,=—"
dA dA dA

Bild 1.8 Zerlegung des Spannungsvektors in drei orthogonale Spannungskomponenten

Aufgabe 1.4: Durch die perspekti-
vische Darstellung in Bild 1.9 sind die
negativen Schnittufer nicht zu sehen.
Stellen Sie alle neun positiven Span-
nungskomponenten an allen negati-
ven Schnittufern in einer eigenen
Skizze dar.

Wird aus einem allgemein beanspruchten Koérper ein Wirfel mit infinitesi-
malem Volumen und beliebiger Raumorientierung herausgeschnitten, so
ergeben sich in jeder Schnittfliche eine Normalspannung und zwei Tan-
gentialspannungen. Zur Unterscheidung ihrer Wirkungsrichtung erhalten
die Normalspannungen die Richtungsindizes x, y und z.

Die Tangentialspannungen werden, da sie paarweise pro Schnittflache vor-
liegen, doppelt indiziert. Der 1. Index gibt die Richtung der Flachennorma-
len, der 2. Index die Richtung der jeweiligen 7-Spannung an (Bild 1.9).

Hinweis: Negative
Schnittufer verdeckt

Positive x-Schnittflache
parallel zur y-z-Ebene

Positive y-Schnittflache
parallel zur x-z-Ebene

Positive z-Schnittflache
0z parallel zur x-y-Ebene

Bild 1.9 Positive Spannungskomponenten am Volumenelement
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Die Festlegung der Vorzeichendefinition ergibt sich aus der Lage der
Schnittufer in Bezug auf das Koordinatensystem und den Richtungssinn
der Spannungskomponenten. Spannungen sind dann positiv, wenn sie am
positiven Schnittufer in Richtung der positiven Koordinatenachsen des Be-
zugssystems wirken. Am negativen Schnittufer weisen positive Spannun-
gen in entgegengesetzte Richtungen.

Wie aus Bild 1.9 ersichtlich, ergeben sich insgesamt neun Spannungskom-
ponenten. Durch Gleichgewichtsbetrachtungen lasst sich belegen, dass
zwei aufeinander zulaufende Tangentialspannungen an benachbarten
Schnittufern gleichen Vorzeichens gleich grof? sind. Bild 1.10 zeigt dies fir
die x-z-Ebene. Es gilt generell:

=7 (1.1)
+ o,
X ZT Positive Schnittflachen (positive
t T Schnittufer) senkrecht zur x-z-Ebene
——
0o :
z
. a ek N . Aus Gleichgewichtbedingung
Ox : %  3M,=0folgt:
dz | +
' 7
+ T ' x Tax = Txz
e
—_—
+ TZX
+ Oy

Bild 1.10 Gleichheit zugeordneter Tangentialspannungen

Ein allgemeiner dreiachsiger (rdumlicher) Spannungszustand l&sst sich
somit durch sechs voneinander unabhéngige Spannungskomponenten be-
schreiben:

T
o= |:O'X, Oys Oz, Txys Tyzs TZX:‘ (1.2)

Sind in besonderen Fallen zwei gegenlberliegende Schnittufer spannungs-
frei (Bild 1.11), so spricht man von einem zweiachsigen (ebenen) Span-
nungszustand. Ein solcher Spannungszustand ist typisch flr eine Scheibe,
die nur in ihrer Ebene Lasten aufzunehmen hat. Quer zur Scheibenebene
wirken weder Lasten, noch liegen hier Verformungsbehinderungen vor. Ein
einachsiger Spannungszustand ist typisch fiir einen Stab unter einer Zug-
oder Druckbeanspruchung. Hier tritt nur in der Schnittflache normal zur
Stabachse eine von null verschiedene o -Spannung auf (Bild 1.11). Glei-
ches trifft auch fur einen Balken unter reiner Biegung zu.

Durch die Verwendung der Buchsta-
ben o und 7 wird der Eindruck er-
weckt, als ob es sich um verschie-
denartige Spannungen handelt. Nor-
mal- und Tangentialspannungen sind
gleichartige Komponenten einer re-
sultierenden Spannung. Die Zerle-
gung in o= und 7 -Spannungen ist le-
diglich eine Frage der Schnittfihrung.

In Abschn. 7.2 werden die Spannun-
gen ein weiteres Mal eine besondere
Rolle spielen. Wir werden die Span-
nungen unter anderen Schnittwinkeln
betrachten und auf andere Bezugs-
koordinatensysteme transformieren.
Dabei werden wir auch die soge-
nannten Hauptspannungen kennen
lernen.

Aufgabe 1.5: In Bild 1.7 ist der inne-
re Kraftfluss eines Einfeldbalkens un-
ter zwei Einzellasten in den Viertels-
punkten dargestellt. Gibt es bei die-
sem Balken Bereiche, in denen ein
einachsiger Spannungszustand vor-
herrscht?
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