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Vorwort

»Das Ergebnis habe ich schon, jetzt brauche ich
nur noch den Weg, der zu ihm fihrt.“

Carl Friedrich GauBl (1777—1855),
Deutscher Mathematiker, Astronom und Physiker

Nachdem die beiden Lehrbiicher ,Mathematik fiir Bauingenieure 1. Grundlagen fiir das Bachelor-Studium*“
und ,Mathematik fiir Bauingenieure 2. Ausgewéahlte Kapitel fiir Ingenieure im Master-Studium* erschienen
sind, soll das vorliegende Buch ,Mathematik fiir Bauingenieure. Aufgaben und Losungswege* diese Buch-
reihe vervollstindigen. Sie ist auf der Basis meiner langjihrigen Vorlesungen, Ubungen und Klausuren in
Mathematik im Studiengang Bauingenieurwesen der Hochschule Kaiserslautern entstanden. Viele inhaltliche
Anregungen zu den Aufgaben verdanke ich der Beschéftigung mit der Anwendung mathematischer Verfahren
bei spezifischen und typischen Problemen auf dem Gebiet des Bauingenieurwesens.

Anliegen dieser Aufgabensammlung ist es, dass die mathematischen Inhalte der beiden Lehrbiicher, die dort an
Beispielen demonstriert und angewendet werden, in den aktiven Wissensschatz des Lesers tibergehen. Dazu ist
das eigene, selbststandige und wiederholte Uben Voraussetzung. Anhand formaler Aufgaben konnen die Fer-
tigkeiten im Umgang mit den mathematischen Inhalten geiibt und tiberpriift werden. Eine Vielzahl praktischer
Textaufgaben, vorwiegend aus dem Erfahrungsbereich des Bauingenieurwesens, steht zur Verfiigung, bei deren
Losung die erworbenen theoretischen Kenntnisse und Fertigkeiten angewendet werden kénnen. Dabei ist stets
zuerst ein mathematisches Modell abzuleiten, d. h., die verbale Formulierung ist in eine mathematische Aufga-
benstellung zu iiberfithren. Deren Analyse resultiert in Vorschlidgen des Einsatzes geeigneter mathematischer
Losungsverfahren. Mitunter gibt es dabei nicht nur ein einziges Standardverfahren. Andererseits lassen sich
oft mit einer Methode recht unterschiedliche Anwendungsaufgaben 16sen. Am Ende sollte stets das Verifizieren
der Ergebnisse vorgenommen werden, z. B. durch eine Probe bei formalen Aufgaben oder durch Uberpriifung
auf Plausibilitdt bei Anwendungsaufgaben. Wird das Losen ,formaler® Aufgaben gut beherrscht, bereitet das
Realisieren der mathematischen Aufgabenstellung unabhangig vom konkreten physikalischen Hintergrund ge-
méaf dem gewdhlten Losungsalgorithmus in der Regel keine Probleme mehr. Je mehr der interessierte Leser das
Erstellen eines mathematischen Modells, die Auswahl passender Losungsmoglichkeiten und deren Umsetzung
bis hin zur Bestimmung der jeweils gesuchten Groflen trainiert, desto sicherer und kompetenter wird er in der
Anwendung mathematischer Fertigkeiten und Erkenntnisse bei der Beantwortung vielfiltiger Fragestellungen,
besonders in den Ingenieurwissenschaften.

Die Aufgabensammlung ist in elf Aufgabenkapitel und elf dazugehorige Kapitel mit Losungswegen unterglie-
dert. Die ersten sieben Kapitel, B1 bis B7, orientieren sich an den Inhalten im Buch ,Mathematik fiir Bau-
ingenieure 1“ mit den Themen Arithmetik reeller Zahlen, Funktionen einer Verénderlichen, Lineare Algebra,
Vektorrechnung und Analytische Geometrie, Zahlenfolgen, Grenzwerte und Stetigkeit, Differenzialrechnung
sowie Integralrechnung fiir Funktionen einer Verénderlichen. Die restlichen vier Kapitel, M1 bis M4, orientie-
ren sich an den Inhalten im Buch ,Mathematik fiir Bauingenieure 2“ mit den Themen Funktionen mehrerer
Veréanderlicher, Differenzialgleichungen, Finanzmathematik sowie Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik.

Am Anfang jedes Aufgabenkapitels befindet sich eine Ubersicht in Tabellengestalt iiber die wichtigsten Formeln
als Erinnerung, Grundlage und Hilfestellung beim Lésen. Danach folgen formale Aufgaben und im Anschluss
Textaufgaben, die Mehrheit davon mit Bezug zum Bauingenieurwesen. Kurze und klare Formulierungen der
Sachverhalte und der Fragestellungen sollen die Ableitung der mathematischen Modelle erleichtern, ebenso
erkldrende Abbildungen. Mitunter soll der Leser aber auch selbst in der Lage sein, eine Skizze anzufertigen.

Die Rolle der Losungswege sehe ich als Vorschlag fiir ein begriindetes Vorgehen, um richtige Ergebnisse zu
erhalten. Eigenstédndiges Erarbeiten und Begriinden aller Losungsschritte bis hin zum richtigen Ergebnis sind
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die Kriterien, ob der Leser tatsidchlich eine Aufgabe l6sen kann. Darum sollte er sich in jedem Fall zuerst
bemiihen, selbst einen Losungsweg und die Ergebnisse zu finden, bevor er zu den Losungswegen im Buch greift.
Damit diese Kompetenz geférdert wird, sind die Losungswege in kleinerer Schrift gesetzt. Sie sind tibersichtlich
und dort, wo es moglich ist, fiir eine bessere Motivation kurz gehalten und in wenigen Zeilen geschrieben.
Gleichartige Losungsalgorithmen sind durch analoge Formulierungen und Gestaltung der Losungsschritte zu
erkennen. Zur leichteren Kontrolle sind die Ergebnisse bei formalen Aufgaben farblich hervorgehoben und bei
Textaufgaben im Antwortsatz zusammengefasst. Illustrationen zu den Lésungen sollen die Vorstellungskraft
des Lesers schulen und die Uberpriifung der Ergebnisse unterstiitzen.

Fir das sehr aufmerksame, aufwiandige und gewissenhafte Korrekturlesen des Manuskriptes, an der mein
Kollege des Studienganges Bauingenieurwesen der HS Kaiserslautern, Prof. Dr. Johannes Schanzenbach, die
Mitarbeiter des Institutes fiir Angewandte Mathematik der Universitiat des Saarlandes Prof. Dr. Sergej Rja-
sanow, M. Sc. Torsten Kefller und B. Sc. Daniel Seibel und der Mitarbeiter an der Technischen Akademie
Siidwest e. V. Kaiserslautern, Dipl.-Math. Andreas Schraag beteiligt waren, bedanke ich mich sehr. Ein Dan-
keschon gilt auch vielen Studierenden des Studienganges Bauingenieurwesen der Hochschule Kaiserslautern fiir
aufmerksames Nachvollziehen und Bestétigen der Losungswege wihrend der Vorlesungen, Ubungen oder bei
der Klausurvorbereitung. Bei Dipl.-Ing. Philipp Thorwirth bedanke ich mich fiir die freundliche Unterstiitzung
dieses Buchprojektes und den fruchtbaren Austausch in der Konzeptionsphase.

Kaiserslautern, im Januar 2018 Kerstin Rjasanowa



Inhaltsverzeichnis

1 Aufgaben
B1 Arithmetik reeller Zahlen . . . . . . . . . . .. L e
B2 Funktionen einer Verdnderlichen . . . . . . . . . ... . L o
B3 Lineare Algebra . . . . . . . . .
B4 Vektorrechnung und Analytische Geometrie . . . . . . . . . ... ... ... . ..
B5 Zahlenfolgen, Grenzwerte, Stetigkeit . . . . . . . . . ... L oo
B6 Differenzialrechnung fiir Funktionen einer Verdnderlichen . . . . . .. ... ... ... ... ...
B7 Integralrechnung fiir Funktionen einer Veranderlichen . . . . ... ... ... ... ... .....
M1 Funktionen mehrerer Verdnderlicher . . . . . . . . .. .. .. . o oo
M2 Differenzialgleichungen . . . . . . . . . . L
M3 Finanzmathematik . . . . . . . . . . L.
M4 Statistik . . . . .. e e

2 Losungswege
B1 Arithmetik reeller Zahlen . . . . . . . . . .. .
B2 Funktionen einer Verdnderlichen . . . . . . . . . . .. . L
B3 Lineare Algebra . . . . . . . . L e
B4 Vektorrechnung und Analytische Geometrie . . . . . . . . . . .. ... .. ... ...
B5 Zahlenfolgen, Grenzwerte, Stetigkeit . . . . . . . . . . .. L L
B6 Differenzialrechnung fiir Funktionen einer Verdnderlichen . . . . . .. ... ... ... ... ...
B7 Integralrechnung fiir Funktionen einer Veranderlichen . . . . ... ... ... ... ... .. ...
M1 Funktionen mehrerer Verdnderlicher . . . . . . . . .. .. . oo oo
M2 Differenzialgleichungen . . . . . . . . . . L
M3 Finanzmathematik . . . . . . . . . . Lo e e
M4 Statistik . . . . .. e e e e

Literaturverzeichnis

Sachwortverzeichnis

14
27
39
51
55
64
74
83
89
98

117
117
119
152
170
190
195
214
241
257
271
282

311

313



B6 Differenzialrechnung fur Funktionen einer Verénderlichen

B6 Differenzialrechnung fir Funktionen einer Veréanderlichen

Ableitungen

Definitionen

Funktion f: Dy — R, Stelle z9 € Dy, n € N

‘ Begriff I Definition
Differenzenquotient Ay = (@) = f(zo) = F@o + Az) — f(zo) , T F# Xo
Az T — To Az
] : ooy o Ay f(@) = fxe) . flzo + Az) — f(wo)
Erste Ableitung Flwo) = Aoso Az 961519610 T — o o Alslcrgo Ax
n-te Ableitung F™ (@) = (f" Y (w0)), n=1,2,3,...,  FO(x0) = f(z0)
Differenzial dy = f'(x0)(z — z0)
Lineare Naherung f(x) =~ f(zo) +dy = f(z0) + f'(x0)(z — z0)
Ableitungen einiger elementarer Funktionen
| i@ | F@ | i@ | f'(x) | @) f'(x)
c,ceR |0 sin cos T sinh z cosh x
z° az® L a€eR || cosz —sinx cosh x sinh x
VT 1/(2v/x) tan x 1/cos® z = 1+tan’ z tanh z 1/cosh? z = 1—tanh®
1/z™ —n/x" ! cot x —1/sin®z = —1—cot’z || cothz —1/sinh?z = 1—coth®
e’ e’ arcsin 1/v/1—22 |z] <1 arsinh 1/4/1+ 2?2
a® a®lna arccosz | —1/4/1—22, |z| <1 arcosh 1/v/22 =1, |z| > 1
Inz 1/x arctan x 1/(1 4 z%) artanh z 1/ —2%), |z| <1
log, 1/(zlna) arccot & | —1/(1+ 2?) arcothz | —1/(z® —1), |z| > 1
Ableitungsregeln
Regel Funktion Ableitung
Faktorregel cg(x) cg'(z)
Summenregel g(x) + h(z) g'(z) + K (z)
Produktregel g(z) h(x) g (z)h(z) + g(z)h'(x)
: 9(x) g'(x)h(z) — g(x)h' (x)
1 A
Quotientenrege hz) 12 ()
Kettenregel g(h(z)) g’ (h(z)) W' (z)
Umbkehrfunktion (=) 1/ (f ()
!
Logarithmisches Ableiten g(z)"® g(z)"® <h/(m) In g(z)+h(x) g (($;>
g(x
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Anwendungen

Fehlerrechnung

Sei f eine differenzierbare Funktion. Statt des genauen Wertes  wurde der Messwert xo mit dem Messfehler
Az ermittelt, d. h., es gilt z € [zo — Az, z0 + Az]. Welcher maximale Fehler ergibt sich ndherungsweise bei
der Funktionswertbestimmung von f(x), wenn stattdessen f(zo) berechnet wird?

I Absoluter Fehler I Relativer Fehler I
f(x) = f(xo) [dyl _ |f'(zo)Az|
- ~ |dy| < |f Ax & < , flz 0
17(@) = fao)| ~ Idy] < | (wo)l| ‘ i x e < LS (a)
Regel von I’Hospital
‘ Voraussetzungen ‘ Regel ‘
1. Die Funktionen f und g sind differenzierbar.
2. lim f(z)= lim g(z)=0 <bzw. lim f(z)= lim g(z)= 0>
T—xQ T—xQ z—+oo z—+oo
!
3. g(z) # 0 in einer Umgebung von zo mit Ausnahme von z = zo lim @ = lim f, (z)
(bzw. fir  — +00) =ow0 g(2) @m0 g'(2)
!’ ! !’
4. lim & bzw. lim f, (z) existiert lim @ = lim f/(m)
z—z0 J (.I‘) z—too g (.I‘) z—too g .’E) z—too g (.’E)

Die Regel von I'Hospital gilt sinngemé8 auch fiir lim f(z) = lim g(z) = 0o, © — zo bzw. z — too.

Taylor-Polynom

f - eine in einer Umgebung der Stelle o mindestens (n 4 1)-mal differenzierbare Funktion, n € N

l Definition l Formel
TavlorPolynom | p(4) — (ag) + LU0 o) ¢ LU0 gy L0 o
vRsstﬁngange R.(z) = f(:b%l)l(ﬁ)(x — xo)"H, & zwischen zo und z
Approximation f(x) = Po(x) + Ru(x) bzw. |f(z) — Pu(x)] < max |Rn ()]
Taylor-Reihe f(z) = nler;O ; f<k:!20) (x —z0)* = g:o f(k]i(!%) (z — 20)*, wenn nler;O Rn(z)=0
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Kurvendiskussionen

Sei y = f(z) auf dem Intervall (a,b) geniigend oft differenzierbar, ¢ > 0.

Eigenschaft notwendige Bedingung hinreichende Bedingungen
(zusammen mit notwendiger Bed.)

konstant auf (a,b) () =0, z € (a,b)

streng monoton steigend auf (a, b) f'(z) >0, z € (a,b)

streng monoton fallend auf (a, b) f'(z) <0, z € (a,b)

lokales Maximum an der Stelle xg f (o) = f'(x) >0, z € (zo — &,0), und
f(x) <0, z € (zo,z0 +€)

lokales Minimum an der Stelle zo (o) = f(x) <0, z € (w0 — &,T0), und
f'(z) >0, z € (xo, 0 + €)

lokales Maximum an der Stelle xo "(m0) =0 f"(z0) <0

lokales Minimum an der Stelle zg "(z0) =0 f’(z0) >0

streng konkav auf (a,b)

f
f
streng konvex auf (a, b) Vi
f
f

Wendepunkt an der Stelle xq "(x0) =0 f'(x) >0,z € (xo—&,20), und
" (z) <0, z € (zo,x0 +¢)
Wendepunkt an der Stelle xgo f'(z0) =0 f(x) <0, z € (x0 — &,20), und
" (x) >0, x € (zo,m0 +€)
Wendepunkt an der Stelle xg ' (z0) =0 " (z0) #0
Differenzialgeometrie
Koordinaten ‘ kartesisch ‘ Parameterform ‘ Polarkoordinaten
Kurve y=f(@) i=a(0).y=y() | r=r(y)
d d d d
Ableitungen y/ = ﬁ T = d_::’ = d_i = é
. !/ .3 .
Anstieg Y g r/ sinyp +1r c?s @
by r/ cosp — rsin g
. , o
Tangentenvektor ( 1/) (m) (r/ C_OS @ rsm L'D>
Yy Yy 7’ sin ¢ + 7 Ccos Y
’ . ’ _ 3
Normalenvektor ( y) ( .y> ( sy T?Ob 90)
1 T r’cosp —rsine
Bogendifferenzial ds 1+ y? dx @2+ g2 de Vr2 412 de
Kriimmung k y" Ty — yi r2 4+ 2r’ —pp”
Krimmungsradius p=1/|k]| (1 +y'2)3/2 (22 + 92)3/2 (r2 + r'2)3/2
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1 Aufgaben

Ableitungen, Anwendungen

6.1

6.2

6.3

6.4

6.5

Zu bestimmen ist unter Verwendung des Be-
griffes der Differenzierbarkeit die Ableitung der
Funktion f an der Stelle xo:

1
a) f(m):;, x>0, zo =10
b) f(z) =122 zE€R, z0=38
Zu bestimmen sind die Ableitungen folgender
Funktionen, w und p sind reelle Konstanten:
z%—4
a) f(@)=(Fr—1)° b) flz)="—
z3\/T 2 5 i
c) f(z)= Tra? d) f(z)=5x5—3z2+2x
cost 11—z
) fO=1"5m D W=\
1 1 1
g) y(z)= E+P+_3+ +— neN

=2*(x?—1)% k) y(z)=sin(2z>—3z+1)

) wu(t)= sin? (wt) m) v(t)= 1+\/2_pt
Il) y( ) e T gin 0) y(u)ZZSin(Bu)
cos z
= Intan —
p) y(z) = Sin? + ntan 5
) y(a) = ar ~ﬂ_2 retan
q yx—accosl+x2 arctan

r) y(z) = arcsin T

Die erste Ableitung der Funktionen an der Stel-
le xo ist zu berechnen:

a) y(z) =
b) y(z) =

eh, T =2

1
1—\3/a:2+;6, o = —8

Die n-te Ableitung folgender Funktionen ist zu

bestimmen, n € N:
a) y(z)=a" b) y(z)=Ilnz

Wie oft ist die Funktion f mit

ﬂm—mﬂ—{_f’mzo

z°, <0

iber ganz R differenzierbar?

6.6 Die ersten vier Ableitungen folgender Funktio-

nen sind zu berechnen:

a) f(z)=3z"+22°+ 22— 10

b) f(z)=sinz ¢) f(z)= i, z#0
d) flz)=e"

6.7 Der Anstiegswinkel a € [0, 27) des Graphen der

Funktion f an der Stelle xo ist zu bestimmen.
Die Gleichung der Tangente an den Graphen in
dem entsprechenden Punkt ist anzugeben:

a) f(z)=2* 20=0 b) f(x)=e"", xo=0

6.8 Die folgenden Grenzwerte sind mit der Regel

von ’Hospital zu berechnen:

. o 1
a) lim S b) lim z S;HZE c) lim ne
0 T 0 T z—+0 cot x
d) lim (cotx - —) e) lim cotzsinhz
z—0 T z—+0
f) lim (sinz)® g) lim (tanz)t(®)
z—+0 z—5
1
h) ntan(aa:)’ ab >0

e—+0 In tan(bz)

6.9 Mit welcher relativen Genauigkeit muss der Ra-

dius einer Kugel gemessen werden, damit der re-
lative Fehler bei der Berechnung des Volumens
kleiner als 1% ist?

6.10 Bei der Messung des Winkels « eines Zimmers

mit trapezférmigem Grundriss ist der Winkel
als (30° £ 2') gemessen worden. Wie grof ist
der absolute und der relative Fehler bei der Be-
rechnung des Inhaltes der Wohnfldche, wenn die
Lénge a = 5 m betrdgt (siehe Bild 6.1)7

a

Bild 6.1 Trapezférmiger Grundriss
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6.11

6.12

6.13

6.14

6.15

Zur Bestimmung der Hohe h eines Bauwerkes
wird von der Entferung a¢ zum Fufl des Bau-
werkes der Peilwinkel zur Spitze des Bauwerkes
a = (15+£0.5)° gemessen (siche Bild 6.2). Mit
welcher maximalen relativen Genauigkeit kann
die Hohe h ermittelt werden?

\ a \
\ \

Bild 6.2 Winkelmessung

Der Funktionswertzuwachs ist durch das Dif-
ferenzial zur Naherungsberechnung der Zahl
/1.02 zu ersetzen.

Der relative Fehler der Zahlen
b) n”

soll kleiner als 1% sein. Wie viel Stellen genau
ist 7 jeweils mindestens zu wahlen?

a) 241

Gesucht ist fiir y = f(x) eine vollstdndige
Kurvendiskussion (Definitionsbereich, Wertebe-
reich, Symmetrie, Nullstellen, Polstellen, Ver-
halten an den Polstellen, lokale Extrema, Wen-
depunkte, Monotonie, Kriimmung, Verhalten
fir ©+ — Zoo, Asymptoten). Der prinzipielle
Funktionsverlauf ist zu skizzieren.

a) y=2>—2>—2z b) y=2x —zln(x—1)
c) y=xhn’z

2
- —1 2z — 2
d = = —-—a
) v x—3 e) v x2—2x—3
Die Funktion z(t) beschreibt die Position « eines
gedampften Schwingers zum Zeitpunkt ¢ > 0

x(t) = c1e™® + cae™t, c1,c2 €R.

a) Gesucht sind die Konstanten c¢i1 und ca,
wenn der Schwinger zum Zeitpunkt ¢ = 0
(in s) die Auslenkung 2 cm und die Ge-
schwindigkeit 4 cm/s erhalten hat.

b) Zu welchem Zeitpunkt erreicht er seine ma-

ximale Auslenkung?

c)

d)

Erreicht er die Gleichgewichtslage?

Ab welchem Zeitpunkt ist seine Abwei-
chung von der Gleichgewichtslage kleiner
als 0.1 cm?

6.16

6.17

6.18

Fir die Gleichung w der Biegelinie eines links-
seitig gelenkig gelagerten und rechtsseitig hori-
zontal eingespannten Balkens der Lénge [ mit
konstanter Biegesteifigkeit £ T und der Strecken-
last g(z) = qo(1 — z /1), go =const, gilt

EIw' (z) = q(x), 0< 2 <1

zusammen mit den Randbedingungen

w(0) = 0, w”(0) = 0 und w(l) =0, w'(l) =0
(siehe Bild 6.3). Gesucht ist die Gleichung w
der Biegeline, wenn bekannt ist, dass w ein Po-
lynom finften Grades ist.

4 q
W

\ |

) x| I x

Bild 6.3 Biegelinie

Ein Auto fahrt auf einer Linksabbiegerspur, die
in folgender Weise aus zwei Parabelbogen 1
und y2 zusammengesetzt ist (sieche Bild 6.4).
Die Parabelbégen haben ihre Scheitel in den
Punkten (0,0) bzw. (L,h). Sie beriihren sich
tangential an der Stelle z = [, d. h., dort stim-
men Funktionswerte und Ableitungen der ent-
sprechenden Funktionen {iberein. Gesucht sind
die Gleichungen der Parabeln, wenn L = 30 m,
[ =10 m und h = 4 m gegeben ist.

y

Bild 6.4 Linksabbiegerspur

Das ohne Knicke verlaufende Spannglied in ei-
nem Betonbalken ist aus drei Teilen zusammen-
gesetzt, die die Form von achsparallelen Para-
beln pi, p2, ps haben (siehe Bild 6.5). Der
Punkt S1(z1,y1) ist Scheitelpunkt der Parabeln
p1 und p2, der Punkt Ss(zs3,y3) Scheitelpunkt
der Parabel ps. Der zweite und dritte Teil des
Spanngliedes kontaktieren im Punkt Ka(z2,y2)
mit glattem Verlauf. Der dritte Teil des Spann-
gliedes hat seinen Endpunkt E auf der z-Achse.
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Zu ermitteln sind die Funktionsgleichungen fiir
p1, p2, p3 und darauf basierend die Lénge des
Spanngliedes, wenn folgende Koordinaten (in
[m]) gegeben sind:

z1=4, T2=12, 23 =18, y1=—0.25, y2=0.15.

Bild 6.5 Spannglied

Extremwertaufgaben

6.19

6.20

6.21

6.22

6.23

Gesucht ist das Rechteck, dessen Flacheninhalt
A bei gegebenem Umfang U am grofiten ist.

Gesucht ist das einem Kreis mit dem Radius r
einbeschriebene Dreieck grofiten Flacheninhalts.

Fiir welche Punkte (x,y) der Parabel y=2? ist
der Abstand d vom Punkt P(1,2) extremal?

Wie muss der Radius und der Zentriwinkel eines
Kreissektors gewédhlt werden, damit sein FI&-
cheninhalt bei gegebenem Umfang U maximal
wird? Wie grof§ ist der maximale Flécheninhalt?

Der Dachboden eines Einfamilienhauses soll
ausgebaut werden. Sein Querschnitt ist ein
gleichschenkliges Dreieck mit der Grundseite
a = 6.4 m und der Héhe h1 = 5.5 m (siehe
Bild 6.6). Wie sind die Lange b und die Hohe
h des Zimmers zu wéahlen, wenn der vorhande-
ne Raum bei rechteckigem Zimmerquerschnitt
maximal ausgenutzt werden soll?

Bild 6.6 Dachboden

6.24

6.25

6.26

6.27

6.28

Zwei Punkte A und B einer geradlinig verlaufen-
den Strafle sind @ = 650 m voneinander entfernt.
Ein Ortsteil C' hat von der Strafle den Abstand
|BC|=b=180 m. Der Ortsteil soll Gasanschluss
bekommen, beginnend im Punkt A. Die Bau-
kosten betragen langs der Strae k1 = 72 €/m,
im Geldnde jedoch k2 = 85 €/m. An welcher
Stelle muss beim Bau des Gasanschlusses von
der Strafle geradlinig abgezweigt werden, damit
die Baukosten moglichst gering bleiben?

Die Skizze zeigt den Grundriss eines Hauses, das
aus drei Rdumen und einem Flur der Breite x
besteht (siehe Bild 6.7). Die Gesamtlange der
Wande soll b = 90 m betragen. Wie grof} ist die
Breite x zu wéihlen, damit der Inhalt der Grund-
flache der drei Rdume zusammen moglichst grof3
wird? Eine mafstabsgetreue Skizze des Grund-
risses unter Verwendung der errechneten Werte
ist anzufertigen.

Raum 1 Raum 2 Raum 3

x Flur

Sx

3x

Bild 6.7 Grundriss

Aus drei Holzbrettern von je 20 cm Breite
soll eine Wasserrinne von trapezférmigem Quer-
schnitt mit moglichst groflem Fassungsvermo-
gen gebaut werden. Eine genaue Konstruktions-
anweisung ist anzugeben.

Zum Bau eines an den Stirnwédnden offenen
Schuppens sollen zwei senkrecht aufzustellende
Bretterwdnde mit der Hohe a = 3.5 m durch
zwei Wellbleche der Breite b = 4.65 m ein Sattel-
dach erhalten. Die Bleche sollen 15 cm iiberste-
hen. Welchen Abstand miissen die senkrechten
Wiénde voneinander haben, damit das Fassungs-
vermoégen des Schuppens am grofiten wird?

Aus einem Baumstamm mit konstantem kreis-
féormigen Querschnitt des Durchmessers d soll
ein Balken maximaler Tragfdhigkeit 7" heraus-
geschnitten werden (T = kab?, k =const.). Wie
sind die Seitenldngen a und b des Balkenquer-
schnittes zu wéhlen?
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6.29

6.30

6.31

6.32

6.33

In die Ellipse mit den Halbachsen der Léngen a
und b ist ein Rechteck mit zu den Achsen par-
allelen Seiten zu legen, sodass sein Flachenin-
halt maximal wird. Gesucht sind die Koordina-
ten der Ecken dieses Rechteckes sowie der ma-
ximale Flacheninhalt.

Die Kuppel einer Halle soll einen halbkreisfor-
migen Querschnitt mit dem Radius r erhalten
(siehe Bild 6.8). In welchen Punkten P; und
P> bertihrt das trapezférmige Dach M RSN die
Kuppel, wenn der Inhalt der Flache des Quer-
schnitts zwischen Dach und Kuppel minimal
werden soll?

R S

5o

P

-r (0] r X

Bild 6.8 Kuppel

Ein Bauunternehmer hat zwei voneinander un-
abhéngige Fertigungsbetriebe. Der Gewinn G
und G2 (in €) in jedem der Betriebe ist eine
Funktion des eingesetzten Kapitals x1 bzw. x2:
G1 =120y/z1, G2 =160y/z2.

Das gesamte verfligbare Kapital belauft sich auf
4000000 €. Wie ist es auf die Betriebe aufzu-
teilen, um einen maximalen Unternehmensge-
winn zu erzielen? Wie grof} ist der zusétzliche
Gewinn, wenn ein zusétzlicher Euro an Kapital
eingesetzt wird?

Zwei Autos fahren auf geraden Straflen, die sich
unter einem Winkel von 60° schneiden, mit glei-
cher Geschwindigkeit v = 50 km/h. Zum Zeit-
punkt, als das eine Auto die Kreuzung passiert,
ist das andere noch s = 5 km davon entfernt.
Nach welcher Zeit ist die Entfernung der Autos
minimal? Wie grof} ist die minimale Entfernung?
Zu verwenden ist ein kartesisches Koordinaten-
system mit dem Ursprung in der Kreuzung und
der z-Achse auf einer der beiden Strafien.

Zwei Korridore mit den Breiten d; = 1.6 m bzw.
d2 = 2.4 m schneiden einander unter einem rech-
ten Winkel. Gesucht ist die groite Lange einer
Leiter, die horizontal aus dem einen Korridor in
den anderen getragen werden kann.

6.34

6.35

6.36

Die Seitenwand eines Gebéaudes soll durch einen
Balken, der iiber eine m = 1.35 m hohe Mauer
gelegt werden soll, abgestiitzt werden. Diese hat
von der Wand einen Abstand von a = 3.50 m
(siehe Bild 6.9). Wie lang ist der kiirzeste Bal-
ken, der dafiir benutzt werden kann?

Bild 6.9 Wand, Mauer und Balken

Um eine elliptische Rabatte mit den Léngen der
Halbachsen a=40 m und b=20 m sollen gerade
Gehwege so gebaut werden, dass sie die Rabat-
te berithren und der Inhalt der Fléche zwischen
Wegen und Rabatte moglichst klein wird (siehe
Bild 6.10). Wie sind die Wege zu legen?

y

W}C

Bild 6.10 Rabatte

Beim Bau eines Tunnels soll zundchst ein Quer-
schnitt von der Form einer halben Ellipse mit
den Léngen der Halbachsen ¢ = 12 m und
b = 8 m ausgehoben werden, der spéater bis auf
den skizzierten rechteckigen Querschnitt wieder
vermauert wird (siche Bild 6.11).

a)

b)

Wie sind die Léangen h und [ zu wihlen, da-
mit der zu vermauernde Teil minimal wird?
Wie viel Prozent des Querschnitts miissen
in dem Fall wieder zugemauert werden?

Sy
=

21
2a

Bild 6.11 Tunnelquerschnitt
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6.37

6.38

6.39

6.40

An der Decke einer Werkhalle soll ein Liif-
tungskanal angebracht werden. Der Querschnitt
hat die Form eines Rechtecks mit aufgesetztem
gleichschenklig-rechtwinkligem Dreieck (siehe
Bild 6.12). Welche Maflie a, b und h miissen
Dreieck und Rechteck erhalten, wenn der Inhalt
der Fliche des Querschnitts mit A = 1 m? vor-
gegeben ist und zur Herstellung des Liiftungska-
nals moglichst wenig Blech (in m?) verbraucht
werden soll? Aus bautechnischen Griinden darf
die Hohe des Kanals 1.5 m nicht {iberschreiten.
Wie gro ist dann der Blechverbrauch (in m?)
pro 1 m Kanalldnge?

Bild 6.12 Liftungskanal

Herr O. Konom will die Fahrt von Kaiserslau-
tern nach Hamburg (ca. 600 km) mit einem
Mietauto zuriicklegen. Der Benzinverbrauch b
des Mietautos (in 1/(100 km)) héngt von seiner
als konstant vorausgesetzten Geschwindigkeit v
(in km/h) folgendermafen ab:

v 360

— 54+ —.

bv) = 10 v

a) Welche Geschwindigkeit sollte er wéhlen,
um den Benzinverbrauch zu minimieren?

Der Preis fir das Mietauto betriagt 40 €
Grundgebiihr zuziiglich 16.20 € pro Stun-
de. Das Benzin kostet 1.50 € pro Liter.
Welche Geschwindigkeit sollte Herr O. Ko-
nom wéhlen, um die Kosten fiir die Fahrt,
d. h. Mietauto und Benzin, zu minimieren?

b)

Der Querschnitt eines Tunnels hat die Form ei-
nes Rechtecks mit aufgesetztem Halbkreis. Der
Umfang des Querschnitts betrdgt U. Fir wel-
chen Radius des Halbkreises wird der Inhalt der
Flache des Querschnitts am grofiten? Wie grof3
ist der maximal mégliche Inhalt der Flache? Wie
grof} sind dann die Seiten des Rechtecks?

Das maximale Biegemoment und die Stelle, an
der es angenommen wird, ist fiir einen beidsei-
tig gelenkig gelagerten Balken der Lénge [ mit

6.41

6.42

der angegebenen linearen Streckenlast ¢ zu er-
mitteln (siehe Bild 6.13).

q 2q,
reagill
5 2

| | o

0 ITx

Bild 6.13 Balken

Die Durchhangsparabel y = o + Bz + vz? ei-
ner Hochspannungsfernleitung soll durch folgen-
de Messungen bestimmt werden: Spannweite [,
Hohenunterschied h der Mastspitzen S1 und Sa,
auflerdem wird von A, die Parabel in P be-
rithrend, nach B gezielt, wobei die Absténde
|SiA| = a und [S2B| = b gemessen werden (sie-
he Bild 6.14). Zu ermitteln ist

a) die Gleichung der Parabel,
b) der maximale Durchhang f (Pfeilh6he).

A

Bild 6.14 Durchhangsparabel

Ein Konsoltrager der Lénge ! mit verdnderli-
chem rechteckigen Querschnitt der konstanten
Breite b und linear von der Position z € [0,]]
abhéngiger Hohe h wird an seinem Ende z =1
mit der Kraft der Grofle F' belastet. Seine gro-
Bere Hohe an der Einspannstelle x = 0 ist gleich
ho > 0 und seine kleinere ist am Ende z = [
gleich h1 > 0 (siche Bild 6.15). Die Biege-
spannung in einem beliebigen Querschnitt ist
o = 6M/(bh?), wobei M = F(I — z) das Bie-
gemoment im Querschnitt ist. Gesucht ist die
Position des ,,gefihrdeten“ Querschnitts, in dem
die Biegespannung am grofiten ist, und die zu-
gehorige maximale Biegespannung.
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Bild 6.15 Langsschnitt des Konsoltragers

Taylor-Polynome

6.43

6.44

6.45

6.46

6.47

6.48

Die Funktion f ist in einer Umgebung der Stel-
le zo = 0 durch ein Taylor-Polynom P; dritten
Grades zu approximieren:

a) f(z) =sinz b) f(xz)=cosz

¢) f(@)=1In(z+1)

Fir die Funktion f ist das Taylor-Polynom P
dritten Grades an der Stelle zg = 0 sowie das
Restglied Rz nach Lagrange anzugeben. Der
Funktionswert an der Stelle z ist mithilfe des
Néherungspolynoms Ps zu bestimmen. Der Feh-
ler ist mithilfe des Restgliedes R3 abzuschéitzen.

a) f(z)=+v1-2, =01
b) f(z) =e"
Gesucht ist der Funktionswert von
fz) = 3z* + 2 + 20722 + 63

an der Stelle x = 1.01 ohne Zuhilfenahme eines
Taschenrechners.

Die Funktion f(z) = /1 + x ist mithilfe eines
Taylor-Polynoms zu approximieren, das Glieder
bis einschliefllich der zweiten Potenz in x ent-
halt. Fir x = 0.5 ist der Fehler abzuschéatzen.

T —
s, r=1

Das Taylor-Polynom vierten Grades Py fiir die
Funktion f(z) = e®*? an der Stelle zo = 0 so-
wie das Restglied R4 ist zu bestimmen. Welcher
Fehler tritt hochstens auf, wenn die Funktion
f im Intervall [—30°,30°] durch das berechnete
Taylor-Polynom Py ersetzt wird?

Der Wert sinl ist mithilfe eines Taylor-
Polynoms fiir die Funktion f(z) = sinz an der
Stelle zg = 0 zu berechnen. Wie viel Glieder der

Taylorentwicklung miissen berticksichtigt wer-
den, um eine Genauigkeit von drei Dezimalstel-
len zu erzielen?

Kurve, Tangente, Normale, Kriimmung

6.49

6.50

6.51

Gegeben ist der Punkt X (3,4) auf einem Kreis
mit dem Mittelpunkt O(0, 0). Gesucht sind: der
Abstand des Punktes X vom Mittelpunkt O
des Kreises, der Polarwinkel o des Punktes X,
die Gleichung der Tangente im Punkt X an
den Kreis, der Tangentenwinkel «, die Kriim-
mung und der Kriimmungsradius im Punkt X,
der Kriimmungsmittelpunkt M, die Koordina-
ten des Schnittpunktes S des Kreises mit der
positiven z-Achse, die Bogenlinge s = | SX]|.

Gegeben ist die Ellipse mit der Parameterdar-
stellung z1(t) = acost, x2(t) =bsint, t € [0, 27)
und den Halbachsen a = 6, b = 4 sowie der Pa-
rameter ¢t = m/6. Gesucht sind: die kartesischen
Koordinaten des Punktes X auf der Ellipse mit
diesem Parameter, der Abstand des Punktes X
vom Mittelpunkt O der Ellipse, der Polarwinkel
o des Punktes X, die Gleichung der Tangente
im Punkt X an den Kreis, der Tangentenwinkel
a, die Krimmung und der Kriimmungsradius
im Punkt X, der Krimmungsmittelpunkt M,
die Koordinaten des Schnittpunktes S der El-
lipse mit der positiven z-Achse, die Bogenlénge
s=1]5X]|.

Gegeben ist die Klothoide mit dem Anfangs-
punkt im Koordinatenursprung O in natiirli-
cher Parametrisierung mit dem Parameter a =
175 sowie der Punkt X auf der Klothoide mit
der Bogenlidnge | OX| = 130. Gesucht sind:
die kartesischen Koordinaten des Punktes X,
der Polarwinkel o des Punktes X, die Glei-
chung der Tangente im Punkt X an die Klo-
thoide, der Tangentenwinkel «, die Krimmung
und der Kriimmungsradius im Punkt X, der
Krimmungsmittelpunkt M, die Koordinaten
des Schnittpunktes S der Klgthoide mit der x-
Achse, die Bogenlidnge s = | SX]|.
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lineare, 89, 93, 271, 276, 278 Zinssatz, 89, 90, 92-94, 97, 271-274, 280, 281
stetige, 89 effektiver, 89
taggenaue, 89 interner, 91, 275
tagliche, 278 Kalkulations-, 91
unterjahrige, 89, 279 Zirkulation, 77
wechselnde, 89 Zufallsvariable, 99, 101-104, 109-114, 290, 292294,
Volumen, 40, 47, 66, 70, 71, 76, 80, 82, 228-230, 232— 296-306
234, 245, 250, 253, 254 diskrete, 99, 109, 291

stetige, 99, 100, 110, 293
Zufallsvektor, 101, 103
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