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Vorwort

Zahlen sind etwas Einzigartiges, und sie lassen sich mit nichts
vergleichen. In diesem Buch méchte ich einige ihrer Geheimnis-
se aufdecken. Zahlen sind uns allen vertraut; sie scheinen uns
Halt zu geben, wenn wir den Eindruck haben, wir miissten Ord-
nung in ein Chaos bringen. In unserer Vorstellung verkérpern
sie eine messbare Rationalitit, und sie sind der Schliissel, mit
dem wir das zum Ausdruck bringen. Doch gibt es sie wirklich? Es
gibt sie sicherlich nicht in dem Sinn, wie es Katzen oder Fuf$ball-
mannschaften gibt, und noch nicht einmal so, wie es Farben oder
Gefiihle gibt, vielleicht gibt es sie eher, wie es Worte gibt. Worte
haben eine Bedeutung, und die Bedeutung einer Zahl — was eine
Zahl ,ist“ — bezieht sich auf das Gemeinsame, mit dem wir all-
gemein Dinge, die ansonsten nur wenig gemein haben, messen
und vergleichen: den Wert von Ol, von einem Taxi oder von der
Dienstleistung seines Fahrers.

Zahlen sind das Einzige auf dieser Welt, das nichts kostet und
gleichzeitig in unerschopflicher Menge vorhanden ist. Daher ist
es nur natiirlich, wenn wir sie verstehen wollen, so gut es eben

geht.
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Die Eroffungskapitel dieses Buches machen den Leser mit Ei-
genschaften der Zahlen vertraut, die meist schon bekannt sind.
Wir werden bestimmte Zahlen als Objekte betrachten, aber auch
die Menge aller Zahlen insgesamt. Wihrend der ersten vier Ka-
pitel beschrinken wir uns im Allgemeinen auf die gewohnlichen
natiirlichen Zahlen, die wir zum Zihlen verwenden. Das fiinfte
Kapitel beleuchtet einige praktische Aspekte im Zusammenhang
mit Zahlen. Wir werden sehen, wie uns die bekannten Rechen-
vorschriften aus der vertrauten Umgebung der natiirlichen Zah-
len herausfiihren, in der es nur fest vorgegebene diskrete Einhei-
ten gibt.

Kapitel 6 erldutert, wie wir mit den gewdhnlichen Zahlen-
operationen zu neuen Zahlenarten gelangen, einschliefSlich der
irrationalen Zahlen. AnschliefSend kommen wir zu unendlichen
Zahlenmengen, und wir werden sehen, wie sich diese miteinan-
der vergleichen lassen und wie die Menge der sogenannten reellen
Zahlen sich zu der Zahlengeraden zusammenfiigen. Spiter wer-
den wir diesen Punkt nochmals mit einer mathematischen Lupe
untersuchen.

Dic historische Entwicklung des Zahlenbegriffs ist ebenso wie
jede andere historische Entwicklung eine komplexe Geschichte.
Sie scheint jedoch an einen Punkt gelangt zu sein, wo sich die
Mathematiker tiber ihre Rolle einig sind, und sie ist mit Sicher-
heit eine jener zentralen Siulen, auf denen unser Verstindnis der
Welt beruht. Wir werden fiir den Leser immer wieder historische
Nebenbemerkungen einflieSen lassen, die mit der Entwicklung
des Themas zusammenhingen, und wir werden auch gelegentlich
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auf einzelne Pioniere der Zahlentheorie zu sprechen kommen.
Das wird besonders in den Kap. 9 und 10 der Fall sein, in denen
wir die Entwicklung in Europa wihrend der wichtigen Zeit vom
16. bis zum Ende des 19. Jahrhunderts zusammenfassen.

Es wird auch um unmittelbare Anwendungen der Zahlen ge-
hen, besonders in Kap. 8, das dem Thema Zufall gewidmet ist,
und ebenfalls in Kap. 12, in dem es um die geheime Welt der
Codes und Geheimschriften geht, die sich als die wichtigste mo-
derne Anwendung der Ideen der reinen Zahlentheorie erwiesen
haben.

Jeder interessierte Leser sollte das Buch einfach durchlesen
koénnen, doch es kann sich auch lohnen, an manchen Stellen et-
was tiefer einzutauchen und dafiir andere Passagen cher zu tiber-
fliegen. Es gibt allerdings ein letztes Kapitel — fiir Kenner und
mathematische Feinschmecker —, in dem einige der wichtigen
Behauptungen und Beispiele aus dem Text in mathematischer
Sprache ausgearbeitet sind, sodass diejenigen davon profitieren,
die eine vollstindige Erklirung wiinschen. Ein Stern (*) im Text
deutet an, dass iiber dieses Thema in dem abschlieffenden Ka-
pitel mehr gesagt wird. Dieses letzte Kapitel ist das einzige, in
dem von der mathematischen Schreib- und Sprechweise etwas
grof$ziigiger Gebrauch gemacht wird. Der Schwierigkeitsgrad ist
unterschiedlich und hingt vom betrachteten Material ab, doch
jeder Leser sollte in der Lage sein, von den Bemerkungen am
Ende dieses Buches etwas mitnehmen zu kénnen. Abschlieflend
folgt noch ein kurzer Abschnitt, der auf andere gute Biicher und
Internetseiten hinweist, an denen Sie Thre Freude haben konnten.

Ich hoffe, dieses Biichlein ermoglicht es dem Leser, einen klei-
nen Einblick in ein sehr bedeutendes Gebiet zu bekommen: die

Geschichte der Zahlen.

Clochester, England, 2007 Peter M. Higgins
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Die ersten Zahlen

yAlles ist Zahl®, sagte vor iiber 2500 Jahren Pythagoras. Damit
meinte er, dass die Natur in ihren Grundlagen von mathema-
tischem Charakeer ist und sich durch Zahlen und Zahlenver-
hilenisse beschreiben lisst. Hatte er Reche? Die knappe Antwort
lautet ,Nein“, wie er angeblich selbst herausgefunden haben
soll.

Tatsichlich haben die Anhinger von Pythagoras entdeckt, wie
sich bestimmte Aspekte der Welt durch Zahlen beschreiben las-
sen. Pythagoras ist am chesten wegen seines berithmten Satzes
bekannt, der die Seitenlingen eines rechteckigen Dreiecks zuein-
ander in Bezichung setzt. In moderner Sprechweise wiirde man
sagen, dass sich die genaue Distanz zwischen zwei Punkten aus
ihren Koordinaten berechnen lisst. Diese Entdeckung machte
es moglich, den riumlichen Abstand aus anderen Messgrofien
exakt zu bestimmen, und war damit ein wichtiger Fortschritt.
Etwas weniger bekannt ist vielleicht, dass Pythagoras auch an-
geblich die einfachen Zahlenverhiltnisse gefunden hat, die reinen
musikalischen Akkorden zugrunde liegen. Von ihrem Erfolg ge-
blendet muss es den Pythagoriern so vorgekommen sein, als ob
sich jeder Aspekt der Welt durch Zahlen beschreiben lie3e, denn
ihre Entdeckungen waren wirklich erstaunlich. Die Klarheit und
Einfachheit, die in den pythagordischen Gesetzen zum Ausdruck
kamen, waren von einer noch nie zuvor gekannten Form.

Daher muss es wie ein Schock gewesen sein, als Phythagoras
herausfand, dass sich die Zahlen selbst seiner Regel widersetz-
ten, denn ihm wird auch die Entdeckung zugeschrieben, dass
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sich bestimmte Lingen in seiner Geometrie nicht durch einfache
Zahlenverhiltnisse ausdriicken lassen, wie es von seiner Philoso-
phie gefordert wurde. Insbesondere fand er heraus, dass sich die
Diagonale eines Quadrats nicht mit denselben Einheiten messen
ldsst, mit denen man die Seiten messen kann. Egal wie fein man
die Skala auch unterteilt, die Spitze der Diagonale liegt immer
zwischen zwei solchen Markierungen. Das hingt mit einer fun-
damentalen Eigenschaft der Zahlen zusammen und hat niches
mit irgendwelchen Einschrinkungen zu tun, die sich vielleicht
aus der Genauigkeit des Lineals oder der Schirfe der Augen erge-
ben. Es handelt sich um eine mathematische Tatsache. Doch was
fiir uns vielleicht eine drgerliche Besonderheit ist, wurde von den
Pythagoriern als eine Katastrophe empfunden. Es untergrub ihre
gesamte Weltanschauung, mit der sie die Natur durch einfache
Zahlenverhiltnisse erkliren wollten. Schon in diesen klassischen
Zeiten gab es also Probleme mit der Vorstellung, es lief3e sich alles
auf Zahlen zuriickfiihren.

Trotz dieser Einschrinkungen haben die Zahlen nichts an Be-
deutung verloren, im Gegenteil, sie sind immer weiter in unser
Leben vorgedrungen. Schon zu Beginn des 17. Jahrhunderts ver-
trat Galileo die Meinung, man solle alles vermessen, was sich
ausmessen ldsst, und man sollte lernen auch solche Dinge zu mes-
sen, die bislang noch nicht vermessen wurden. Diese Einstellung
fithrte zu einer Fiille an neuen Erkenntnissen, und durch die
Forderung nach Messung sind wir gezwungen, mit einer Zahl
aufzuwarten.

Wird diese Einstellung zu weit getrieben, regt sich aber auch
ein natiirlicher Widerstand. Versuche, die Erfahrung von Mu-
sik oder Dichtung durch Zahlen zu erfassen, treffen oft auf Ab-
lehnung und Spott. Schon allein die Vorstellung zerstort den
Zauber, und da ist es nur natiirlich, dass man sich dariiber lus-
tig macht und auf ein Scheitern hofft. Diese Einstellung scheint
auch immer noch gerechtfertigt, denn im kiinstlerischen Bereich
verlieren Zahlen schnell ihre Autoritit. Um nicht missverstanden
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zu werden: Die Musik hat eine mathematische Seite, wie Pytha-
goras entdeckt hat, und es lohnt sich, diesen Aspekt genauer zu
verstehen. Doch ein rein analytischer Zugang zu den Kiinsten
fithre nur zu schwachen Ergebnissen. Gute Musik ist nicht das
Ergebnis von Berechnungen, und je mehr dieser Weg beschritten
wird, umso erbirmlicher sind die Resultate.

Missverstindnisse in dieser Richtung sind aber alles andere
als neu. Quer durch die Geschichte und unterschiedliche Kul-
turen stoffen wir immer wieder auf Beispiele, wo numerische
Vorstellungen in unangebrachter Form angewandt wurden und
schliefSlich scheiterten. Einfache Behauptungen der Art, die ge-
raden Zahlen seien weiblich und die ungeraden Zahlen minnlich
oder auch das Umgekehrte, fithren zu nichts. Kiinstliche Versu-
che, die Naturgesetze abzuleiten, haben noch nie gefruchtet. Sie
sagen meist mehr {iber die menschliche Psyche aus als tiber die
Wele: Einfache Ideen, die in erster Linie unserer Vorstellungskraft
genehm sind, mégen etwas Beruhigendes und vielleicht sogar
Amiisantes haben, doch in den seltensten Fillen sind sie wahr.

Als Gegenreaktion auf den unablissigen Ruf nach Zahlen und
Prozenten beobachtet man heute auf kiinstlerischem Gebiet eine
oft aggressive Tendenz, jedes systematische oder wissenschaftliche
Denken abzulehnen. Einige der grofiten Kiinstler, beispielswei-
se Leonardo da Vinci, hitten diese Einstellung sicherlich sehr
befremdlich gefunden. Ich frage mich manchmal, ob diese Sehn-
sucht, sich der Zwangsjacke des logischen Denkens entzichen
zu wollen, nicht vielleicht ein Zeichen von Frustration ist und
eigentlich auf fehlender Kreativitit beruht, fiir die man die Zah-
len gerne verantwortlich machen méchte, die in unserem heuti-
gen Leben eine so vorherrschende Rolle zu spielen scheinen. Das
stindige Ausmessen von Dingen scheint der Spontaneitit ent-
gegenzustehen und fiihrt zu einer Abneigung gegen die Zahlen,
die als langweilig und einschrinkende Last empfunden werden.
Vielleicht wurden unsere Art zu denken, unsere Gedankenfrei-





