Unverkiufliche Leseprobe aus:

Klaus Richter, Jan-Michael Rost
Komplexe Systeme

Alle Rechte vorbehalten. Die Verwendung von Text und Bildern,
auch auszugsweise, ist ohne schriftliche Zustimmung des Verlags
urheberrechtswidrig und strafbar. Dies gilt insbesondere
fiir die Vervielfiltigung, Ubersetzung oder die Verwendung
in elektronischen Systemen.
© S.Fischer Verlag GmbH, Frankfurt am Main



KOMPLEXE SYSTEME

GRUNDRISS
Was ist Komplexitat? ............ .. ... 3
Komplex oder kompliziert? ......... ... i 3
Komplex oder chaotisch? ........ ... ... . .. ... o 4
Von der Linearitat Gber das Chaos zur Komplexitat ................ 6
Komplexes Verhalten und Komplexitat ............................ 8
Komplexe Phinomene auf dem WeginsChaos .................... 9
Szenarien und Phanomene am Beispiel einer Tierpopulation ...... 10
Universelle formalisierte Beschreibung ........................... n
Periodenverdopplung und Pitchfork-Bifurkation ................... 18
Selbstahnlichkeit und Skalierung ............... ..., 20
Strukturen im Chaos: Inverse Bifurkationen ...................... 22
Komplexitat an der Grenze zwischen Regularitat und Chaos ...... 23
Komplexe Phanomene durch Interaktion: Zelluldre Automaten ...24
Top-down oder bottom-up ... 24
Vielfalt: Zwischen Ordnung und Unordnung ..................... 26
Selbstorganisation und Nichtgleichgewicht ...................... 28
Zelluldre Automaten und das Spiel des Lebens .................... 31
Leben in der Nahe des kritischen Zustands ....................... 40
Kiinstliches Leben und Evolution ................................. 43
Granulare Materie und selbstorganisierte Kritikalitat ............. 45
Granulate: zwischen fest und flissig ........................o. . 45
Sandhigel, Lawinen und Skalengesetze .......................... 47
Erdbeben .. .. . 51
Selbstorganisierte Kritikalitat ............ ... ... L 54
Strukturbildungin der Chemie .................... ... ... ... 57
Reaktionenim Modell ....... ... ... o i 57

Reaktions-Diffusions-Systeme ............... ... ... oo 58



6 Komplexes Verhalten in der Biologie .......................... .. 63
Die vierte Dimension des Lebens:

Fraktale Struktur von Organismen ................cooiiiiiiin.. 64
7 Komplexe Quantensysteme der Physik ....................... ... 69
Wellen- und Quantenphanomene ................. ... .. ... 72
Mesoskopische Systeme ............. i 74
Spektrale Statistik .......... . 78
Quantenphysik am Rande des Chaos .....................ooo. 80
VERTIEFUNGEN
Potenzgesetze ......... ... .. .. 84
Fraktale ... ... 87
Die gebrochene Dimension von Fraktalen und ihre Messung ........ 88
Die logistische Abbildung im Komplexen:
Mandelbrot- und Julia-Mengen ........... ... 91
Fraktaleinder Natur ......... ... i 93
Phaseniibergange ...t 98
Eins-lber-f-Rauschen ......... .. .. i 102
Zelluldre Automaten .......... .. . 106
Der Godel'sche Unvollstandigkeitssatz ............................ 109
Turingmaschinen ... ... ... i m
Algorithmische Komplexitat ......................o o 12
Grenzen als Quelle der Naturerkenntnis............................ ny
ANHANG
GlOSSar . .o 121



GRUNDRISS

1 WAS IST KOMPLEXITAT?

Komplex oder kompliziert?

Komplex erscheint zundchst nur als ein modischer Ersatz fur kompli-
ziert, das sich seinerseits fiir das deutsche Wort verwickelt eingebdr-
gert hat. Gibt es tatsdchlich einen sachlichen Unterschied zwischen
kompliziert und komplex? Kompliziert ist ein System, das schwierig
zu Uberblicken ist, dessen geduldige Analyse aber eine Zerlegung in
Untereinheiten erlaubt, also eine Auflésung der »Verwicklung«. Mit
Hilfe der ubersichtlichen Teile wird ein Verstandnis des Gesamtsys-
tems moglich.

Flr ein komplexes System,im Deutschen vielleicht am besten durch
»vielschichtig« wiedergegeben, ist diese Art der Unterteilung nicht
moglich, oder praziser, sie tragt nicht zum Verstandnis des Gesamt-
systems bei: Gerade die Vernetzung vermeintlicher Einzelteile pragt
wesentliche Eigenschaften des Gesamtsystems, die mit Hilfe der ge-
trennten Teile entweder nicht erfasst werden oder gar nicht existie-
ren. Man spricht hier von Emergenz, oder etwas alltagstauglicher:
Das Ganze ist mehr als die Summe seiner Teile.

Ein Auto bietet sich als Beispiel an: Es besteht aus vielen Einzeltei-
len oder auch Funktionseinheiten, die alle fir sich verstandlich sind
und einem bestimmten Zweck dienen, den sie, so die Konstrukteure
gut gearbeitet haben, auch erfiillen. Einmal zusammengebaut, er-
gibt sich eine neue Eigenschaft: Das Auto fahrt!

Was wadre nun ein System, das »nur« kompliziert ist? Vielleicht die
verwickelten Gassen in einer typischen italienischen Altstadt, z.B.
Florenz: Fast alle von ihnen sind EinbahnstraRen, aber wenn man
einmal das Prinzip durchschaut hat, nach dem die Einbahnregelung
aufgebaut ist, hat sich die Verwicklung gelost und man findet sich
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gut zurecht. Eine kleine Anderung macht aus diesem komplizierten
System ein komplexes System: Wenn die Richtung der Einbahnstra-
Ben je nach Verkehrsbelastung flexibel gehandhabt wiirde, stadt-
auswarts oder stadteinwarts, dann entsteht ein Riickkopplungsme-
chanismus, der wesentlicher Bestandteil vieler komplexer Systeme
ist. Er macht es unmdglich, die Richtung der EinbahnstralRe zuver-
lassig vorherzusagen, sie hangt von den Verkehrsteilnehmern selbst
ab. Unvorhersagbarkeit wiederum assoziieren wir mit chaotischem
Verhalten, sind also komplexe Systeme einfach nur chaotisch?

Komplex oder chaotisch?

Sicher kann man sagen: Ein komplexes System tragt auch chaotische
Zlge. Der Umkehrschluss gilt allerdings nicht, chaotisch impliziert
nicht notwendigerweise komplex. Rein chaotisches Verhalten ist
nicht komplex, auch wenn eine kleine Anderung der Anfangsbedin-
gung groBe Folgen haben kann. Das ldsst sich besser verstehen,
wenn man bedenkt, dass rein chaotisches Verhalten mit zufalligem
Verhalten insofern verwandt ist, als beide (iber langere Zeiten) nicht
voraussagbar sind. Intuitiv werden wir aber einem zufdlligen Muster
keinen hohen Komplexitatsgrad zuschreiben, einem hochorganisier-
ten Ameisenstaat aber schon. Informatiker und Logiker haben mit
dem Begriff der >logischen Tiefe« ein MaR formuliert, das sowohl ei-
nem reguldren als auch einem zufdlligen Muster einen niedrigen
Komplexitatsgehalt zuordnet. Die Grundidee deralgorithi
Komplexitat liegt darin, ein komplexes System durch seinen mini-
malen Informationsgehalt zu charakterisieren. Ob dies nun eine
Beschreibung der Elemente im System ist und etwa ihrer zeitlichen
Entwicklung oder z.B. nur der Vorschrift, nach der sich diese Elemen-
te entwickeln, spielt keine Rolle.

Allerdings wird der Informationsgehalt und die damit assoziierte
Komplexitat stark von der jeweiligen Beschreibung ein und dessel-
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ben Gegenstandes abhangen, wie das folgende Beispiel deutlich
macht: Nehmen wir an, eine Seite Text soll an einen anderen Ort
elektronisch Ubertragen werden. Um als Fax gesendet zu werden,
wird sie gerastert und.digitalisiert. Das bedeutet die Erzeugung
einer groBen Menge von Koordinaten, denen schwarze oder weile
Pixel zugewiesen werden. Nicht nur Buchstaben, auch kleine Verun-
reinigungen im Papier werden zu schwarzen Pixeln codiert. Es ent-
steht eine hochst umfangreiche und uniiberschaubare Datenmenge,
die man, ohne ihre Bedeutung zu kennen, fiir komplex halten konn-
te. Werden dagegen die Buchstaben der Worter nach einem Schema
codiert, wie dies in allen Computern nach internationalen Normen
geschieht,und dannz.B.als E-Mail gesendet, ist der Aufwand und die
Menge an Information erheblich geringer, das System erscheint we-
niger komplex.

Hieran wird auch eine Schwierigkeit deutlich, die bei der Einschat-
zung der Komplexitdt eines Systems auftritt: Sie zielt auf die mini-
male Information, mit der man das System beschreiben kann. Abge-
sehen von Systemen, die von vornherein mittels eines gegebenen
Algorithmus erzeugt werden, also mit einer Vorschrift, die man
kennt, kann man nie sicher sein, ob man die Beschreibung mit dem
geringsten Aufwand bereits gefunden hat, die Komplexitat also
nicht Uberschatzt wird.

Mit dem quantitativen Aspekt des minimalen Informationsgehalts
ist mit Komplexitat in natirlicher Weise formuliert, was schon sei-
nerzeit Ernst Mach (1838—-1916) mit seiner Denkokonomie als Ziel der
Wissenschaft ausgerufen hatte: die einfachste Beschreibung fir
Phanomene zu finden. Allerdings geschieht dies mit der Thematisie-
rung der Komplexitat heutzutage in radikal anderer Weise als zu
Machs Zeit, in der man die Einfachheit als Gegensatz zu der ein-
gangs diskutierten Kompliziertheit begriff und noch weit davon ent-
fernt war, die Vielschichtigkeit des Komplexen angemessen in den
Blick zu nehmen.



Was ist Komplexitat?

Von der Linearitat iiber das Chaos
zur Komplexitat

Wahrscheinlich exisitieren in der realen Welt nur komplexe Systeme
- vor 20 Jahren hitte in diesem Satz statt komplexe Systeme viel-
leicht chaotische Systeme gestanden, vor 200 Jahren lineare Syste-
me (auch wenn damals der Begriff noch nicht existierte). Dies zeigt
den Fortschritt unserer wissenschaftlichen Entwicklung und darf uns
gespannt machen auf die Zukunft. Naturwissenschaft, die sich der
Mittel des reproduzierbaren Experiments und der Mathematik be-
dient, geht natiirlicherweise davon aus, dass man ein bestimmtes
System als Teil aus dem Gesamtzusammenhang herauslésen und
dann isoliert als solches untersuchen und verstehen kann. In der Tat
war und ist diese Art des Reduktionismus sehr erfolgreich, zualler-
erst im Bereich der unbelebten Natur, der Domane der Physik. Hier
ging es lange darum, Uberhaupt den Aufbau und die Prinzipien der
Materie, also vorwiegend ihre Struktur zu verstehen. Wesentlich
hierfir ist das Extremalprinzip. Es besagt, dass in einem abgeschlos-
senen System, welches nicht mehr Energie mit der Umgebung aus-
tauscht, ein Zustand minimaler Energie realisiert ist. Kleine Abwei-
chungen von diesem im Aligemeinen stabilen Zustand bewirken
dementsprechend kleine Anderungen. Dies ist der Giiltigkeitsbe-
reich der linearen Physik.

Schon im 19. Jahrhundert war durch Henri Poincaré, der die Bewe-
gung dreier Himmelskorper untersuchte, klar, dass sich selbst ein
abgeschlossenes System hochgradig nichtlinear verhalten kann und
damit chaotisch ist. Aber erst vor etwa 25 Jahren begann eine breite
Akzeptanz fur Chaos als dem neben linearen Phdnomenen ebenso
wichtigen Pol nichtlinearer Phanomene in der Naturbeschreibung.
Mit ziemlicher Sicherheit darf man annehmen, dass das neue Inter-
esse fur Chaos mit der Moglichkeit einherging, nichtlineare Phéano-
mene zu simulieren. Hierzu sind beachtliche Computerressourcen
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notwendig, die erst um diese Zeit verfiigbar wurden. Parallel dazu
wurde ein mathematisches Instrumentarium entwickelt, welches
Chaos prazise beschreibt und in seinen Unterschieden klassifiziert.

Heute ist Chaos und Irregularitat als ebenso wichtig akzeptiert wie
reguldres Verhalten. Aber wie meistens im »wahren Leben« gibt es in
der Natur weder ganz reguldre noch rein irregulare Phanomene. Viel-
mehr dominieren Systeme, die beide Elemente enthalten und da-
durch hochst facettenreich und vielschichtig, eben komplex sind. Mit
aller Vorsicht, da die Forschung an komplexen Systemen eigentlich
noch am Anfang steht, betrachten wir diese Charakterisierung als
Arbeitsdefinition: Komplexes Verhalten ist ein solches mit Briichen,
zwischen Chaos und Regularitdt, oder wie es Karl Ziemelis kiirzlich
pragnant formuliert hat: »Komplexes Verhalten ist solches am Rande
des Chaos«.® In der Tat offenbart der Weg ins Chaos (nicht das Chaos
als Endpunkt selbst) viele der Elemente, die im Umgang mit kom-
plexen Systemen eine Rolle spielen: Selbstahnlichkeit und Skalenin-
varianz, Fraktale, kritisches Verhalten, Universalitat sind Stichworte,
die wir zu diskutieren haben werden.

Was aber hat diese Arbeitsdefinition mit dem Begriff von Komple-
xitat zu tun, den wir eingangs anhand der Emergenz zur Diskussion
gestellt hatten? Im Wesentlichen handelt es sich dabei um den Un-
terschied zwischen induktivem und deduktivem Vorgehen, um kom-
plementare Beschreibungen ein und desselben Sachverhaltes.

Im folgenden zweiten Kapitel werden wir anhand des Weges ins
Chaos Elemente komplexen Verhaltens deduktiv beschreiben und
kennen lernen. Danach nahern wir uns im dritten Kapitel komplexem
Verhalten erneut, diesmal aber induktiv mit Hilfe zellularer Automa-
ten. Sie bestehen aus vielen einfachen Untereinheiten, den Zellen,
die vernetzt neues, komplexes Verhalten zeigen. Zelluldre Automa-
ten simulieren so die gleichzeitige Entwicklung der gekoppelten Ele-
mente eines nichtlinearen Systems. Heute, im Zeitalter der Parallel-
prozessoren in Computern ist uns dies durchaus vertraut. Granulare
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Systeme, wie sie vielfach in der Natur vorkommen, werden im vier-
ten Kapitel thematisiert. Sie lassen sich durch zellulare Automaten
beschreiben und weisen exemplarisch emergente Eigenschaften
auf.

Komplexes Verhalten und Komplexitat

Bisher haben wir komplexes Verhalten und Komplexitat praktisch sy-
nonym benutzt. Das ist aber nicht ganz gerechtfertigt,denn complex-
ity ist ein systemtheoretischer Ansatz, der bis in die 6oer Jahre des
vergangenen Jahrhunderts zurlickreicht. Die Wurzeln kann man so-
gar noch friher im Wiener Kreis, dem erkenntnistheoretischen Pro-
gramm von Rudolf Carnap und dem beriihmten Gédel’schen Unvoll-
standigkeitssatz sehen sowie in den fast zeitgleich von Alan
Mathison Turing erfundenen Turingmaschinen. In der Tat handelt es
sich bei diesen Wurzeln der Komplexitat um ein Grenzgebiet zwi-
schen Philosophie und Mathematik respektive Informatik, das wir
anhand der schon erwahnten algorithmischen Komplexitat kurz
streifen werden. Es beinhaltet interessante Fragen nach dem Wech-
selspiel zwischen dem theoriebildenden Subjekt und dem zu be-
schreibenden Objekt. Die frithen Formalisierungen von Komplexitat
in andere Wissenschaften getragen zu haben und dort immer aufs
Neue fruchtbar zu machen ist sicher ein groRer Verdienst des priva-
ten Forschungsinstituts fiir Komplexitat in Santa-Fe, des Santa-Fe-
Institute. Zu nennen sind hier auch die epochalen Beitrage der bei-
den Nobelpreistrager Manfred Eigen und llya Prigogine sowie das
Lebenswerk von Hermann Haken, der den Begriff der Synergetik
pragte. Komplexitatsforschung im Aligemeinen ist daher heute ein
sehr weites Feld, das wirtschaftliche, gesellschaftliche und psycholo-
gische Phanomene mit einschlieRt.

Wir werden uns hier auf den engeren Rahmen komplexer Systeme
in den Naturwissenschaften konzentrieren, die wir dadurch definie-
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ren, dass sie komplexes Verhalten zeigen, sich also durch erschei-
nende Komplexitdt auszeichnen. Haufig entsteht komplexes Verhal-
ten durch die wiederholte Anwendung einer einfachen Prozedur,
also durch so genannte Iteration. In einem solchen Fall ist die logi-
sche Tiefe gering, wahrend die erscheinende Komplexitat dagegen
groR ist. Nachdem wir uns in den ersten Kapiteln in komplementarer
Weise, deduktiv und induktiv, dem Phanomen komplexer Systeme
nahern, illustrieren die letzten Kapitel fiinf bis sieben exemplarisch
komplexes Verhalten in den Gegenstandsbereichen Chemie, Biologie
und Physik.

2 KOMPLEXE PHANOMENE AUF
DEM WEG INS CHAOS

Im Folgenden werden wir anhand der Modellierung des Generatio-
nenverhaltens einer Tierpopulation auf deduktivem Weg Einsicht
gewinnen in die wesentlichen Elemente komplexen Verhaltens. Da-
zu gehoren Selbstahnlichkeit, Kritikalitdt und Empfindlichkeit gegen-
uber Anfangsbedingungen, um nur einige der wichtigsten Stichwor-
te zu nennen, denen wir im Folgenden noch oft begegnen werden.
Einen parallelen, induktiven Einstieg in komplexes Verhalten bietet
das dritte Kapitel Uber zelluldare Automaten. Die zeitliche Zu- und
Abnahme einer Tierpopulation, der Umsatz einer Firma, ganz allge-
mein Wachstumsprozesse, kdnnen unerwartete Entwicklungen zei-
gen, von einer Stabilitdt Gber lange Zeitraume, Uber zyklisches Ver-
halten bis hin zu einem langsamen Niedergang. Der Grund dieser
Vielfalt der Phanomene liegt an den Rahmenbedingungen begrenz-
ter Ressourcen, welchen die Wachstumsprozesse unterliegen. Hier-
durch kommt es zu einem Rickkopplungsmechanismus, der Nicht-
linearitat erzeugt und damit die Moglichkeit von Chaos und
komplexem Verhalten eroffnet.
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Szenarien und Phanomene am Beispiel einer
Tierpopulation

Wenn man sich eine Population von Kaninchen vorstellt, die sich mit
einer bestimmte Rate vermehren, so wird diese Rate durch das zur
Verfigung stehende Nahrungsangebot beeinflusst. Gibt es wenige
Kaninchen, dann steht pro Kaninchen viel Nahrung zu Verfiigung,
die Reproduktionsrate erhoht sich. Dadurch entstehen viele Kanin-
chen,was die Nahrung je Kaninchen reduziert und zu sozialem Stress
fiihrt, es kommt zu einer Verringerung der Reproduktion. Aufgrund
dieser Uberlegung erwartet man ein zyklisches Verhalten der Popu-
lation. Dies kommt in der Tat vor, ist aber nur eines der vielfaltigen
Phanomene, die auftreten. Fiir unser Beispiel sind mindestens drei
sehr unterschiedliche Szenarien denkbar, je nach gegebenen Um-
weltbedingungen:

Szenario I: Man kann eine fast beliebige Menge von Kaninchen aus-
setzen, nach einigen Generationen pendelt sich die Population auf
einen stabilen Wert ein.

Szenario Il: Uber mehrere Jahre (Generationen) oszilliert die Popula-
tion zwischen einem Maximal- und einem Minimalwert, z.B. mit
einer zweijahrigen Periode. Dies ist das oben angesprochene zykli-
sche Verhalten.

Szenario llI: Die Population schwankt von Generation zu Generation
sehr stark, zeigt chaotisches Verhalten.

Uberraschenderweise sind diese Phinomene mit einer einzigen, ein-
fachen mathematischen Vorschrift, die wir unten im Detail diskutie-
ren werden, formalisierbar. Dabei zeigt sich, dass die verschiedenen
Szenarien durch Veranderung der Stérke der Riickkopplung ausein-
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ander hervorgehen und dem universellen Prinzip der Selbstahnlich-
keit gehorchen.

Universelle formalisierte Beschreibung

Es war der belgische Mathematiker und Soziologe Pierre Francois
Verhulst (1804-1849), der kurz vor seinem Tod dieses Wachstumsver-
halten bei begrenzten Ressourcen zum ersten Mal mathematisch
modellierte, und zwar mit einer Gleichung, die spdter die logistische
Gleichung genannt wurde. Die logistische Abbildung wiederum ist
eine in der Zeit diskretisierte Form der Gleichung. Dies heif3t, dass die
Abbildung das Verhalten einer Variablen, zum Beispiel der Genera-
tionsstarke x einer Population, nicht kontinuierlich in der Zeit be-
schreibt, sondern nur in diskreten Schritten. Dies ist so, als ob man
die Population in einem festgelegten Gebiet jedes Jahr einmal zah-
len wiirde (was Ubrigens durchaus blich ist in der Biologie, um
Wanderungstendenzen etc. zu erfassen). Die GroRe der Population
im n-ten Jahr nennen wir dann xn, z.B. ist x; die Population im drit-
ten Jahr.Wenn r die Reproduktionsrate ist,dann wird die nachste Ge-
neration mit der vorigen uber xn+; =1 Xn zusammenhangen. Dies ist
eine typische iterative Vorschrift, die, oft angewandt, eben iteriert, zu
uberraschenden Resultaten fiihren kann. Dabei driickt man xy als
Bruchteil der groRten jemals vorkommenden Population aus. Dies
garantiert, dass alle xn kleiner als eins sind.

Wenn wir mit den Urahnen x, beginnen, so ist die nachste Gene-
ration durch x; = r - x, gegeben. Setzten wir dieses Ergebnis wiede-
rumin x; =r- x;ein und iterieren damit die Abbildung, so ergibt sich
X2=T-T-Xo,0der kurz x,=r*- xo. Fortgesetzt bis zur n-ten Generation
erhdlt man mit x, = r" - x, ein exponentielles Wachstum. Konkret:
Wenn wir annehmen, dass jedes Elternteil pro Jahr zu zwei Nach-
kommen fiihrt, dann ist r=2 und jede Generation ist doppelt so gro3
wie die vorige.

n
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Man kann die Generationenfolge leicht graphisch konstruieren. Da-
zu zeichnen wir xp.; in ein Diagramm nach oben auf der y-Achse ein
und xn nach rechts auf der x-Achse. Oft schreibt man ganz aligemein
x (die Werte auf der x-Achse) flr xn und y oder f(x) (die Werte auf der
y-Achse) fiir xn.,. Die Wachstumsfunktion f(x) = r - x ist nun einfach
eine Gerade mit der Steigung r (fett in Abb.1a). Zusatzlich benétigen
wir noch eine Gerade y=x (diinn in Abb.1). Mit diesen beiden Gera-
den kann man in einfacher Weise die Abfolge der Generationen Xo,
X1, X2,... bestimmen. Zeichnet man jeweils x, auf der x-Achse, so kann
man xn.; auf der y-Achse ablesen: Ausgehend von Xoauf der x-Achse
wird der Wert senkrecht nach oben verfolgt, bis man die fette Kurve
trifft (Wachstumsfunktion) — deren Wert ist bereits x, und kann
direkt horizontal auf der y-Achse abgelesen werden. Geht man hori-
zontal statt auf die y-Achse auf die diinne Linie y=x, und dann wie-
der senkrecht nach unten auf die x-Achse, so hat man x; zurlick auf
die x-Achse gebracht. Damit kann x; als Ausgangspunkt flr eine
erneute Iteration dienen, die zu x. fihrt, da ja x,=f(x,) gilt. Die Zick-
zackkurve ist die abgekiirzte Darstellung, die direkt zu einer héheren
Iteration xn, in Teil (a) zu xg, flhrt.

Man erkennt in Abbildung 1a, wie sich mit der Reproduktionsrate
r=2die Populationsstarke von Generation zu Generation verdoppelt.
Es entsteht ein unbeschrdnktes, »exponentiellesc Wachstum, wel-
ches typisch ist fiir unbegrenzte Ressourcen. Natrlich ist dies nicht
besonders realistisch, oder praziser: trifft nur zu, wenn eine Popula-
tion so klein ist,dass sich die beschrankten Ressourcen nicht bemerk-
bar machen. Was passiert, wenn eine Population so grof8 ist, dass sie
ihren Lebensraum Uberstrapaziert, also nicht genligend Nahrung zur
Verfligung steht?

Dies wird die Reproduktion negativ beeinflussen, und zwar umso
mehr, je starker die Population der gegenwartigen Generation xy ist.
Es war Verhulsts Idee, die Reproduktionsrate r durch r - (1-x,) zu er-
setzen und damit ein Element negativer Riickkopplung einzufiihren:
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