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3 Logik und Deduktion

In diesem Kapitel werden Sie ...
| mit der Aussagenlogik die Grundlagen des logischen Schliel3ens erlernen,
| formale Beweise im Hilbert-Kalkl fiihren,
B mit dem Resolutions- und dem Tableaukalkiil zwei Widerspruchskalkle kennen lernen,
| die Aussagenlogik zur Pradikatenlogik erster Stufe erweitern,

| die Grundprinzipien der logischen Programmierung verstehen,

| einen Einblick in Logiken héherer Stufe erlangen.
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3 Logik und Deduktion

In der formalen Logik haben wir es mit
zwei Sprachebenen zu tun. Eine davon ist
die Objektebene. Von hier aus betrachtet
ist eine Logikformel nichts weiter als ei-
ne Zeichenkette, die nach formalen Bil-
dungsregeln aufgebaut ist. Wie diese Re-
geln fiir die Aussagenlogik aussehen, ha-
ben wir in Definition 3.1 exakt festgelegt.
Unter anderem ist die folgende Zeichen-
kette eine Formel der Aussagenlogik:

(A1 AA2) V(A1 A-A2))

Im Folgenden werden wir die Logikebe-
ne mehrfach verlassen und Formeln von
einem metatheoretischen Standpunkt aus
betrachten. Beispielsweise konnte uns in-
teressieren, unter welchen Bedingungen
eine Formel erfillbar ist, die sich als Dis-
junktion anderer Formeln darstellen lasst.
Damit ist eine Formel der folgenden Bau-
art gemeint:

FVvG

Anders als im ersten Beispiel ist diese Zei-
chenkette keine Formel der Aussagenlo-
gik; sie ist eine Formel der Metaebene. Zu
lesen ist sie als Schablone, die fir eine
Schar verschiedener Formeln steht. Erst
wenn wir die Platzhalter F und G durch
konkrete Teilausdriicke ersetzen, erhalten
wir eine echte Formel.

Die Vermischung von Objekt- und Me-
taebene ist eine haufige Ursache von Ver-
standnisschwierigkeiten im Bereich der
Logik. Um Verwechslungen vorzubeugen,
werden wir flr die verschiedenen Formel-
bestandteile unterschiedlichen Schriftty-
pen verwenden. Alle Bestandteile der Ob-
jektebene werden in einer serifenlosen,
steilen Schrift dargestellt (A, B, .. .). Platz-
halter notieren wir, wie es in der Mathe-
matik Ublich ist, weiterhin in einer kursi-
ven Schrift (F, G, .. .). Jetzt ist klar, warum
die Symbole A; und A, in der ersten For-
mel steil, die Symbole F und G in der
zweiten Formel dagegen kursiv dargestellt
sind.

3.1 Aussagenlogik

Die Aussagenlogik (PLO) ist die einfachste Spielart des logischen
SchlieRens. Gegenstand der Aussagenlogik sind atomare Aussagen (,,Es
regnet”, ,,Die Strale ist nass*) und die Beziehungen, die zwischen sol-
chen Aussagen bestehen (,,WWenn es regnet, dann ist die StralRe nass®).
Sie besticht durch einen einfachen Aufbau und eine klare Struktur,
kommt jedoch nicht an die Ausdrucksstérke der anderen hier vorgestell-
ten Logiken heran. Trotzdem ist die Bedeutung der Aussagenlogik be-
trachtlich. Zum einen ist sie die theoretische Grundlage des Hardware-
Entwurfs, da sich das Verhalten einer kombinatorischen Hardware-
Schaltung auf der Logikebene eins zu eins auf eine aussagenlogische
Formel abbilden lasst. Zum anderen ist sie als Teilmenge in allen ande-
ren Logiken enthalten und damit der kleinste gemeinsame Nenner, tber
den alle Logiken miteinander verbunden sind.

3.1.1 Syntax und Semantik

Wir ndhern uns der Aussagenlogik in zwei Schritten. Zundchst fixieren
wir die Syntax, d. h., wir definieren, nach welchen Regeln aussagenlo-
gische Ausdriicke (Formeln) aufgebaut sind. Eine Formel ist in diesem
Stadium nichts weiter als eine Folge von bedeutungsleeren Symbolen,
die in einer festgelegten Art und Weise miteinander kombiniert werden
dirfen. Erst die Semantik versieht die Ausdrlicke mit einer Bedeutung;
sie legt fest, wie wir die unterschiedlichen Zeichen und Symbole einer
Logikformel zu interpretieren haben.

% Definition 3.1 (Syntax der Aussagenlogik)

Die Menge der aussagenlogischen Formeln tiber dem Variablenvor-
ratV = {Aq,A,,...} ist rekursiv definiert:

m 0und 1 sind Formeln.
m Jede Variable A; €V ist eine Formel.

® Sind F und G Formeln, dann sind es auch

(=F),(FAG),(FVG),(F = G),(F ++ G),(F + G).

Der Operator — ist die Negation, A die Konjunktion (UND-Operator),
V die Disjunktion (ODER-Operator) und — die Implikation. Ferner be-
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zeichnen wir <> als Aquivalenz- und «= als Antivalenzoperator (XOR-
Operator). Auch wenn die Namen bereits deutliche Hinweise geben,
mit welcher Semantik wir die einzelnen Operatoren spater belegen wer-
den, sollten Sie versuchen, eine Formel zundchst als eine Aneinander-
reihung von Symbolen zu betrachten, die noch keine konkrete Bedeu-
tung besitzt.

Eine Formel F, die nicht weiter zerlegt werden kann, nennen wir ato-
mar. In der Aussagenlogik ist die Menge der atomaren Formeln mit
der Menge V U {0,1} identisch. Eine Formel, die als Teil einer anderen
Formel vorkommt, bezeichnen wir als Teilformel. Wir verwenden die
etwas informelle Notation F € G, um auszudriicken, dass F eine Teil-
formel von G ist; andernfalls schreiben wir F ¢ G. Variablen werden
wir im Folgenden durchweg mit GroRbuchstaben bezeichnen, allerdings
von Fall zu Fall den Symbolvorrat anpassen (z. B. X,Y, Z anstelle von
A1,Az,A3).

Fur die eingefiihrten Operatoren existiert keine einheitliche Notation.
Zum einen wurde die Schreibweise in der Vergangenheit mehrfach ge-
andert, zum anderen ist sie auch heute noch regional verschieden. Im
oberen Teil von Abbildung 3.1 sind die Symbole zusammengefasst, wie
sie zu Beginn des zwanzigsten Jahrhunderts tblich waren und zum Ver-
standnis alter Forschungsbeitrdge notwendig sind (vgl. Abbildung 3.2).
Der untere Teil enthédlt die Symbole, wie sie insbesondere im US-
amerikanischen Sprachraum verwendet werden. Die Notation F fir —F
hat sich auch im deutschen Sprachraum etabliert, da sie fur viele Aus-
driicke zu einer Ubersichtlicheren Darstellung fiihrt.

Um die Lesbarkeit zu verbessern, werden wir auf die Angabe man-
cher Klammerpaare verzichten. Mehrdeutigkeiten werden, wie in Ab-
bildung 3.3 gezeigt, lber eine Reihe von Bindungs- und Kettenregeln
beseitigt. Bindungsregeln teilen die Operatoren in schwécher bindende
und stérker bindende Operatoren ein, Kettenregeln bestimmen den Um-
gang mit Ausdriicken, in denen der gleiche Operator mehrmals hinter-
einander vorkommt. Wir legen die Ubliche Konvention zugrunde, dass
die Negation (—) stérker bindet als die Konjunktion (A). Diese bindet
wiederum stérker als die Disjunktion (V). Die Operatoren —, <+ und <
binden am schwéchsten. Kommen sie in einem Ausdruck gemischt vor,
erfolgt die Klammerung linksassoziativ. Werden Teilterme mit demsel-
ben Operator verkniipft, betrachten wir die entstehende Kette ebenfalls
als linksassoziativ geklammert. Die einzige Ausnahme bildet der (ein-
stellige) Negationsoperator, den wir rechtsassoziativ gruppieren.

Die zweistelligen Operatoren A und Vv lassen sich auf natlrliche Weise
zu mehrstelligen Operatoren verallgemeinern. Hierzu vereinbaren wir

W Frihere Schreibweise

= ~F
FAG F.G
FVG FVG
F>G FOG

B Punkt-Strich-Notation

—-F -F,F
FAG F-G, FG
FvG F+G
F—G F—G

Abbildung 3.1: Alternative Schreibweisen
aussagenlogischer Formeln

® Drei Formeln der Principia ...

#%203. F:pD~g.D.¢qd~p
%215, F:~pDgqg.D.~¢Ddp
%216, F:pDqg.d.~¢gd~p

#217. F:~gD~p.D.pIyg

M ...und deren moderne Schreibweise

(2.03) F(p——q)—(qa——p)
(215) F(-p—a)—(-qa—p)
(216) +(p—q)—(—q——p)
(217) F (=9 — —-p) = (p—q)

Abbildung 3.2: In der Notation der Prin-
cipia besitzt der Punkt eine Doppelbedeu-
tung. In Abh&ngigkeit von seiner Position
wird er fur die konjunktive Verknipfung
oder zum Klammern von Teilausdriicken
verwendet. Die Abbildung zeigt vier For-
meln aus der Originalausgabe der Princi-
pia Mathematica sowie deren Ubersetzung
in die heute Ubliche Schreibweise.
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® Bindungsregeln

-FAG (=F)AG)
FVGAH (FV(GAH))
FVG—H (FVG) = H)

F—-G«+H (F—=G) <« H)
F+G—H ((F« G) —H)

| Kettenregeln

FAGAH (FAG
FVGVH (FVG

)AH
)VH
F—-G—H (F—-G)—H
F<G<«+H (F+<G)+H

) «» H

FwGwH (F«+» G

Abbildung 3.3: Zur Vereinfachung der
Schreibweise diirfen Klammerpaare weg-
gelassen werden. Zweideutigkeiten werden
mithilfe von Bindungs- und Kettenregeln
beseitigt. Erstere teilen die Operatoren in
schwécher bindende und stérker bindende
Operatoren ein, Letztere regeln den Um-
gang mit Ausdriicken, in denen der glei-
che Operator mehrmals hintereinander vor-
kommt.

fiir die endlich vielen Formeln Fy, ..., F, die folgende Schreibweise:

Die Semantik einer aussagenlogischen Formel wird tiber die Modellre-
lation |~ festgelegt. Um diese formal definieren zu kdnnen, missen wir
vorab klaren, was wir unter dem Begriff der Interpretation zu verstehen
haben:

% Definition 3.2 (Interpretation)

Sei F eine aussagenlogische Formel. A1, ..., A, bezeichnen die in
F vorkommenden Variablen. Jede Abbildung

I:{A1,....As} — {0,1}

heift eine Interpretation von F.

Eine Interpretation ordnet jeder Variablen einer aussagenlogischen For-
mel F einen der beiden Wahrheitswerte 0 (falsch) oder 1 (wahr) zu und
wird aufgrund dieser Eigenschaft auch als Belegung bezeichnet.

Der Begriff der Interpretation ist die Grundlage fiir die formale Defini-
tion der Semantik:

% Definition 3.3 (Semantik der Aussagenlogik)

F und G seien aussagenlogische Formeln und | eine Interpretation.
Die Semantik der Aussagenlogik ist durch die Modellrelation =
gegeben, die induktiv definiert ist:

=1

I =0

|':Ai Z<:>|(Ai)=l

= (-F):e |l }~F

IE(FAG): < I=Fundl =G
I=(FVG): < | =Foderl =G
IE(F—G):< | EFoderl =G
| = (F + G) < | |=F genau dann, wenn | =G
IE(F«+G):<lE(F+G)

Eine Interpretation | mit | = F hei3t Modell fir F.
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Wir kénnen jede aussagenlogische Formel F mit n Variablen als boole- ™ Negation

sche Funktion fF : {0,1}" — {0,1} auffassen, die fiir eine Belegung |
genau dann den Funktionswert 1 annimmt, wenn | ein Modell fur F ist. 0 0 1
Mit anderen Worten: Weist | den Variablen A4,..., A, die Wahrheits- 1 1 0
werte by, ...,by zu, dann ist der Funktionswert fF(bl, ...,bn) durch die
folgende Formel bestimmt: m  Konjunktion
¥ (by b):{l falls I'=F o.;’
oeeEn 0 fallsl}£F
1 0 1 0
Aufgrund des diskreten Definitionsbereichs I&sst sich eine n-stellige 2 1 0 0
boolesche Funktion in Form einer Wahrheitstabelle darstellen, indem 3 A 1 1

alle moglichen Kombinationen der Eingangsvariablen Aq,..., A, zu-

sammen mit dem zugeordneten Funktionswert zeilenweise aufgelistet ™ Disjunktion

werden. Als Beispiele zeigt Abbildung 3.4 die Wahrheitstafeln der ein- N
gefuihrten aussagenlogischen Operatoren. Die Funktionswerte erschlie- 0
Ren sich unmittelbar aus Definition 3.3. Wahrheitstabellen werden in 1 0
der Literatur auch als Wahrheitstafeln oder Funktions(wert)tabellen be- P
zeichnet; alle diese Begriffe bezeichnen die gleiche tabellarische Be- 31
schreibungsweise einer booleschen Funktion.

Abbildung 3.5 zeigt, wie sich Wahrheitstafeln fir zusammengesetzte = Implikation

Ausdriicke erzeugen lassen. Ausgehend von den Basistermen werden A ] B ]
zundchst die Teilformeln und anschlieend der Gesamtausdruck aus- 0
gewertet. Die drei Beispiele wurden bewusst gewahlt. Die Formel F; 10
ist so beschaffen, dass sie genau zwei Modelle besitzt; sie ist genau 21
dann wahr, wenn die Variablen A, B, C mit dem gleichen Wahrheits- 31
wert belegt werden. In der Terminologie der Aussagenlogik wird die .
Funktion als erfiillbar bezeichnet. F, ist ebenfalls erfillbar, besitzt aber ™ Adquivalenz

im Gegensatz zu Fy die Eigenschaft, dass ausnahmslos alle Variablen- [ A | B |

belegungen ein Modell sind. Solche Formeln heilen allgemeingiiltig. 0 0 0 1
In entsprechender Weise bezeichnen wir F; als unerfullbare Formel, da 1 0 1 0
sie kein einziges Modell besitzt. Formal halten wir das Gesagte in der 2 1 0 0
folgenden Definition fest: 3 1 1 1
&\ Definition 3.4 (Erfilloarkeit, Allgemeingiiltigkeit) = Antivalenz
efinition 3. rflllbarkeit, emeingltigkei
e ENEN
Eine aussagenlogische Formel F heift 0 0 0 0
1 0 1 1

m erfiillbar, falls F mindestens ein Modell besitzt, 2 1 0 1

m unerfillbar, falls F kein Modell besitzt, 3 0

m allgemeingiiltig, falls =F unerfillbar ist. Abbildung 3.4: Wahrheitstabellen der aus-

sagenlogischen Basisoperatoren
Eine allgemeingultige Formel bezeichnen wir auch als Tautologie.
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Abbildung 3.5: Wahrheitstabellen zusammengesetzter Funktionen

Abbildung 3.6 demonstriert den Zusammenhang zwischen den einge-
fiihrten Begriffen. Alle drei lassen sich in naheliegender Weise auf
Mengen von aussagenlogischen Formeln erweitern. Die Formelmenge
M = {F4,...,F} heilterfullbar, wenn eine Interpretation | existiert, die
fur alle i € M ein Modell ist. Beachten Sie, dass das Modell fur alle
Formeln das gleiche sein muss; es reicht also nicht aus, dass jede Formel
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fiir sich erfillbar ist. Die Unerfiillbarkeit und Allgemeingultigkeit von
Formelmengen definieren wir analog. M ist unerfullbar, wenn Fp, ... F, allgemein-
kein gemeinsames Modell besitzen. Ist dagegen jede Interpretation ein giiltig F
s . L (Tautologien)
Modell fir die Elemente von M, so nennen wir M allgemeingiiltig. 1
Mithilfe der Modellrelation kénnen wir den Begriff der logischen Fol- crfiillbar
gerung formal definieren: ) G
erfiillbar,
__abernicht | | || si Qif_gﬂ'_
% Definition 3.5 (Logische Folgerung) alliﬁﬁzm achse
-G
M = {Fy,...,F} sei eine Menge aussagenlogischer Formeln. Wir
schreiben
MG  (,aus M folgt G*), unerfiillbar -F

wenn jedes Modell von M auch ein Modell der aussagenlogischen
Formel G ist. Ferner vereinbaren wir die Kurzschreibweise |= G flir
0=GundF =G fir{F} =G.

Es gelten die folgenden Zusammenhange:

m | G gilt genau dann, wenn G allgemeingultig ist.
m F = G gilt genau dann, wenn F — G allgemeingultig ist.

m {F,FR,...,R} EGistaquivalent zu {F,,...,F} EF — G.

In den kommenden Betrachtungen wird der Begriff der Aquivalenz im-
mer wieder auftauchen:

% Definition 3.6 (Aquivalenz)

Seien F und G zwei aussagenlogische Formeln. Die Relation = ist
wie folgt definiert:

F=G & FEGuUndGEF

Zwei Formeln F und G mit F = G heifl3en aquivalent.

Damit sind zwei Formeln F und G genau dann &aquivalent, geschrie-
ben als F = G, falls sie exakt dieselben Modelle besitzen. Im mathe-
matischen Sinn ist = eine Aquivalenzrelation auf der Menge der aus-
sagenlogischen Formeln und besitzt die Eigenschaften der Reflexivitat,
Symmetrie und Transitivitat:

Abbildung 3.6: Das Spiegelungsprinzip vi-
sualisiert, wie sich die Eigenschaften der
Formeln F und —F gegenseitig beeinflus-
sen. Ist F allgemeingiiltig, so ist —=F un-
erfullbar. Ist F nicht allgemeingdiltig, aber
dennoch erfillbar, so gilt das Gleiche fiir
—F. Damit ist die Allgemeingultigkeit ei-
ne exklusive Eigenschaft, die nur eine der
beiden Formeln F oder —F erfillen kann.
Im Gegensatz hierzu kdnnen sowohl F als
auch —F erfullbar sein.



88 3 Logik und Deduktion

Kommutativitat Neutralitat

FAG = GAF FAL =
FVG = GVF Fvo =
A(GVH) = (FAG)V(FAH) FA-F =
F V(GAH) = (FVG)A(FVH) FV-F = 1
FA(GAH) = (FAG)A FAO =
FV(GVH) = (FVG)V Fvl = 1
-(FAG) = -Fv-G FAF =
-(FVG) = -FA-G FVF =
ANFVG) = -—F =

F V(FAG) = F

Tabelle 3.1: Wichtige Aquivalenzen aussagenlogischer Ausdriicke

m Reflexivitat: Fur alle Formeln F gilt F = F.
B Symmetrie: Aus F = G folgt G =F.
m Transitivitat: Aus F = G und G = H folgt F = H.

Es gelten die folgenden Zusammenhénge:

m F ist genau dann allgemeingdiltig, wenn F = 1.

m F ist genau dann unerfillbar, wenn F = 0.

In Tabelle 3.1 sind wichtige Aquivalenzen zusammengefasst, die sich
durch das Aufstellen von Wahrheitstafeln leicht verifizieren lassen. Die
Bedeutung dieser Aquivalenzen ist zweigeteilt. Zum einen gestatten sie
einen Einblick in die elementaren Zusammenhénge zwischen den ein-
gefiihrten booleschen Operatoren, zum anderen dienen sie als wichtige
Umformungsregeln fiir aussagenlogische Ausdriicke. Grundlage hierfiir
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ist das Substitutionstheorem, das uns gestattet, Teilformeln durch &qui-
valente Ausdriicke zu ersetzen, ohne die Modelle der Gesamtformel zu
beeinflussen.

7{/ Satz 3.1 (Substitutionstheorem)

Seien F,G, G’ aussagenlogische Formeln mit G € F und G = G'.
F[G + G|

bezeichnet diejenige Formel, die aus F entsteht, indem die Teilfor-
mel G durch G’ ersetzt wird. Dann gilt:

F = F[G+ G

Mit dem Mittel der strukturellen Induktion aus Abschnitt 2.4.2 I&sst sich
das Substitutionstheorem induktiv Uber den Aufbau aussagenlogischer
Formeln beweisen.

Vielleicht haben Sie sich gewundert, dass Tabelle 3.1 ausschliel3lich Re-
chenregeln fiir die aussagenlogischen Elementaroperatoren —, A und
V enthalt. Hierbei handelt es sich um keine Einschrankung im eigent-
lichen Sinne, da sich alle anderen Operatoren auf diese drei zuriick-
fuhren lassen (vgl. Tabelle 3.2). Die Menge {—,A,V} ist zudem ein
vollstandiges Operatorensystem, d. h., sie besitzt die Eigenschaft, dass
sich jede boolesche Funktion durch einen aussagenlogischen Ausdruck
beschreiben lasst, in dem ausschliellich Operatoren aus dieser Menge
vorkommen. Ein Beweis der Vollstandigkeit wird uns im néchsten Ab-
schnitt ohne Zutun in die Hande fallen. Dort werden wir zeigen, wie
sich eine entsprechende aussagenlogische Formel systematisch aus der
Wahrheitstabelle einer booleschen Funktion erzeugen I&sst.

Neben der Menge der Elementaroperatoren existieren weitere vollstan-
dige Operatorensysteme, wie z.B. die Menge {—,—}. Um die Voll-
standigkeit zu beweisen, nutzen wir unser Wissen, dass die drei Ele-
mentaroperatoren A, V und — zusammen ein vollstdndiges Operatoren-
system bilden. Kénnen wir zeigen, dass A und Vv durch — und — dar-
stellbar sind, so lasst sich jede boolesche Funktion mit einem aussagen-
logischen Ausdruck beschreiben, der ausschlieflich die Operatoren —
und — enthélt. Kurzum: {—,—} bildet dann ebenfalls ein vollstandiges
Operatorensystem. Tabelle 3.3 zeigt, wie die notwendigen Reduktionen
durchgefiihrt werden kénnen.

Mithilfe der Aussagenlogik lassen sich viele der kombinatorischen Zu-
sammenhdnge beschreiben, die wir im Bereich des mathematischen
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F—-G = -FVG

F&G = (-FA-G)V(FAG)
(=FVG)A(FV=G)

F#G = (-FAG)V(FA-G)
= (-FV-G)A(FVG)

Tabelle 3.2: Reduktion der Operatoren —,
<> und «» auf die Elementaroperatoren —,
Aund Vv

Reduktion von A auf {—,—}

F /\G = —\(—\F \/_|G)

= —(F—=-0G)
Reduktion von Vv auf {—,—}
FvVvG = —-—FVG
= F->G

Tabelle 3.3: Reduktion der Elementarope-
ratoren A und Vv auf — und —
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Abbildung 3.7: Das Dirichlet’sche
Schubfachprinzip ist im angelséchsischen
Raum unter dem Namen pigeonhole
principle (Taubenschlagprinzip) bekannt.
Verteilen sich, wie in diesem Beispiel,
3 Tauben auf 2 Taubenschlage, so muss
mindestens ein Taubenschlag doppelt be-
legt werden. Mithilfe der Aussagenlogik
lasst sich das Prinzip formalisieren und
beweisen.

Taube 1 Taube 2 Taube 3

Taubenschlag 1
Ajj = 1:& Die i-te Taube belegt den j-ten Taubenschlag

Taubenschlag 2

A1 VAP A
(Aw VA2) . < A11A21 VA11A3 VA Az V )

As1 VA») A
gAi v Az; A12A2 V A1Az V AxAsy

Mindestens ein Nest wird

Jede Taube belegt von zwei Tauben belegt

mindestens ein Nest

SchlieRens tagtéglich anwenden. Als Beispiel zeigt Abbildung 3.7 eine
Formalisierung des Dirichlet’schen Schubfachprinzips. Dieses besagt,
dass eine endliche Menge M nicht injektiv auf eine Menge N abgebil-
det werden kann, wenn N weniger Elemente enthélt als M. Das Prinzip
ist nach dem deutschen Mathematiker Johann Dirichlet (Abbildung 3.8)
benannt und ein haufig angewandtes Beweisargument in der diskreten
Mathematik. Jedem von uns ist das Schubfachprinzip aus dem Alltag
geldufig. Verteilen wir m Gegenstande auf n Schubfécher und giltm > n,
so muss mindestens ein Schubfach mehrere Gegenstande enthalten. Im
angelsédchsischen Raum wird das Dirichlet’sche Schubfachprinzip als
pigeonhole principle (Taubenschlagprinzip) bezeichnet. Auch hier ist
die angestellte Uberlegung die gleiche: Verteilen sich m Tauben auf n
Nester und gilt m > n, so ist mindestens ein Taubenschlag mehrfach
besetzt.

Mithilfe der Aussagenlogik kénnen wir das Schubfachprinzip formali-
sieren und beweisen. Hierzu fhren wir flr jede mogliche Kombination
von Gegenstanden und Schubféchern eine aussagenlogische Variable
Aij ein, die genau dann den Wert 1 annimmt, wenn sich der i-te Ge-
genstand im j-ten Schubfach befindet. Um das Schubfachprinzip fiir
n Gegenstande und n — 1 Schubfécher zu formalisieren, benétigen wir
n-(n—1) Variablen. Wir werden nun Schritt fur Schritt herausarbeiten,
wie sich das Schubfachprinzip mithilfe der booleschen Operatoren —,
A, V und — formal nachbilden l&sst:
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m ,.Das i-te Element befindet sich in einem der Schubfacher*
n-1
VA
=1

m ,,Jedes Element befindet sich in einem der Schubficher*

n n-1

AV Aij

i=1j=1

31

m ,In Schubfach j befinden sich das i-te und k-te Element gleichzeitig*
A”/\Akj

m ,In Schubfach j befinden sich mindestens zwei Elemente*
n-1 n
V \/ (Aij A Axj)
i=1 k=i

m ,,In einem Schubfach befinden sich mindestens zwei Elemente*

\_/ \/ (Aij AAK) (3.2)

H<|

Verbinden wir die Formeln (3.1) und (3.2) mit dem Implikationsopera-
tor, so erhalten wir die Aussage des Schubfachprinzips: Befinden sich n
Elemente in n — 1 Schubféchern, so enthalt eines der Schubfécher min-
destens zwei Elemente:

n n-1 n-1n-1 n

AV A=\ V V (AjAAG)

i=1j=1 j=1 i=1k=i+1

3.3)

Die in Abbildung 3.7 dargestellte Formel erhalten wir aus Formel (3.3)
flr den Spezialfalln =3

3.1.2 Normalformen

Weiter oben haben wir herausgearbeitet, dass wir eine aussagenlogische
Formel F als boolesche Funktion interpretieren kénnen, indem wir jede
Interpretation | als Eingabebelegung auffassen und der Funktion genau
dann den Wert 1 zuweisen, wenn | ein Modell fir F ist. Die enge Be-
ziehung, die zwischen aussagenlogischen Formeln auf der einen Seite

Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet
(1805 — 1859)

Abbildung 3.8: Das Schubfachprinzip er-
hielt seinen Namen durch Johann Pe-
ter Gustav Lejeune Dirichlet. Der deut-
sche Mathematiker wurde im nordrhein-
westfélischen Diren geboren, damals Teil
des napoleonischen Kaiserreiches. 1822
nahm er das Studium der Mathematik in Pa-
ris auf. Bereits drei Jahre spéter demons-
trierte er der Wissenschaftsgemeinde das
erste Mal sein Talent, als er die Gultig-
keit der Fermat’schen Vermutung fiir den
Fall n = 5 bewies. Im Jahr 1826 kehr-
te er nach Deutschland zurlick und gradu-
ierte 1827 an der Universitat Bonn. Sei-
ne akademische Karriere fiihrte ihn Uber
Breslau und Berlin nach Goéttingen, wo
er im Jahr 1855 den Lehrstuhl von Carl-
Friedrich GauR tbernahm. Dort sollte ihm
das Schicksal nur eine kurze Schaffenszeit
gewahren. Am 5. Mai 1859, nur funf Mo-
nate nach seiner Frau Rebecca Mendels-
sohn Bartholdy, verstarb er im Alter von 54
Jahren. Dirichlet z&hlt zu den groRen Ma-
thematikern des neunzehnten Jahrhunderts
und machte sich vor allem in den Gebie-
ten der partiellen Differentialgleichungen
und der algebraischen Zahlentheorie ver-
dient. Zu seinen bedeutendsten Hinterlas-
senschaften gehdort der Dirichlet’sche Ein-
heitensatz, die Dirichlet-Funktion und die
Dirichlet’sche Eta-Funktion.
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B Beispiel 1
F := (AAB)VA
G :=A
LA ] B
0 0 0 0 0
1 0 1 0 0
2 1 0 1 1
3 1 1 1 1
H Beispiel 2
F:=(A+»B)V(A+B)
G =1
L A ] B
0 0 0 1 1
1 0 1 1 1
2 1 0 1 1
3 1 1 1 1

Abbildung 3.9: Zwei aussagenlogische
Formeln konnen selbst dann &quivalent
sein, wenn sie unterschiedliche Variablen
enthalten. Wie die Wahrheitstafeln belegen,
besitzen F und G jeweils die gleichen Mo-
delle.

und booleschen Funktionen auf der anderen besteht, ist nicht eindeutig.
So représentieren die Formeln

F=A
F = AAA
F = ANAAA

Fri= ANAALLAA

allesamt die gleiche boolesche Funktion. Die &ufiere Form l&sst also
keinerlei Riickschluss zu, ob zwei boolesche Formeln dquivalent zuein-
ander sind oder nicht. Wie die Beispiele in Abbildung 3.9 zeigen, kon-
nen zwei Formeln sogar dann &quivalent sein, wenn sie unterschiedliche
Variablen enthalten.

Um diesem Problem zu begegnen, wurden in der Vergangenheit meh-
rere Normalformen entwickelt, die eine Eins-zu-eins-Beziehung zwi-
schen aussagenlogischen Formeln und booleschen Funktionen herstel-
len. Wichtige Normalformen sind die kanonische konjunktive und die
kanonische disjunktive Normalform. Um diese formal zu definieren, be-
nétigen wir die folgenden Hilfsbegriffe:

% Definition 3.7 (Literal, Minterm, Maxterm)

Sei F eine aussagenlogische Formel mit den Variablen A4, ..., A,.

m Jedes Vorkommen einer Variablen A; oder ihrer Negation —A;
bezeichnen wir als Literal, geschrieben als (—)A; oder L;.

m Jeder Ausdruck der Form (—)A; A ... A (—)Ay heifit Minterm.

m Jeder Ausdruck der Form (—)A; V...V (=)An heilst Maxterm.

Hat ein Literal L die Form —A, so sprechen wir von einem negativen,
andernfalls von einem positiven Literal. Minterme und Maxterme besit-
zen die Eigenschaft, dass sdmtliche Variablen einer Funktion konjunktiv
bzw. disjunktiv miteinander verknUpft werden. Hieraus ergeben sich die
folgenden beiden Eigenschaften:

m Ein Minterm ist fir genau eine Variablenbelegung wahr.

m Ein Maxterm ist flir genau eine Variablenbelegung falsch.

Mithilfe der eingefiihrten Begriffe definieren wir die kanonische dis-
junktive und die kanonische konjunktive Normalform wie folgt:
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2 Definition 3.8 (KKNF und KDNF)

Sei F eine aussagenlogische Formel mit den Variablen
A]_7 e ,An

m F liegt in kanonischer konjunktiver Normalform (KKNF) vor,
wenn sie die Form

m

F=A(=)ALV...V(2)An)
i=1

besitzt und alle Maxterme paarweise verschieden sind.

m F liegt in kanonischer disjunktiver Normalform (KDNF) vor,
wenn sie die Form

< s

F = ((ﬁ)Al/\.../\(ﬁ)An)

i

besitzt und alle Minterme paarweise verschieden sind.

Die KKNF entspricht einer Kette UND-verkniipfter Maxterme und die
KDNF einer Kette ODER-verknupfter Minterme. Aus der Wahrheits-
tabelle einer aussagenlogischen Formel F lassen sich die kanonischen
Normalformen auf einfache Weise ableiten. Fir die KKNF wird fur jede
Belegung | mit | [~ F ein Maxterm erzeugt. Anschliefend werden diese
konjunktiv miteinander verknipft (vgl. Tabelle 3.4 links). Die KDNF
entsteht analog, indem flir jede Belegung | mit | = F ein Minterm er-
zeugt und diese anschlieend disjunktiv miteinander verknipft werden
(vgl. Tabelle 3.4 rechts). Fir das gezeigte Beispiel erhalten wir die in
Abbildung 3.10 dargestellten Ergebnisse.

Das Konstruktionsschema besitzt zwei wesentliche Eigenschaften. Zum
einen kénnen wir es auf beliebige Wahrheitstabellen anwenden und so-
mit zu jeder booleschen Funktion f eine dquivalente aussagenlogische
Formel F in kanonischer konjunktiver oder kanonischer disjunktiver
Normalform konstruieren. Da in F ausschlieBlich die drei Elementar-
operatoren —, A und Vv vorkommen, haben wir nebenbei bewiesen, dass
die Menge {—,A,V} ein vollstdndiges Operatorensystem bildet. Zum
anderen ist das Konstruktionsschema deterministisch, d. h., wir hatten
zu keiner Zeit eine Mdglichkeit, die Konstruktion der Min- oder Max-
terme in irgendeiner Weise zu beeinflussen. Da jede boolesche Funktion
eine eindeutige Wahrheitstafeldarstellung besitzt, ist auch die erzeugte
Formeldarstellung eindeutig.

Im strengen Sinn sind die kanonische kon-
junktive und die kanonische disjunktive
Normalform keine echten kanonischen,
d. h. syntaktisch eindeutigen, Darstellun-
gen. Verantwortlich hierfr ist eine feh-
lende Ordnung zwischen den Literalen ei-
nes Minterms bzw. Maxterms und den
Mintermen bzw. Maxtermen selbst. Ohne
diese Ordnung konnen wir aus einer ka-
nonischen konjunktiven oder kanonischen
disjunktiven Normalform eine weitere er-
zeugen, indem wir die Literale innerhalb
eines Minterms umordnen. Ebenso kon-
nen wir die Position der Minterme oder
der Maxterme vertauschen, ohne die Nor-
malformeigenschaft zu verletzen. Mathe-
matisch ausgedriickt handelt es sich bei
der KKNF und der KDNF um eine kano-
nische Darstellung modulo Kommutativi-
tat und Assoziativitat.

Eine im mathematischen Sinne echte ka-
nonische Darstellung lieRe sich erzeugen,
indem wir die Literale und Minterme bei-
spielsweise alphabetisch anordnen. Fur
die meisten Anwendungen ist der Nor-
malformbegriff in der hier eingefiihrten
Form aber vollig ausreichend.
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Tabelle 3.4: Konstruktionsschema der
kanonischen Normalformen. Die KKNF
wird erzeugt, indem zundchst fur jede Be-
legung | mit | |~ F ein Maxterm erzeugt
wird. Eine Variable wird unverdndert in
den Maxterm aufgenommen, wenn sie
von | mit O belegt wird, andernfalls wird
sie negiert aufgenommen. Anschlieend
werden alle Maxterme miteinander kon-
junktiv verknupft. Die Konstruktion der
KDNF verlauft analog, indem zunachst
fur jede Belegung | mit | =F ein Minterm
erzeugt wird. Jetzt wird eine Variable un-
verandert in den Minterm aufgenommen,
wenn sie von | mit 1 belegt wird, andern-
falls wird sie negiert aufgenommen. An-
schlieBend werden alle Minterme mitein-
ander disjunktiv verknipft.

m KKNF: ( Av Bv CV D)A
(Av=Bv CVv D)A
( Av=Bv-CvV D)A
( Av=BVv-CVv-D)A
(-FAv BV CV D)A
(-Av BV CVv-D)A
(FAv BVv-CV-D)A
(A v-B v-CVv-D)
m KDNF: (A A-BA-CA D
-~-AAN-BA CA-D
-~-AAN-BA CA D
-AAN BA-CA D
AAN-BA CA-D
AN BA-CA-D
AN BA-CA D
AN BA CA-D

Vv
Vv
Vv
\%
Vv
V
V

o~ o~ o~~~ o~ —

)
)
)
)
)
)
)
)

Abbildung 3.10: Kanonische Normalfor-
men flr die Funktion aus Tabelle 3.4

L A F
AvBVvVCvD 0 B-m’
0 0 0 1 1 AABACAD
o o0 i 0 1 AABACAD
o o0 i 1 1 AABACAD
AVBvVCVD o 1 0 o0 0
0 1 0 1 1 AABACAD
AVBvVCVvD o0 1 1 0 0
AVBvVCvD o 1 1 1 0
AVBVCVD 1 0 0 0 0
AVBVCVD 1 0 0 1 0
1 0 1 0 1 AABACAD
AVBVCVD 1 0 1 1 0
1 1 0 0 1 AABACAD
1 1 0 1 1 AABACAD
1 1 1 0 1 AABACAD
AVBVCVD 1 1 1 1 0

In den folgenden Betrachtungen ist die Eigenschaft der Eindeutigkeit
nicht von Bedeutung. Aus diesem Grund werden wir auf eine kompak-
tere Darstellung zuriickgreifen, die die zweistufige Grundstruktur der
Normalform nicht zerstért. Die neue Darstellung basiert auf der Be-
obachtung, dass wir zwei Min- bzw. Maxterme immer dann zu einem
gemeinsamen Term verschmelzen kénnen, wenn sich diese im Vorzei-
chen eines einzigen Literals unterscheiden. Fiir unsere Beispielfunktion
sind unter anderem die folgenden Vereinfachungen moglich:

(AABA-CA=D)V(AABA—-CAD)
=(AABA=C)A(-DVD)
=(AABA-CQ)

Wenden wir das Vereinfachungsschema durchgéngig an, so kénnen wir
die 8 Teilausdricke der KKNF und der KDNF auf jeweils 4 Teilaus-
driicke reduzieren. Beachten Sie, dass wir die Eigenschaft der Eindeu-
tigkeit durch die Reduktion verlieren. Wie in Abbildung 3.11 gezeigt,
existieren zwei verschiedene Mdglichkeiten, die urspriingliche Funkti-
on kompakt darzustellen. Folgerichtig sprechen wir nicht mehr l&nger
von einer kanonischen Normalform, sondern nur noch von einer Nor-
malform (KNF oder DNF).
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Eine konjunktive bzw. disjunktive Minimalform liegt vor, wenn die
Funktion mit der kleinstmdglichen Anzahl von Literalen dargestellt
wird, d. h., wenn keine andere konjunktive bzw. disjunktive Form exis-
tiert, die mit weniger Literalen auskommt.

% Definition 3.9 (Konjunktive und disjunktive Minimalform)

Sei F eine aussagenlogische Formel.

m F ist in konjunktiver Normalform (KNF), wenn sie eine Kon-
junktion von Disjunktionen von Literalen ist.

m Eine konjunktive Form heif3t minimal, wenn es keine &quivalen-
te KNF gibt, die mit weniger Literalen auskommt.

m F istin disjunktiver Normalform (DNF), wenn sie eine Disjunk-
tion von Konjunktionen von Literalen ist.

m Eine disjunktive Form heif3t minimal, wenn es keine &quivalente
DNF gibt, die mit weniger Literalen auskommt.

Die Erzeugung einer konjunktiven oder einer disjunktiven Minimalform
ist ein gut untersuchtes Teilgebiet der technischen Informatik. Unter
dem Begriff der zweistelligen Logikminimierung wurde eine Vielzahl
von Verfahren entwickelt, mit deren Hilfe sich die Minimalform effi-
zient erzeugen bzw. annahern lasst [49]. Unter anderem kann mit die-
sen Verfahren gezeigt werden, dass es sich bei den Formeln aus Abbil-
dung 3.11 tatsachlich um Minimalformen handelt.

Fur die konjunktive Normalform einer aussagenlogischen Formel F
existiert mit der Klauseldarstellung eine eigene Notation, von der wir
in Abschnitt 3.1.3.2 im Zusammenhang mit dem Resolutionskalkiil um-
fassend Gebrauch machen werden.

% Definition 3.10 (Klauseldarstellung)

Eine Klausel ist eine Menge von Literalen. Die Klauselmenge
{{(ﬁ)Alw 0 '>(j)Ai}>"'7{(ﬁ)Blv”'ﬂ(ﬁ)BJ‘}}

steht stellvertretend fur die Formel
(MALV...V()A)A...A((7)BL V...V (7)Bj).

Die leere Klausel [J reprasentiert den Wahrheitswert 0.

B Reduzierte KNF

F=(Bv CVv DA
( Av-BV D)A
(=B v=C v-D)A
(-Av BVv-D)

F=( AV CV D)
( AV-Bv-Q)
(-A v=C v-D)
(-FAv BV Q)

A
A
A

B Reduzierte DNF

F=(-BA CA-D)V
(AN BA-D)V
( BA-CA D)V
(A A-B A D)
F=(-AA-CA D)
(A A-B A Q)
( AN CA-D)
( An BA-Q)

V
V
V

Abbildung 3.11: Die betrachtete Beispiel-
funktion ist so strukturiert, dass sich je zwei
Min- bzw. Maxterme zu einem gemeinsa-
men Term verschmelzen lassen. Die redu-
zierte Darstellung ist nicht mehr eindeutig,
so dass wir die entstehenden Formeln nur
noch als Normalformen und nicht mehr als
kanonische Normalformen bezeichnen.
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3 Logik und Deduktion

m Kommutativitat

AV -B -BVA
{A,-B} {A,-B}
B Assoziativitat
AV (-BVvC) (Av-B)vC
{A,-B,C} {A,-B,C}
m ldempotenz
AVA AVAVA
{A} {A}
Abbildung 3.12: Zwischen Klauseln

und Formeln besteht keine Eins-zu-eins-
Beziehung. Jede Formel l&sst sich eindeutig
einer Klausel zuordnen, aber nicht um-
gekehrt. In der Klauseldarstellung sind
die Eigenschaften der Kommutativitat,
Assoziativitdt und Idempotenz implizit
vorhanden.

Auch wenn wir Klauseln fast immer wie Formeln behandeln werden,
sollten Sie stets daran denken, dass zwischen beiden Darstellungsfor-
men keine Eins-zu-eins-Beziehung besteht. Jede aussagenlogische For-
mel lasst sich eindeutig in eine Klausel verwandeln, aber nicht um-
gekehrt (vgl. Abbildung 3.12). Schuld daran ist die Mengendarstel-
lung, in der zum einen die Information Uber die Reihenfolge der Ele-
mente verloren geht und zum anderen jeder Term nur einmal aufge-
nommen werden kann. In einigen Anwendungsfallen ist dies gewollt.
So ist die Klauseldarstellung der Formeldarstellung immer dann tber-
legen, wenn die Kommutativitdt (F v G = GV F), die Assoziativitat
(FV(GVH)=(FVvG)VH) und die Idempotenz (F VF = F) keine
Rolle spielen.

3.1.3 Beweistheorie

In Abschnitt 3.1.1 haben wir die Semantik der Aussagenlogik Uber die
Modellrelation |= festgelegt und darauf aufbauend den Begriff der all-
gemeingultigen Formel definiert.

In diesem Abschnitt werden wir eine Reihe von Beweissystemen ein-
flihren, mit deren Hilfe sich die Allgemeingultigkeit einer Formel for-
mal beweisen lasst. Auch wenn die vorgestellten Systeme duBerlich be-
trachtet sehr unterschiedlich wirken, folgen sie alle dem gleichen An-
satz: Die Allgemeingultigkeit wird mit einem Regelsystem bewiesen,
das auf der symbolischen Manipulation von Zeichenketten beruht. Da
ein Beweis vollstandig auf der syntaktischen Ebene durchgefiihrt wird,
bendtigen wir keinerlei Wissen (iber Interpretationen, Modelle oder an-
dere Begriffe, die sich mit den semantischen Eigenschaften von For-
meln beschéftigen. Ein solches Regelsystem bezeichnen wir fortan als
Kalkiil.

Jeder Kalkdil definiert eine Ableitungsrelation F, die tber die folgenden
Beziehungen mit der Modellrelation |= verbunden ist:

% Definition 3.11 (Korrektheit, Vollstindigkeit)

Sei K ein aussagenlogischer Kalkil. Ist eine Formel F innerhalb
des Kalkuls ableitbar, so schreiben wir F¢ F.

m K heift korrekt, wenn aus ¢ F stets = F folgt.

m K heiBt vollstandig, wenn aus = F stets -« F folgt.




