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Vorwort

Das Buch entstand im Laufe der Unterrichtstitigkeit des Autors an der Inovatech, einer
Hoheren Fachschule fiir Technik. Technikerstudenten sind Praktiker mit einer ersten
Berufserfahrung. Das Schwergewicht wird deshalb im Unterricht, wo immer mdoglich, auf
die kiirzeste Verbindung von der Theorie zur praktischen Anwendung gelegt; auf Beweise,
die Diskussion exotischer Spezialfialle und theoretische Spitzfindigkeiten wird weitgehend
verzichtet, manchmal vielleicht vom Standpunkt der ,reinen Lehre“ aus betrachtet bis hart
an die Grenze des Vertretbaren. Auch wird darauf Wert gelegt, den Studierenden jeweils
eine Methode zu prasentieren, die immer anwendbar ist - wir sind der Ansicht, dass sich
der Technikerstudent nicht mit verschiedenen Methoden fiir die gleiche Problemlésung
belasten sollte.

Mathematik-Lehrbiicher fiir Techniker gibt es im deutschen Sprachraum schon mehrere.
Wir beginnen bei den Grundlagen, haben aber bewusst auch anspruchsvolle Beispiele und
Anwendungen eingeschlossen, die nicht zum Standardrepertoire fiir Techniker gehoren.
Es geht uns dabei darum, den Studierenden die Breite der Anwendbarkeit der vermittelten
Mathematik aufzuzeigen und sie darauf hinzuweisen, dass alles {iberall noch weitergeht.
Damit, und indem wir entsprechende Stichworte und Ankniipfungspunkte geben, méchten
wir interessierte Leser dazu ermutigen, selbstdndig ihre Kenntnisse zu erweitern und zu
vertiefen. Sehr viel Information kann im Internet gefunden werden, und es gibt ausge-
zeichnete weiterfiihrende Werke im Buchhandel (siehe Literaturverzeichnis).

Bei Herleitungen und Berechnungen haben wir darauf geachtet, alle wichtigen Schritte
und Konzepte aufzuzeigen. Wir hoffen deshalb, dass das Buch auch beim Selbststudium
von Nutzen sei. Fundierte Kritik und Verbesserungsvorschldge nehmen wir gerne ent-
gegen.

Die Aufteilung des Stoffes auf die Semester im Inovatech-Lehrplan ist ungefahr folgende:
1. Semester Kapitel 1 und 2, 2. Semester Kapitel 3 bis 5, 3. Semester Kapitel 6 bis 8,
4. Semester Kapitel 8 (Rest Anwendungen) und 9 sowie, je nach vorhandener Zeit, weitere
Anwendungen, z.B. aus Mechanik oder Elektrotechnik. Nach den Sommerferien kommt im
vierten Semester bald die Zeit der Vorbereitung auf die Vordiplompriifung. Der Aufbau ist
so gehalten, dass die Betriebstechniker - die an der Inovatech nur zwei Semester Mathe-
matikunterricht erhalten - die Anwendungen von Ungleichungen (Abschnitte 4.2.6 und
4.2.7, Lineare Optimierung) und Statistik (Qualitatskontrolle) auch noch mitbekommen,
die sie im Beruf moglicherweise brauchen konnen. Den Betriebstechnikern zuliebe wurden
auch einzelne Beispiele aus der Wirtschaftsmathematik aufgenommen (2.9.2, 4.5). Diese
konnen natiirlich fiir andere Studienrichtungen ohne Nachteil iibersprungen werden.



6 Vorwort

An Taschenrechner werden keine besonderen Anforderungen gestellt; fast alle der im Kurs
zu losenden Probleme sind mit einem TI-30 eco RS zu bewdéltigen, der einfach und intuitiv
zu bedienen ist. Gut geeignet fiir Techniker ist der etwas anspruchsvollere TI-30X Pro, der
quadratische und kubische Gleichungen sowie Gleichungssysteme mit 2 und 3 Unbekannten
10st, Integrale numerisch auswertet, und, neben statistischen Berechnungen und Regres-
sionen, sogar einen beschrdnkt brauchbaren numerischen Gleichungsloser enthdlt. Mit
programmierbaren Rechnern sind die meisten unserer Studierenden iiberfordert - im
Unterricht kann dazu keine Unterstiitzung geleistet werden - und die kompliziertere
Bedienung wirkt sich als Nachteil aus.

Immer haufiger wird im Alltag fiir Berechnungen direkt der PC eingesetzt, was die Doku-
mentation und Wiederverwendung umfangreicher Berechnungsvorgiange ermoglicht. Wir
bevorzugen dafiir Mathcad, fiir tabellenorientierte Anwendungen Excel, und stellen dazu
auch Beispiele zur Verfligung. Verhangnisvoll ist, wenn der Studierende die Mathematik
darauf reduziert, welches Programm-Icon zu welcher Art von Aufgabe gehort - damit lernt
man keine mathematischen Zusammenhénge erkennen und wird versagen, wenn man in
Priifungen oder im Berufsleben Probleme losen sollte, die iber Routinearbeiten auf Sach-
bearbeiterniveau hinausgehen.

Ich danke dem Fachbuchverlag Leipzig und seinen Mitarbeitern, insbesondere der Lekto-
rin Frau Chr. Fritzsch fiir ihre sehr engagierte, umsichtige und professionelle Unterstiit-
zung und Beharrlichkeit wiahrend der nicht immer einfachen Vorbereitungszeit, und Frau
K. Wulst fiir ihre wertvollen Beitrage zur Gestaltung.

Zum Schluss mochte ich mich bei der Schulleitung der Inovatech dafiir bedanken, dass sie
Vorschlagen gegeniiber stets aufgeschlossen ist und eine Atmosphédre des Vertrauens
schafft, in der der Dozent bei der Vermittlung der Lehrinhalte Freiheit genieft und nicht
iiber Geblihr administrativ belastet wird.

Rickenbach im Sommer 2015 Stephan Bucher



Inhalt

B Vorwort ... 5
Bl Grundlagen ......... ... 15
1.1 DieZahlen ... ...t e 15
1.2 Arithmetische Grundoperationen ............. ... ... ... ... ... ... 16
1.3 Rechenregeln ........ ... it 16
1.3.1  Reihenfolge der Operanden .............................. 16

1.3.2  Vorzeichen .......... ... it 16

1.3.3  Reihenfolge der Operationen ............................. 17

1.3.4  Addition und Subtraktion von Klammerausdriicken ......... 18

1.3.5  Multiplikation von Klammerausdriicken ................... 18

1.4 Bruchrechnen ............ .. . i 18
141 Begriffe ... 18

1.4.2  Addition von Briichen; das kleinste gemeinsame Vielfache .... 19

143 KUTZEN ..o 20

1.4.4  Multiplikation von Briichen ............... ... ... .. ... 21

1.4.5 Divisionvon Briichen ............ ... ... .. ... ... . ..., 21

1.4.6  Umwandlung von Dezimalbriichen in Briiche ............... 22

1.5 Potenzenund Wurzeln ........ .. .. i 22
1.5.1  Potenzen............oioiiiin 22

1.5.2  Quadratische binomische Ausdriicke ...................... 23

1.5.3  Hohere Potenzen binomischer Ausdriicke .................. 24

1.5.4  Wurzeln . ... 25

1.6 Logarithmen .......... ... ... iiiiiiii i, 26
1.6.1  Begriff ... .. . 26

1.6.2  Rechenregeln ........ ... ..., 27

1.6.3  Wechselder Basis ..., 27

1.6.4  Die Bedeutung der Logarithmen .......................... 28

1.7 ZahlensSysteme .. ...ttt e 29
1.8 Ubungsaufgaben .. ...............o.eiuiieii 30
1.8.1  ZuAbschnitt 1.3 ... .. 30

1.8.2  ZuAbschnitt 1.4 ... .. 31

1.8.3  ZuAbschnitt 1.5 ... ... 32

1.8.4 ZuAbschnitt 1.6 ... ... ... . 33



Inhalt

Gleichungen ....... ... i e 34
2.1 Begriffe .. ..o 34
2.2 Das Umformen von Gleichungen ............ ... .. ... ..., 35
221 Begriff ... 35
2.2.2  Aquivalenzumformungen .................. ..., 35
2.2.3  Nichtaquivalente Umformungen .......................... 35
2.3 Lineare Gleichungen mit einer Unbekannten ...................... 36
2.3.1 Losungsverfahren ...............c..oiiiiineinnnennnnn. 36
2.3.2 Angewandte Aufgaben .............. ... ... i, 36
2.4 Systeme linearer Gleichungen mit mehreren Unbekannten .......... 37
241 Grundlagen ........iiii e 37
2.4.2  Losung durch Substitution .............. ... .. ... ... 38
2.4.3 Losung mit Matrizenrechnung ................ ... ..., 38
244  Losung eines Gleichungssystems mit der
Determinantenmethode ........... ... ... ... ... ... 40
2.5 Quadratische Gleichungen ........... ... ..ot inn... 42
2.5.1 Allgemeine Losungsformel ............. ... ... ... ... .... 42
252 DerSatzvonVieta ...........c.ooiiiiiiiiiiiiiiiiiian. 43
2.6 Algebraische Gleichungen hoheren Grades ........................ 44
2.6.1  LOSUNZEN ..\ttt ettt it et et e 44
2.6.2 Losung mitdem TI-30X Pro ..............ccoviiiin.... 44
2.7 Nichtlineare Gleichungssysteme mit 2 Unbekannten ................ 45
2.7.1 Losungsverfahren .......... ... ..., 45
2.7.2  Anwendungsbeispiel: Koordinatenbestimmung ............. 45
2.8 Wurzelgleichungen ......... ..o i i i 47
2.9 Exponentialgleichungen ........... ... i, 49
2.9.1  Losungsmethodik ............ ... oo, 49
2.9.2  Zins- und Investitionsrechnung .......................... 51
2.10 ,Unlosbare” Gleichungen: Der numerische Gleichungsloser
des TI-80X Pro .. oot 53
2.11 Ungleichungen ........ ..o i i 54
2.11.1 Definition . ....oon i e 54
2.11.2 Das Losen von Ungleichungen ........................... 55
2.11.3 Lineare Ungleichungen ............. ... ... .. oot 55
2.11.4 Nichtlineare Ungleichungen ............... ... ... ... ..... 56
2.12 Ubungsaufgaben . ..............c.iueiuii i 59
2.12.1 ZuAbschnitt 2.2 ... .. . 59
2.12.2 ZuAbschnitt 2.3 ... .. . 59
2.12.3 Zu Abschnitt 2.4 ... 63
2124 ZuAbschnitt 2.5 ... 66
2125 ZuAbschnitt 2.6 ... 67
2.12.6 Zu Abschnitt 2.7 ... 68
2.12.7 ZuAbschnitt 2.8 ... .. . . 69
2.12.8 Zu Abschnitt 2.9 ... 69

2.12.9 ZuAbschnitt 2.10 ... .. i 70



Inhalt 9

Trigonometrie ........ ... i 71

3.1 WInKel ..o 71

3.2 Die Winkelfunktionen .......... .. .. .t 72

3.2.1  Definition am rechtwinkligen Dreieck ..................... 72

3.2.2  Umrechnungen, Darstellung am Einheitskreis .............. 73

3.3 Berechnungenam Dreieck ........... ... .. i, 75

3.3.1 Beziehungen im rechtwinkligen Dreieck ................... 75

3.3.2  Dreiecksflache ....... ... . i 76

3.3.3  DerSinussatz ...........iiiii 76

3.34 DerKosinussatz .............iiiiiiiiiiiii i 77

3.4 Weitere Formeln ....... ... i 78

3.4.1 Additionstheoreme ........... . ... ... .. 78

3.4.2  Winkelfunktionen fiir doppelte und halbe Winkel ........... 79

3.4.3 Halbwinkelformeln ........... . ... ... o i 80

3.5 Das Losen goniometrischer Gleichungen .......................... 81

3.6 ANWENAUNZEN ...ttt et it et e 85

3.6.1 Klassische Vermessungsaufgaben ........................ 85

3.6.2  Vermessung beim Tunnelbau ............................ 88

3.6.3  Schallmessortung . .........c.ouuieeiineennneninennnnnnn. 88

3.7 Ubungsaufgaben ................ieiuii i 91

3.7.1 ZuAbschnitt 3.2 ... ... .. . 91

3.7.2 ZuAbschnitt3.3 ... ... . 92

3.7.3 ZuAbschnitt 3.4.1 ... . . 93

374 ZuAbschnitt3.5 ... .. ... 93

Funktionen ......... ... ... 94

4.1 Der Funktionsbegriff ......... .. .. 94

4.2 Lineare Funktionen ........... ... ... i 95
4.2.1  Ganzrationale Funktionen: Begriff und allgemeine

Eigenschaften ......... ... .. .. . i 95

4.2.2  Eigenschaften linearer Funktionen ........................ 95

4.2.3  Anwendungsbeispiel: Schnittpunkt ....................... 98

4.2.4  Graphische Darstellung linearer Gleichungssysteme ......... 99

4.2.,5 Lineare Ungleichungen in 2 Variablen ..................... 100

4.2.6  Systeme linearer Ungleichungen in 2 Variablen ............. 101

4.2.7 Lineare Optimierung .............couiuiiniinninnennnn.. 102

4.3 Quadratische Funktionen ......... ... ... .. i .. 105

4.4 Ganzrationale Funktionen hoheren Grades ........................ 107

4.5 Anwendung ganzrationaler Funktionen ................. ... ... ... 110

4.6 Gebrochenrationale Funktionen ........... ... ... . .. ... ... 114

4.6.1  Begriff und allgemeine Eigenschaften ..................... 114

4.6.2  ASYMPIOTEN o\ttt ettt e 115

4.7 Potenz- und Wurzelfunktionen ............. ... . ... .. .. 117

4.7.1  Potenzfunktionen ........... ... ... i 117

4.7.2  Wurzelfunktionen .......... . ... i 117

4.7.3 Beispiele .. ... 118



10 Inhalt
4.8 Exponentialfunktionen ........ ... .. .. . i 122
4.8.1  Allgemeine Eigenschaften ............... ... .. ... ... ... 122
4.8.2 Beispiele ... ..o 123
Radioaktiver Zerfall ......... ... ... . . 124
4.9 Logarithmusfunktionen .......... ... . ... ... i, 127
4.10 Trigonometrische Funktionen ............. ... ... . i, 127
4.10.1 Periodizitdt ... . 127
4.10.2 Funktionen mit Parametern ........... ... . ... . ... ... 128
4.10.3 Schwingungen inder Technik ............................ 129
4.11 Umkehrfunktionen ......... ... it 130
4111 Begriff ..o e 130
4.11.2 Bestimmung der Umkehrfunktion ........................ 130
4.11.3 Einige Funktionen und ihre Umkehrungen ................. 131
4.11.4 Temperaturskala . ........c.coouiinninininininineen. 131
4.12 Ubungsaufgaben .. ..............cuiueiri 132
4.12.1 Zu Abschnitt 4.2 ... . e 132
4.12.2 Zu Abschnitt 4.3 .. ... e 135
4.12.3 Zu Abschnitt 4.11.4 ... . e 136
E Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik ................. 137
51 Einflhrung......... ..o i e 137
5.2 Zufall und Wahrscheinlichkeit............ ... ... ... ... ... 138
5.3 Einfache Kombinatorik ......... ... . .. i i 141
5.4 Binomialverteilung ............ o i 143
54.1  Grundlagen ..........iiiiii e 143
5.4.2  Anwendungsbeispiel: Qualitatskontrolle ................... 145
5.4.3  Verallgemeinerung: Multinomiale Verteilung ............... 147
5.5 Beschreibung einer statistischen Gesamtheit ...................... 147
55.1  Sreuung .........ooiiiii i 147
5.5.2  Wahrscheinlichkeitsverteilungen ......................... 147
5.5.3  Mittelwert und Standardabweichung ...................... 150
5.5.4  Beschreibung einer Gesamtheit von Daten mit KenngroBen ... 151
5.6 Die Normalverteilung ........ ...t 152
5.7 MessdatenauSWertung .. ......vuuvint ettt 156
5.7.1  Resultatangabe und Vertrauensintervall ................... 156
5.7.2  Ausgleichsrechnung .......... ... ... ... 157
5.8 Statistische Entscheidungsfindung .............. ... ... ... ... ..... 161
5.8.1  Statistisches Testen . .............o .. 161
5.8.2  Prozessbeherrschung ............ ... .. ... ... ... 163
5.9 Elektronische Hilfsmittel ........... ... ... i, 164
5.10 Ubungsaufgaben . ..............oiueirie i 165
5.10.1 Zu Abschnitt 5.4 .. ... ... 165
5.10.2 Zu Abschnitt 5.5 ... ... . 166
5.10.3 Zu Abschnitt 5.6 ....... .. i 167
5.10.4 Zu Abschnitt 5.7 ... .. . 167

5.10.5 ZuAbschnitt 5.8 . ... ... 170



Inhalt 11

Komplexe Zahlen ........... oo i it 172
6.1 Definition und Grundbegriffe ............ ... ... ... ... 172
6.1.1  Definition ......ooo i 172
6.1.2  Die GauB’sche Zahlenebene .............. ... .. ... 173
6.1.3  Komplexe Konjugation ................. ..., 173
6.1.4  Betrag . ..ot 173
6.1.5  ATgUMENt .. ..ottt e 173
6.2 Darstellungsformen . .............ouiiiiineinerin i 174
6.2.1  Algebraische Form ............ ... . ... ... .. 174
6.2.2  Trigonometrische Form ................................. 174
6.2.3  UmrechnuUNZen . ...........covirneeineennnennennnnnnns 174
6.3 Die vier Grundrechenarten .......... ... ... ... 175
6.3.1  Addition und Subtraktion .............. .. ... .. 175
6.3.2  Multiplikation und Division .............................. 175

6.3.3  Multiplikation und Division in trigonometrischer
Darstellung ........ccooiiiin i i 176
6.3.4  Moglichkeiten des TI-30X Pro ............ ... .. 176
6.4 Hohere Rechenarten ........... ..o 177
641  POENZEN . ..ottt 177
642 Wurzeln ... 177
6.4.3  Exponentialfunktion ................ ... ... .. 177
6.5 Der Fundamentalsatz der Algebra .................ccciiiiinn... 178
6.6 Die Losungsformel der kubischen Gleichung ...................... 179
6.7 Anwendung: Wechselstromrechnung (Kurzer Abriss) ............... 180
6.7.1 Einflhrung ......... ... 0o 180
6.7.2  Uberlagerung von zwei Wechselspannungen ............... 181
6.7.3  Komplexe Widerstinde (Impedanzen) ..................... 182
Folgenund Reihen ........ ... ... .. i 184
7.1 Begriffe und Definitionen .......... ... ... i 184
7010 Folgen . ... 184
7.1.2  Relhen ... oo 185
7.2 Arithmetische Folgenund Reihen ........... ... ... .. ... ... ..... 186
7.2.1  Arithmetische Folgen .......... ... . ... ... ... 186
7.2.2  Arithmetische Reihen ......... .. ... ... ... .. . ... 186
7.3 Geometrische Folgenund Reihen ........... ... .. ... ... ........ 187
7.3.1  Geometrische Folgen ............ ... ... .. . i ... 187
7.3.2  Geometrische Reihen .......... ... ... . ... ... ... 187
7.3.3  Unendliche geometrische Reihen ......................... 187
7.4  Anwendung: Potenzreihen bekannter Funktionen .................. 188
7.5 Ubungsaufgaben ................ouiiirii 189
7.5.1  ZuAbschnitt 7.1 ... .. 189
7.5.2  ZuAbschnitt 7.2 ... ... .. 189

7.5.3 ZuAbschnitt 7.3 ... ... 190



12 Inhalt

ﬂ Differenzialrechnung .......... ... ... .. i i 191
8.1 Grundlagen . ...t e 191
8.1.1  Grenzwerte von Zahlenfolgen ............................ 191
8.1.2  Grenzwerte von Funktionen ............................. 192
8.1.3  StetigKeit .........cooiiiiiii i e 194
8.2 Die ADIeitUNG . ...t 194
8.2.1  Der Differenzialquotient . ............ ... ... ... ... ... 194
8.2.2  Wichtige Ableitungsregeln .......... ... .. ... ... 195
8.2.3  Die Ableitung ganzrationaler Funktionen .................. 197
8.2.4  Die Ableitungsfunktion ............. ... ... . ... 197
8.3 Die Bedeutung der 1. bis 3. Ableitung ............. ... ... ... ... 198
8.3.1  MaXima ...ttt e 198
8.3.2 Minima ... ..o e 199
8.3.3 Krimmung ...........ooiuuiiiiiiiiiiiii i 199
8.3.4  Wendepunkte ........ .. .. i 200
8.3.5 Beispiel ... 200
8.4 Weitere Ableitungsregeln ............ i 201
8.4.1 Produktregel ........ ... .. 201
8.4.2 Quotientenregel . .......... i 201
8.4.3 Kettenregel ........ ..o 202
8.4.4  Die Ableitung der trigonometrischen Funktionen ........... 203
8.4.5 Die Ableitung von Logarithmusfunktionen ................. 204
8.4.6  Die Ableitung der Umkehrfunktion ....................... 205
8.4.7 Die Ableitung von Exponentialfunktionen .................. 206
8.5 Funktionen mit mehreren Variablen .............. ... ... ...... 206
8.6 ANWENAUNGZEN . ...ttt ittt e e et 206
8.6.1 Kurvendiskussion .............ccoiiiiiiiiiiiiiiii. 206
8.6.2  Extremwertprobleme ............... ... 207
8.6.3  Einige Extremalprinzipien aus der Physik .................. 208
8.6.4  Ausgleichsrechnung: Beispiel Lineare Regression ........... 210
8.6.5 Maschinenbau: Wechselkrifte in einer Kolbenmaschine . .. ... 211

8.6.6  Das Newton-Verfahren zur numerischen Auflosung
von Gleichungen ........ ... .. . i 214
8.6.7  Vereinfachung des Newton-Verfahrens: Regula falsi ......... 218

8.7

8.6.8  Bestimmung aller Losungen einer algebraischen Gleichung ... 219
8.6.9  Parameterbestimmung in der Physik: Gas-Zustandsgleichung 220

8.6.10 Fehlerfortpflanzung ............... .o iiiiiiiinn... 222
8.6.11 Unsicherheitsabschéatzung ............... ... ... ... .... 223
Ubungsaufgaben .. ............ouiniiii 224
8.7.1 ZuAbschnitt 8.1 ... .. ... ... 224
8.7.2 ZuAbschnitt 8.2 ... ... .. .. 225
8.7.3 ZuAbschnitt 8.3 ... ... ... ... 225
874 ZuAbschnitt 8.4 ... .. ... . . 225

8.7.5 ZuAbschnitt 8.6.2 ... ... .. 227



Inhalt 13

n Integralrechnung ........ ... . .. . i 231

9.1 Das bestimmte Integral ............ ... i 231

9.1.1  Begriffe und Grundlagen ............... ... ... ... ... 231

9.1.2  Berechnung bestimmter Integrale ........................ 232

9.2 Die Stammfunktion und ihre Ableitung .............. ... ... . .... 233

9.3 Dasunbestimmte Integral ............ ... ... . i 234

9.4 Integrationsregeln . ....... ...t 235

9.4.1 Integrationsregeln aus Ableitungsregeln ................... 235

9.4.2  Logarithmische Ableitung .............. ... ... ....... 236

9.4.3 Partielle Integration ........... ... ... .. 236

9.4.4 Integration durch Substitution ............... ... ... ... 237

9.5 Numerische Integration ............ .. .. .. 237

9.5.1 Integration durch Approximation ......................... 237

9.5.2  Trapez-Integration ........... . ... ... 238

9.5.3 Romberg-Integration ........... ... ... .. .. 238

9.6 ANWENdUNGZEN ...ttt ettt 239

9.6.1  Mittelwert einer Funktion in einem Intervall ............... 239

9.6.2  Flachenschwerpunkt .......... ... ... .. 240

0.6.3 Bogenlinge .............iiiiiii 241

9.6.4  Linienschwerpunkt ........ ... o il 242

9.6.5 Fldachen- und Tragheitsmomente .......................... 243

9.6.6  Arbeit/Energie bei ortsabhdngiger Kraft ................... 244

90.6.7 DasRC-Glied ....... ...t 246

9.6.8  Leistung des Wechselstroms ...................... . ..... 247

9.6.9  Frequenzanalyse (Fourier-Analyse, harmonische Analyse) .... 249

0.6.10 Seilreibung . ...... ... 253

0.6.11 AbKGhIung . ... ... 254

9.6.12 Barometrische Hohenformel .................... ... ..... 256
9.6.13 Berechnung des Integrals einer punktweise gegebenen

Funktion ........ .. i 257

9.6.14 Bewegungsprobleme in der Physik ........................ 257

. Literaturverzeichnis .......... ... ... .. i 259

I sachwortverzeichnis .......................oc 261



26 1 Grundlagen

Es liegt deshalb nahe, zu definieren (mit n = 0)

1

aZ:\/E
1

a":(l/a

m
Das ist eine Erweiterung des Potenzbegriffs. Bei ganzzahligen Exponenten kann eine Potenz
immer auch als Multiplikation geschrieben werden - das geht jetzt nicht mehr!

Mit dieser Schreibweise kann man mit Wurzeln mit den Rechenregeln des Potenzrechnens
1.5.1 rechnen und erhélt verniinftige Resultate.

Mit dieser Erweiterung konnen wir (wenigstens theoretisch) Potenzen mit beliebigen
rationalen Exponenten berechnen. Das heiBt nichts anderes, als dass wir Potenzen mit

beliebigen Exponenten berechnen kénnen!
|

Beim Rechnen mit Wurzeln ist es hdufig sinnvoll, diese als Potenzen zu schreiben, da die
Rechnerei mit den Exponenten normalerweise einfacher und weniger fehleranfallig ist.

Beispiel:

7
122 37! .[14L
\fgfz

Noch eine Bemerkung zu den Vorzeichen: Ungeradzahlige Wurzeln sind die einzigen
Potenzen negativer Zahlen mit gebrochenen Exponenten, die in R existieren!

7
1 1

1

= —.7

1 1 2. —-7

:31'[ 12]4 231'[ 12]4 =33 1 =3'.3'=30=1
3" 3"

M 1.6 Logarithmen

1.6.1 Begriff

In 1.5.4 haben wir gesehen, dass man Potenzen mit beliebigen (rationalen) Exponenten
bilden kann. Umgekehrt kann man auch jede positive Zahl als Potenz einer beliebigen
positiven Basis #1 darstellen. Das ist die Grundlage der Logarithmen.

Bezeichnungen:
y=a
Man nennt z den Logarithmus, a die Basis und y den Numerus.

In der Technik ist diese Basis normalerweise die Zahl 10. Der Logarithmus ist die Zahl, die
man bei 10 in den Exponenten schreiben muss, um den gewiinschten Wert zu erhalten.
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Der Logarithmus von 100 zur Basis 10 ist 2, denn 10? = 100. Der Logarithmus von 1000
ist 3, der Logarithmus von 0,1 ist -1, etc.

Schreibweise: log,,(100) = 2.

Beim Logarithmieren bestimmt man bei gegebener Basis den Exponenten einer Potenz.
|

1.6.2 Rechenregeln

Entsprechend 1.5.1 gelten fiir Logarithmen folgende Rechengesetze (die Basis 10 wird hier
nur als Beispiel gewéahlt):

u-v=101w. 10 = 1Qlsw*1sM = Jog(u - v) = log(u) + log(v) (1.8)
= log(u/v) = log(u) - log(v) (1.9)
log(a®) =log(a-a-a-a-...) = log(a®) = b - log(a) (1.10)

1.6.3 Wechsel der Basis

Gebrauchliche Logarithmensysteme sind:

= 1g(x) = log;y(x): dekadische Logarithmen (Basis 10), hidufig auch einfach log(x)
= In(x) = log,(x): natiirliche Logarithmen (Basis e = 2,7182818 ..., mehr in 4.8.1)
= 1b(x) = log,(x): duale (,bindre“) Logarithmen (Basis 2)

Der TI-30 kennt Zehnerlogarithmen LOG und natiirliche Logarithmen LN.

Wenn wir die Logarithmen in einer Basis kennen, konnen wir sie sofort in eine beliebige
andere positive Basis umrechnen.

Beispiel:

1.23  Gesucht sei der Logarithmus von 17 zur Basis 3, z =10g,(17), wenn die Logarithmen
zur Basis 10 bekannt sind. Nun ist
37 =17
z
(101g(3)) =17

1g[(1o‘g<3))z] — z.1g(3)-1g(10) = Ig(17)

-

z=log,(17)= %(137)) =2.578901923
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Entsprechend bestehen folgende Umrechnungen:

Ig(x)= = =0.43429-In(x
g(x) 03 (%)

In(x)=—=—

= =2.303-Ig(x
Ige)  0.43429 8

Beim Wechsel der Basis werden also alle Logarithmen einfach mit einer konstanten Zahl
multipliziert.

Eine weitere niitzliche und leicht zu merkende Beziehung ist
b= alogﬂ(b)

1 = log,(b)
4= blog,,(a) = alogb(a) —b

= log, (b) -log,, (a) =1

- log, (@)

1.6.4 Die Bedeutung der Logarithmen

Man kann jede beliebige positive Zahl als Potenz einer gegebenen positiven Zahl, z.B. 10,
darstellen. Es ist

10-' =0,1
100 =1
100 =10
102 =100
10° =1000

und so weiter. Fiir die Zahlen zwischen 1 und 10 liegt der Exponent, d.h. der Logarithmus
zur Basis 10, dann zwischen 0 und 1, fiir Zahlen zwischen 10 und 100 zwischen 1 und 2,
etc. Bei einer Zahl, die 10x groBer ist als eine andere, ist der Logarithmus einfach um 1
groBer. Man muss also die Logarithmen nur fiir einen 10er-Bereich kennen, beispielsweise
fiir die Zahlen zwischen 1 und 10, und kann dazu ganzzahlige Zusitze addieren.

Daher kommt die sehr groBe Bedeutung, die friiher (bevor es Rechenmaschinen gab) die
Logarithmen hatten. Mithilfe von Logarithmentafeln (fiir den Bereich von 1 bis 10) wurden
aus Multiplikationen Additionen, aus Wurzeln Divisionen und aus Potenzen Multiplikatio-
nen, sodass auch komplexe Berechnungen von Hand durchfiihrbar wurden.

Der bis zum Aufkommen elektronischer Rechner nach 1970 weit verbreitete Rechenschie-
ber enthalt zwei gegeneinander verschiebbare logarithmische Skalen. Dadurch kann ein
Logarithmus zu einem anderen addiert und das Resultat einer Multiplikation (bzw. Divi-
sion) direkt abgelesen werden.

Als Hilfsmittel zum numerischen Rechnen haben die Logarithmen die tiberragende Bedeu-
tung, die sie wiahrend Jahrhunderten und bis etwa 1970 hatten, vollstindig verloren.



1.7 Zahlensysteme 29

Sie sind aber nach wie vor bedeutsam, weil zahlreiche wichtige GroBen, die sehr groBe
Bereiche abdecken, logarithmisch sinnvoll dargestellt werden konnen (wir kennen die
Richterskala fiir die in Erdbeben freigesetzte Energie, und viele Sinneswahrnehmungen
sind auf einer logarithmischen Skala empfindlich, beispielsweise das Gehor: die Dezibel-
skala ist eine logarithmische Skala). AuBerdem sind Zusammenhdnge zwischen GroBen
oft in logarithmischer Darstellung einfacher; wir verweisen auch auf das Losen von Expo-
nentialgleichungen in 2.9.1 und die Bemerkungen am Ende von Abschnitt 5.7.2. Das wird
(hoffentlich) alles spater noch klarer werden.

Mithilfe der Logarithmen konnen wir GroBen berechnen, die der Taschenrechner nicht
darstellen kann, weil sie zu groB3 (oder zu klein) sind:
Beispiel:
1.24  Wie viel ist 36%1?
1g(368!) = 81 - 1g(36) = 126,0605026
3681 = 100060026 . 10126 = 1,149483024 - 10'%6

M 1.7 Zahlensysteme

Unser Zahlensystem ist auf Potenzen der Zahl 10 aufgebaut. Wir wissen, dass jede Ziffer
einer Zahl einen Zifferwert und einen Stellenwert hat. Der Zifferwert liegt zwischen 0 und 9,
beim Stellenwert kennen wir die Einer, Zehner, Hunderter etc.

Dieses System ermoglicht es uns, mit wenigen Ziffern alle fiir uns wichtigen Zahlen aufzu-
schreiben und mit ihnen zu rechnen. Man versuche das einmal mit romischen Zahlen!

Entscheidend war das Konzept der Zahl ,Null“.

Grundsétzlich kann man aus den Potenzen jeder Basis ein Zahlensystem aufbauen und mit
denselben Rechenregeln damit rechnen. Neben dem Zehner- oder Dezimalsystem sind
auch andere Zahlensysteme wichtig. Wir verwenden fiir oktal (Basis 8) die Ziffern 0 bis 7
und die Stellenwerte Einer, Achter, Vierundsechziger etc. Bei hexadezimal (Basis 16) ver-
wendet man zusitzlich die Ziffern A=10,B=11,C=12,D=13,E=14 und F = 15. Das ist
die Bedeutung der Zweitbelegung der Tasten 1 bis 6 mit den Buchstaben A - F beim TI-30X
Pro!

Beispiel:

1.25 327 dezimal =507 oktal = 147 hexadezimal
=3.102+2-10'+7-10° =5-82+0-8'+7.8° =1.16*+4-16'+7-16°
=3-100+2-10+7-1 =5.64+0-8+7-1 =1-256+4-16+7-1

Elektronische Rechner arbeiten bekanntlich mit zwei unterscheidbaren Zustanden elek-
tronischer Bausteine und rechnen deshalb im Zweier- oder Bindrsystem mit den Ziffern 0
und 1. Weil das fiir uns unhandlich lange Zahlen gibt, fassen wir 4 solcher ,bits“ zu einer
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100% —
90% ]
80% ~

70% /
60% //
50%

p
40% /
30% /
20% /
10%
0%
0 10 20 30 40 50 60

Anzahl Personen

Wie man sieht, nimmt die Wahrscheinlichkeit mit zunehmender Klassengrofe
rasch zu. Bei 23 Personen betragt sie bereits tiber 50 %, bei 50 Personen sind 97 %
erreicht und bei 60 sind wir bei 99,4 % angelangt!

Der TI-30X Pro berechnet derartige Produkte mit der Funktion math 6:prod(. Fiir
23 Personen bestimmt man diese Wahrscheinlichkeit mit

22 _
-1 [365 1 = 0507297234
365

B 5.3 Einfache Kombinatorik

Bei der Kombinatorik geht es darum, die Anzahl Zustinde (Resultate) zu berechnen, die in
bestimmten Fallen moglich sind. Damit lassen sich die Wahrscheinlichkeiten des Eintre-
tens der einzelnen Ereignisse oder Resultate berechnen.

Wie viele 3-stellige Zahlen konnen mit 3 verschiedenen Ziffern, z.B. 1, 2, 3 gebildet werden?

Bei der ersten Ziffer haben wir die Auswahl aus 3, bei der 2. noch aus 2 Ziffern, und fiir die
letzte gibt es nur noch eine Moglichkeit. Es gibt also 3 - 2 - 1 = 6 Moglichkeiten: 123, 132,
213, 231, 312, 321. Man nennt diese Vertauschungen Permutationen der 3 Ziffern.

Definition:

nl=1-2-3....-(n-1) - n heiBt ,n Fakultit, und es gilt 0! = 1.
|

Auf dem TI-30 wird die Fakultat mit der Taste x! berechnet, wobei x < 69 sein muss, da der
TI-30 nur Zahlen bis 9,999999999 . 10% darstellen kann.

Falls eine Ziffer mehrfach vorkommt, sind natiirlich einige der Moglichkeiten gleich bzw.
ununterscheidbar. Falls eine Ziffer k-fach vorkommt, sind das k! Mdoglichkeiten. Mit n
Ziffern, unter denen k gleiche sind, kann man noch n!/k! verschiedene n-stellige Zahlen

|
bilden. Mit den Ziffern 1, 1, 1, 2, 2, 3, 3, 3, 3, 4, 5, 6 kinnen —— 2 — 1663200

verschiedene 12-stellige Zahlen gebildet werden. dt-2t-41t1i1
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Ein wichtiger Spezialfall ist der, wo wir zwei Ziffern haben, die je mehrfach vorkommen,
oder, sagen wir, p Zeichen ,a“ und q Zeichen ,b“, die nebeneinander angeordnet werden.
Wie viele verschiedene Anordnungen gibt es? Mit den oben angestellten Uberlegungen
folgt mitn=p+q

| | |
Anzahl — n: n: _ n:

plql pin—p) (n—q)q!

Diese Anzahl Kombinationen ist dieselbe GroBe wie der Binomialkoeffizient in 1.5.3, denn
es ist zum Beispiel

(a+b)’ =(a+b)-(a+b)-(a+b)
= aaa + aab + aba + abb + baa + bab + bba + bbb

= aaa + aab + aba + baa + abb + bab + bba + bbb
3a%b 3ab?

Beim Ausmultiplizieren entstehen alle 2°=8 mdoglichen Anordnungen von je einem
|
Element aus jeder Klammer. ,aab“, ,aba“ und ,baa“ sind alle % =3 moglichen Anord-

nungen von 2 ,a“ und 1 ,b“. Weil es beim Multiplizieren nicﬁt aiuf die Reihenfolge der
Faktoren ankommt (1.3.1), konnen wir die Terme mit dem gleichen Wert zusammenfassen.
Die Binomialkoeffizienten geben an, wie viele das sind.

Wir bezeichnen Binomialkoeffizienten mit dem Symbol ,n tiber kK,

[Z]:#!—k)!:[nik] (5.1)

n
n—k

(n_k);.(ni(n_k>)!:(n—k);.kz

net diesen Binomialkoeffizienten durch n nCr k =.

denn . Es ist immer k < n. Der TI-30 berech-

Das Pascal’sche Dreieck konnen wir mit Binomialkoeffizienten wie folgt darstellen:

-
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Beispiele:

5.9  Wie viele 3-stellige Zahlen kann man aus 7 verschiedenen Ziffern bilden? Mit der
gleichen Uberlegung wie weiter oben erhalten wir: Bei der ersten Ziffer haben wir
die Auswahl aus 7, bei der zweiten aus 6, bei der dritten aus 5, also 7 - 6 - 5 = 210
Moglichkeiten. Diese GroBe, die Anzahl Permutationen von 3 Elementen aus 7, wird
beim TI-30 mit der Taste nPr berechnet, 7 nPr 3 = 210.

5.10 Um beim Zahlenlotto 6 Zahlen aus 45 zu ziehen, gibt es 45 nPr 6 = 5864443200
Maoglichkeiten. Davon unterscheiden sich jeweils 6! = 720 nur durch die Reihenfolge,
es bleiben also noch 8 145060 Moglichkeiten, wenn wir die Reihenfolge auBer acht
lassen. Diese GroBe ist wieder dieselbe wie der Binomialkoeffizient, denn

45-44-43-42-41.40 451 (45] (45
1.2:3-4.5-6 39161 (39) | 6

] =8145060.

M 5.4 Binomialverteilung

5.4.1 Grundlagen

Eine Wahrscheinlichkeit ist eine Zahl zwischen 0 und 1, die ein MaB fiir das Eintreten
eines bestimmten Ereignisses ist, beispielsweise ob eine geworfene Miinze mit der Kopf-
oder Zahlseite nach oben zu liegen kommt oder ob ein Kind ein Knabe oder Madchen ist.
Bei Wahrscheinlichkeit O tritt ein Ereignis nie ein, bei 1 immer. Bei einer idealen Miinze
ist die Wahrscheinlichkeit fiir Kopf und fiir Zahl beide Male 0,5 oder 50 %. Die Wahrschein-
lichkeit fiir entweder Kopf oder Zahl ist 0,5 + 0,5 = 1, denn es kommt immer entweder Kopf
oder Zahl heraus (die entfernte Moglichkeit ,Kante“ vernachldssigen wir hier bewusst).

Den Geburtenregistern entnimmt man, dass ein Kind mit der Wahrscheinlichkeit p, = 0,52
ein Knabe und mit p,, = 0,48 ein Madchen ist. (Die Natur hat das vermutlich so eingestellt,
weil die Kindersterblichkeit bei Knaben leicht hoher ist.) Eine Familie mit drei Kindern
kann also wie folgt zusammengesetzt sein:

Reihenfolge Wahrscheinlichkeit Mogllchkelten

3 Knaben “Pr -

2 Knaben, 1 Madchen KKM Dx  Px - Pu =P’ Pur 3
KMK Px - Py - P = P’ - Py
MKK Put - Px - Px = P’ - Par

1 Knabe, 2 Madchen KMM Pi * Pur - P = Pxc - Pai> 3
MKM Par Pi P = Pic* Por”
MMK Put Py Px = Px- Pat”

3 Madchen MMM Do~ Par - Pur = Pol’ 1

Total 8
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Die Wahrscheinlichkeit fiir 3 Knaben betrigt also p,’ = 0,14, die fiir 2 Knaben und 1 Mid-
chen betrigt 3 - p,* - p,, = 0,39, die fiir 1 Knaben und 2 Madchen betrégt 3 - p; - p,/° = 0,36,
die fiir 3 Midchen betrigt p,* = 0,11. Zusammen gibt das wieder 1.

Wenn wir den Ausdruck (px + py) - (Px + Pu) - (Px + py) ausmultiplizieren, wo die erste
Klammer das erste Kind bedeutet, die zweite das zweite usw., erhalten wir (vgl. 1.5.3 und
5.3)

3
(Px +Pu) =Py +3-Pk o +3-Py - Phy + Py

3 3 3 3
=[ ]-p13<~P24+ [2]-/92-% + [l]w}«pil +[O]~p?<~pi4

3

Wsk fiir Wsk fiir 2 Knaben — Wsk fiir 1 Knaben Wsk fiir

3 Knaben und und 1 Mddchen und 2 Mddchen 0 Knaben und

0 Mddchen 3 Mddchen
=1

also gerade samtliche in der Tabelle enthaltenen Moglichkeiten. Die Anzahlen der ver-
schiedenen Moglichkeiten sind die bekannten Binomialkoeffizienten. Der Ausdruck hat
offensichtlich den Wert 1, weil p; + p,, = 1. Das entspricht der Tatsache, dass die Wahr-
scheinlichkeit 1 ist, bei 3 Kindern irgend eines der Resultate (3K, 2K+1M, 1K+2M, 3M) zu
erhalten.

Wir konnen jetzt verallgemeinern und zusammenfassen:

Wenn wir n unabhéngige Ereignisse haben, von denen jedes entweder mit der Einzelwahr-
scheinlichkeit p, das Resultat A oder mit der Einzelwahrscheinlichkeit p, das Resultat B
erzeugt, wobei p, + pg = 1, so ist die Wahrscheinlichkeit fiir k Ereignisse A

kx|
b

Dieser Ausdruck entspricht natiirlich, was gleichbedeutend ist, auch der Wahrscheinlich-
keit fiir n - k Ereignisse B. Man nennt diese Verteilung eine Binomialverteilung oder Ber-
noulliverteilung'. Sie ist iiberall anwendbar, wo Ereignisse zwei mdgliche Resultate haben.

pl) = pi-(1=py) (5.2)

Beim TI-30X Pro ist p(k) als Funktion distr Binomialpdf programmiert. Wird fiir x
LIST gewdhlt, kann die Funktion fiir Werte in der Datentabelle ausgewertet und in einer
anderen Spalte der Datentabelle abgelegt werden, fiir ALL wird die Funktion fiir alle k mit
0 <k < n <41 ausgewertet und kann ebenfalls in der Datentabelle abgespeichert werden
(die Datentabelle hat maximal 42 Zeilen).

1 Jakob Bernoulli, Basler Mathematiker, 1654 -1705: Ars Coniectandi (1713 posthum erschienen)
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Auf unser Beispiel 5.1 iibertragen, heif3it das:

Ereignis entspricht Miinzenwurf
Resultat A entspricht Kopf
Resultat B entspricht Zahl

Da entspricht 0,5

Ds entspricht 0,5

Die im Beispiel gefundenen Werte miissten ,theoretisch also wie folgt erwartet werden:

Kopfe Anzahl theor. Wahrscheinlichkeit theoretisch erwartet

0 38 1-0,5°-0,5°=0,03125 1000-0,03125 = 31,25
1 144 5-0,5'-0,5*=0,15625 1000-0,15625 = 156,25
2 342 10-0,5%2-0,5° = 0,31250 1000-0,3125 = 312,50
3 287 10-0,5%-0,5% = 0,31250 1000-0,3125 = 312,50
4 164 5-0,5*-0,5' = 0,15625 1000-0,15625 = 156,25
5 25 1-0,5°-0,5°=0,03125 1000-0,03125= 31,25
Total 1000 1,00000 1000,00

Woher kommen in der Realitdit Abweichungen von der Theorie? Zufillige Abweichungen
treten als Folge der sog. Streuung immer auf, die sind aber bei jeder Wiederholung des
Versuchs anders. Bei systematischen Abweichungen muss geargwohnt werden, dass nicht
alle Miinzen perfekt sind, d.h. die Wahrscheinlichkeit fiir Kopf und Zahl nicht bei allen
Miinzen genau 0,5 ist. (AuBerdem gibt es neben ,Kopf* und ,Zahl“ auch eine ganz kleine
Wahrscheinlichkeit fiir ,Rand“!)

In 5.8.1 gehen wir der Frage nach, ob in der Realitiat beobachtete Abweichungen plausibel
als Werk des ,Zufalls“ erklart werden konnen oder nicht.

5.4.2 Anwendungsbeispiel: Qualitatskontrolle

Ein Hindler kauft eine Ladung Apfel. Der Preis basiert darauf, dass nicht mehr als 4 % der
Apfel fleckig sind. Wie kann man diese Anforderung ,verniinftig priifen, ohne jeden Apfel
einzeln zu begutachten?

Losung: Man priift eine Stichprobe.

Jeder Apfel kann entweder fleckig sein oder nicht. Die angenommene Wahrscheinlichkeit
fiir ,fleckig® ist 4% oder 0,04, die fiir ,gut“ damit 0,96. Wir wollen berechnen, wie viele
Apfel unter dieser Annahme in einer zufillig gewihlten Stichprobe von 30 in 95 % der Fille
hochstens fleckig sein diirfen.
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Die Wahrscheinlichkeit, dass von den 30 Apfeln k fleckig sind, betrigt

30 0 30

0 pO)=| ) |0.04°:0.96" <0294 0,294
30 1 29

Lopl)=|" | -004':0.96” =0.367 0,661
30 2 28

2 p@)=| |:0.047:0.96% =0.222 0,883
30 3 27

3 pE)=| | 0.04%0.96” =0.086 0,969
30 4 26

4 p@)=| ) |0.04":0.96% =0.024 0,094

Mit 96,9 % Wahrscheinlichkeit sind also hochstens 3 (entweder 0 oder 1 oder 2 oder 3) der
30 Apfel fleckig. Die Wahrscheinlichkeit fiir 4 oder mehr fleckige Apfel betrégt 3,1 %, und
fiir 5 oder mehr noch 0,6 %. Beim TI-30X Pro: distr Binomialcdf.

Wenn wir in der Stichprobe 4 oder mehr fleckige Apfel finden, haben wir entweder ganz
groBes Pech bei der Ziehung der Muster gehabt oder es hat mehr als 4% fleckige Friichte in
der Sendung. Praktisches Vorgehen: Man zieht eine neue Stichprobe. Die Chance, zweimal
nacheinander groBes Pech bei der Ziehung zu haben, wird vernachlassigbar.

Theoretisch wiirden wir 30 - 0,04 = 1,2 fleckige Apfel erwarten. Da das Resultat ganzzahlig
sein muss, erhalten wir die groBte Wahrscheinlichkeit fiir den 1,2 am nédchsten liegenden
Wert 1.

Bei groBen Zahlen ist es einfacher, mit der sogenannten Poisson-Verteilung® zu rechnen,
die eine Anndherung an die Binomialverteilung darstellt. Sie ist im TI-30X Pro ebenfalls
programmiert. Wir gehen hier nicht auf Details ein.

20 Siméon Denis Poisson, franzésischer Physiker in Paris, 1781-1840
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Beispiel:
8.17 Bild 8.1 zeigt eine Ausgangsfunktion sowie ihre erste und zweite Ableitung,
f(x)=0.5x>—3x* +9

f'(x)=1.5x*—6x
f'(x)=3x-6
Die Funktion f hat bei x = 0 ein Maximum und bei x = 4 ein Minimum. An diesen
Stellen ist die Kurvensteigung = 0. Man sieht, dass die Ableitungsfunktion f” an die-
sen Stellen den Wert 0 annimmt. Weiter sieht man, dass die Ableitungsfunktion dort

> 0 ist, wo die Funktion ansteigt, und dort < 0 ist, wo f abnimmt. Dasselbe wie fiir f
und f” gilt fir f” und f”.

y=0.5x3-3.0x2- 0.0x + 9.0 //
\ -
y=3x-6
y=1.5x2-6.0x
y 0
s g /
-10
1 0 1 2 3 4 5

X

Bild 8.1 Ganzrationale Funktion 3. Grades mit 1. und 2. Ableitung

B 8.3 Die Bedeutung der 1. bis 3. Ableitung

8.3.1 Maxima

Wir sagen, eine Funktion f{x) habe an der Stelle x, ein Maximum, wenn fiir alle Werte f{x)
in einer kleinen Umgebung von x, gilt: f(x) < f(x,).

Dabei unterscheiden wir zwischen lokalen Maxima und einem globalen Maximum.
Bei Betrachtung eines Graphen mit einem Maximum stellen wir fest:

= Beim Maximum selber ist die Kurve horizontal, also ist die Steigung = 0.

= Links vom Maximum steigt die Kurve an, die Steigung ist > 0.

= Rechts vom Maximum nimmt die Kurve ab, die Steigung ist < 0.
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Zusammengefasst: Wenn wir von links nach rechts tiber das Maximum fahren, ist die Stei-
gung zuerst positiv, wird immer kleiner, geht durch null und wird dann negativ. Die Stei-
gung nimmt also, ausgehend von einem positiven Wert, laufend ab. Das heiBt, dass die
Steigung der Steigung negativ ist, also f”(x,) < 0.

f hat bei x, ein (lokales oder globales) Maximum < f’(x,) = 0 und f”(x,) < 0.

8.3.2 Minima

Wir sagen, eine Funktion f{x) habe an der Stelle x, ein Minimum, wenn fir alle Werte f(x)
in einer kleinen Umgebung von x, gilt: f{x) > f(x,).

Dabei unterscheiden wir zwischen lokalen Minima und einem globalen Minimum.
Bei Betrachtung eines Graphen mit einem Minimum stellen wir fest:

Beim Minimum selber ist die Kurve horizontal, also ist die Steigung = 0.

Links vom Minimum nimmt die Kurve ab, die Steigung ist < 0.

Rechts vom Minimum steigt die Kurve an, die Steigung ist > 0.

Zusammengefasst: Wenn wir von links nach rechts iber das Minimum fahren, ist die Stei-
gung zuerst negativ, geht durch null und wird dann positiv. Die Steigung nimmt also,
ausgehend von einem negativen Wert, laufend zu. Das heiBt, dass die Steigung der Steigung
positiv ist, also f”(x,) > 0.

f hat bei x, ein (lokales oder globales) Minimum < f'(x,) = 0 und f’(x,) > 0.

8.3.3 Kriimmung

Wir konnen zwei Arten von Kriimmungsverhalten unterscheiden: Linkskriimmung und
Rechtskriimmung (wie im StraBenverkehr).

Linkskriimmung:

Die Steigung nimmt von links nach rechts zu. (Das stimmt auch, wenn sie negativ ist
und weniger stark negativ wird.)

Eine GroBe, die zunimmt, hat eine positive Steigung.

Die Steigung der Steigung ist also bei Linkskrimmung positiv.
f(x) ist bei x, nach links gekriimmt < {”(x,) > 0.
Rechtskriimmung:

Die Steigung nimmt von links nach rechts ab. (Das stimmt auch, wenn sie negativ ist
und noch starker negativ wird.)

Eine GroBe, die abnimmt, hat eine negative Steigung.
Die Steigung der Steigung ist also bei Rechtskrimmung negativ.

f(x) ist bei x, nach rechts gekriimmt < {”(x,) < 0.
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