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2.1 Lineare Gleichungen
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Bestimmen Sie die Losungsmenge der Gleichung

2x — 1 2x—5_3x+5 4 —3x
7 14 14 21

Wir machen die Briiche gleichnamig und multiplizieren die Gleichung mit dem Hauptnen-

ner.
3-2.2x—1) 3-2x—5) 3-B3x+5) 2-(4—3x)
3-2.7 3-14 3-14 2.21
6-2x—1)—3-2x=5)=3-Bx+5)—2-(4—3x)

12x —6—6x +15=9x + 15— 8 + 6x
6x+9=15x+7

2 =9x
2
X ==
9
15
L=1-
9

Bestimmen Sie die Losungsmenge der Gleichung

2ax — 4a®

©

—3x 4+ 12a = 9¢
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Wir multiplizieren die Gleichung mit ¢ und erhalten

2ax —4a* —3cx + 12ac = 9¢2
2ax —3cx = 4a* — 12ac + 9¢*
x-(2a—3c) = 4a® — 12ac + 9¢?
_ (2a—3c)?
T 2a-3c
L ={2a—3c}

= 2a — 3¢

Bestimmen Sie die Losungsmenge der Gleichung
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a2 _ 2
v 2-av2 2-a2

x_(a2—2)-2af2_(a—ﬁ)(a+ﬁ)-2aﬁ_
C 2a-(av2-2) 2a-V2-(a—+v2)
L ={a+ 2}

Bestimmen Sie die Losungsmenge der Gleichung

a+2

2 3 _ 9
x—1 x+1 x2—-1

Gleichungen, bei denen die Variable im Nenner vorkommt, werden Bruchgleichungen ge-
nannt. Bei diesen Gleichungen ist zu priifen, fiir welche Werte ein Nenner Null werden kann.
Diese Zahlenwerte konnen nicht Losung sein, denn sie gehoren nicht zur Definitionsmenge D.

Zur Bestimmung der Definitionsmenge D setzen wir der Reihe nach die einzelnen Nenner
Null und erhalten x = 1 und x = —1. Damit lautet die Definitionsmenge

D=R\{l;-1}
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Die Gleichung 16sen wir, indem wir die Briiche durch Erweitern alle auf den gleichen Nenner —
den Hauptnenner —bringen und die ganze Gleichung mit diesem Nenner durchmultiplizieren.

Anmerkung
Bei der Berechnung des Hauptnenners geniigt es, das kleinste gemeinsame Vielfache (kgV) zu nehmen. Fak-
toren, die mehrfach vorkommen, werden nur einmal berticksichtigt. So sind in unserem Beispiel die Faktoren
(x — 1) und (x + 1) in (x> — 1) enthalten, so dass wir als Hauptnenner (x — 1)(x + 1) oder x> — 1 wiihlen und
nicht etwa (x — D)(x + D(x* — ).

2-(x+1) 3-(x—=1) 9

x=DEx+1)  x+Dx-1) x2—1

Die Multiplikation mit dem Hauptnenner fiihrt zu der Gleichung

2-x+D)+3-(x—-1)=9
2x4+2+4+3x-3=9

5x =10 oder x =2

L ={2}

Bestimmen Sie die Losungsmenge der Gleichung

2 - 1
x+1 l—x  x

Definitionsmenge D = R \ {—1;0; 1}

Wir machen die Gleichung bruchfrei, indem wir die Briiche wieder gleichnamig machen und
die Gleichung mit dem Hauptnenner (x + 1) - (1 — x) - x multiplizieren.

2-(1=x)-x L-(x+1D-x  1-(x+1D0—-x)
x+DA—-x)-x  (A-x)x+1D-x x(x+DH({1—-x)
2-1=x)-x+1-x+D-x=1-(x+1)(1—x)

2x —2x2 4+ x4+ x=1-—x2

3x =1 oder x =

L =

—_—— ] =
W =
——

Bestimmen Sie die Losungsmenge der Gleichung

3 2 2x +1

=0
x—1 x—3+x2—4x+3
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Definitionsmenge D = R \ {1;3}
3(x —3) 2(x—1) 2x +1 —0
(x—1D(x-3) (x—=3)(x—-1) x2—4x+3

Da (x —1)(x —3) = x? —4x + 3 ist, ist dies gleichzeitig der Hauptnenner. Wir multiplizieren
mit dem Hauptnenner und erhalten

3x—9—-2x+2+4+2x+1=0 oder
L ={2}

ST

Bestimmen Sie die Losungsmenge der Gleichung

3x—6=0; x=2

1 2x—=1)  3(x—1)
x—2 (x=2)(x—4) (A-x)(x—4)

Definitionsmenge D = R\ {1;2;4}
1. Losungsweg

1 2(x—1)

_ 3(x—1)
x—2 (x—=2)(x—4)

—(x—=1D(x—-4)

Wir kiirzen den letzten Bruchterm mit (x — 1) und erweitern mit (x — 2):

1 2(x-1 3(x —2)
x—2 (x=2)(x—4) B x=2)(x—4)

I 2x—1)—-3(x—-2) 2x—2-3x+6
x—2  (x=2(x—4) = (x—=2)(x—4)
1 —x +4 —(x—4)

X2 (-2 —4 (x-2(x—9

—5 — Widerspruch, d.h. L = { }.
Von hier ab konnte die Gleichung aber auch noch weiter bearbeitet werden iiber einen
2. Losungsweg ., Uber Kreuz multiplizieren®

Nach dem Kiirzen mit (x — 4) ergibt sich: ﬁ

x—2 x—2
XxX—2=—x+2

x=2¢D, dhL={}
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3. Losungsweg

l-x—4  2x-1)  3(x-1)
x=2)x—4) (x=-2)(x—4) (A-x)(x—4)
x—4-2x+2 3(x—1)
x=2)(x—4) —-(x-Dx-4

—x =2 —3(x—2)

x-2)x—4 (x—2)(x—49
—Xx—2=-3x+4+6 oder 2x =8
x=4¢D,dhL={}

Bestimmen Sie die Losungsmenge der Gleichung

Definitionsmenge D = R \ {4;7;11;13}

Bei 4 verschiedenen Nennern fassen wir jeweils 2 Bruchterme auf jeder Seite der Gleichung
zusammen, um die Berechnung etwas zu vereinfachen:

9(x —4) Ax—11) 4x-7) 9(x —13)
(x—1D)(x—4) x—-4Hx—-11) x—-13)x-7) (x—=7)(x—13)
9x —36+4x —44  4x—2849x —117
x2—15x+44 — x2—-20x+091

(13x — 80)(x2 — 20x + 91) (13x — 145)(x? — 15x + 44)

13x3—260x2413-91x—80x241600x—7280 13x3—13-15x2413x-44—145x2 4 15-145x—44-145

—340x2 + 2783x — 7280 = —340x2 + 2747x — 6380
36x =900; x =25
L = {25}

Bestimmen Sie die Losungsmenge der Gleichung

3x—2 5x—1 _ 7(25—10x +x?)
6x—6 3x+3 6 — 6x2
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Definitionsmenge D = R\ {1; —1}

3x =2 5x—1 —7(25 — 10x + x?)

6(x—1) 3(x+1)  6(1—x2)-(=1)

Bx—2)(x+1) (Gx—1)-2(x—1) —7(25—10x 4 x?)
6(x—D(x+1) 3(x+1)-2(x—1) 6(x2—1)

Bx=2)(x+1)—(Bx—1)-2(x — 1) = =7(25 — 10x + x?)
3x% —2x 4 3x —2— (10x? = 2x — 10x + 2) = —175 + 70x — 7x>
70x —13x =175—-4
57x = 171; x =3

Bestimmen Sie die Losungsmenge der Gleichung

5x7—x  2x—1 x—4
3x2—11x+6 x—3 3x-—2

2
Definitionsmenge D = R\ {3; 5}

S5x2—x  (2x—1DBx—-2) (x—4)(x—3)
3x2—1lx+6  (x—3)3x—2) (Bx—2)(x—3)

5x2—x =(2x - 1)Bx —2) — (x —4)(x = 3)

5x2 —x = 6x2 —3x —4x +2— (x? —4x —3x + 12)
5x2 —x =5x2—Tx +2+7x — 12
x=10; L ={10}

Bestimmen Sie die Losungsmenge der Gleichung

6 SQe+3) o Bx-l

x+1 2x —3 2x2—x -3
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3
Definitionsmenge D = R \ {—1; —}

2
6(2x —3) 52x +3)(x + 1) 2x*—x—3  3x-—1
(x+D2x—3)  @2x-3)(x+1) 2x2—x—3 2x2—x-3

6(2x —3) +5Q2x +3)(x + 1) —=52x> —x —3) =3x—1

12x — 18 + 10x2 +25x + 15— 10x2 +5x + 15 =3x — 1

39x =—13; x=—=
3
5l
L=!—-
__t3)
Bestimmen Sie die Losungsmenge der Gleichung
3x+4  4(3x*-8)  3x N dx
3x—4 9x2—16  3x—4 3x+4
i, 4 4
Definitionsmenge D = R \ —5; 3
Bx+4)Bx+4)  43x2—8)  3x(Bx+4) 4x(3x —4)

Bx—4)Bx+4)  9x2—16 (Bx—-4)Bx+4) @Bx+4)Bx—4)
Bx +4)(Bx+4) +4(3x> —8) =3x(Bx + 4) + 4x(3x — 4)
9x? + 24x + 16 + 12x% — 32 = 9x2 + 12x 4 12x? — 16x

4
28x =16; x = =
7
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Definitionsmenge D = R \ {0}

Durch Erweitern mit x beseitigen wir die Doppelbriiche:
(35— %)
(15+19) . x
35x — 8
" T5x + 16
2(15x + 16) = 35x — 8
30x +32=35x—-8
5x =40; x=28

Bestimmen Sie die Losungsmenge der Gleichung

33x—1)
11 _
6x+1
5

3
5

1
Definitionsmenge D = R \ {_g}

5:3:Bx—1) _ 3-(6x+1)
11 - 5

Nach Kiirzen durch 3 und ,,Uber-Kreuz-Multiplizieren®:

25-Bx—=1)=11-(6x+1)
75x —25=66x+11; 9x =36;x =4, L =1{4}

Berechnen Sie z; aus

i = z3 #0
Z_]
1+z3
. L-z3 z3
1 = =
(I+2)-z3 2142
. z3 z3
i-(z1+z)=2z3 z1+z3=—F; z21=——23
i i
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Berechnen Sie x aus

1 b a-a a-ax b o
—+a=—-—; = ) a+ax=b
a x ax ax ax
b—a*> b
X = = — —
a? a?
Berechnen Sie x aus
ux VX
—=u2—|—v2——
u—+v u—v
ux VX
=u2+v2

u—+v u—v
ux(u —v) vx(u+v) o, )
(u+v)(u—v) (u—v)(u+v)_u tv

x - —uv 4+ vu + 0?3 = W+ vH)? —v?)

x40 = W+ )W —v?)

Berechnen Sie R; und R, aus

UR I
U = L “R\R,
Ri+R R+ R
UR,—1I -RR,
U= —L - 172
R+ R,

Ui (Ri + R) = UR, — I - R R»

UR —UR,+ 1 -RR,=-UR, UR,+ 1 -RR, =UR;, —U R,
Ri(U—U+1-R)=-UR, Ry(Ui+1-R)=UR —UR,
R —-UiR, Ui R, R(U-U -1

: _

T U-U+1-R, U—-U<I-R, 277 U +R

21
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Berechnen Sie #; aus

t-t1+t-tp=2H"05

t-t—2t - tp = —t - tp;

Ht—26)=—t-t

P ) _ t-1
YT 26—t
Berechnen Sie sin 5 aus
d
P=a+ -1+ .1
2 sin 5
d 1 2(P —a)
P—a=—-|1 ; =1
=3 ( +sin%) d +sin%
2(P—a) 1-d 1 2(P—a)—d 1
d d sin 5 d sin §
L« d
sin —
2 2(P—-a)—d
Berechnen Sie & aus
P 2xy
= — 1 — _— l = c ————=
T3 (( Woayp - U-w (x2+y2)2)
47Th0' x? 2xy
- ( - I"L) 2 2 (1 - /’L) : 2 2\2
+ (x> +y?)
Anh - o drh-o
w= - F Xz 2xy =1- F x2(x24y2)—2xy
B R N e L@h?

drh-o - (x* + y?)?

M:

F. (x2(x2 + y2) — 2xy)




2.2 - Quadratische Gleichungen

Berechnen Sie a,, aus

2
A-(a1+Aa+—k)=

A

ARk

Aay + AAa + —b

A

ARk

=b— Aal — AAa
A
~ ARk
I =y Xa) — Aha

2.2 Quadratische Gleichungen

23
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Wir unterscheiden zwischen drei Arten von quadratischen Gleichungen.

1) x% + px = 0 (defektquadratische Gleichung):

Losung durch Ausklammern von x und Nullsetzen der Faktoren

xX-x+p)=0—->x=0vx=—p

2) x? —q = 0 (reinquadratische Gleichung):
Losung durch Faktorisieren oder Radizieren:

=g V=g Ixl=vq

x12 = £/4

3) x? + px + q = 0 (allgemeine quadrat. Gleichung):
Losung mit Hilfe der ,,Losungsformel*

P P\?
X1/2 5 D) q
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Bestimmen Sie die Losungsmenge der Gleichung

9x2 —108x =0

x-(9x—108) =0

Das Nullsetzen der Faktoren fiihrt zu den Ergebnissen: x; = 0V x, = 12; L = {0; 12}

Bestimmen Sie die Losungsmenge der Gleichung

9x? =72
72
oOx* =72 x*=-—-=8:
9
X1y =+V8=4V4.2=42V2
L ={2v2; 22}

28 | |

Bestimmen Sie die Losungsmenge der Gleichung

Das Kiirzen durch den Faktor 2 und das ,,Uberkreuz-Multiplizieren®, das der Multiplikati-
on mit dem Hauptnenner entspricht, fiihrt zu dem Ergebnis

X2 42=11-33; x>=363—2=361;
x12 = £4/361 = £19
L ={-19;19}

Bestimmen Sie die Losungsmenge der Gleichung

(x +2)? =169
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Wir ziehen auf jeder Seite der Gleichung die Wurzel und erhalten

Vix+2)7 = V169
x +2| =13
+(x+2)=13 oder x+2=+£13;
x1=—-13-2=-15; x,=+13-2=11
L ={-15;11}

Bestimmen Sie die Losungsmenge der Gleichung

5x2 4+ 10x = 40

5x24+10x =40 |:5
x242x—-8=0

xjp=—-1£/1+8=-1%£3
L ={2;—4}

Bestimmen Sie die Losungsmenge der Gleichung

3x24+9x—12=0

3x249x—12=0 |:3
x243x—-4=0

39 3 [0 44 3 5
ST SN R Y ST i N
Mp=—pEyg T 2 V1T 3 272

L ={1;—4}

=

Bestimmen Sie die Losungsmenge der Gleichung

=72 =d4x—-7

x?—14x +49 =4x -7
x*—18x +56 =0

Xip=9+/81-56=9+5
L ={4;14}

25
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Bestimmen Sie die Losungsmenge der Gleichung

x2 —4,26x + 0,5369 = 0

X2 = 2,13+ /2,132 -0,5369 = 2,13+ 2

L ={0.,13;4,13}

Bestimmen Sie die Losungsmenge der Gleichung

3,5x% = 8,91x% — 5,41x — 10,82

541x> —541x — 10,82 =0 |:541

X2—x=2=0

1 I 1 1 24 1 3

Y T Y Y T Sl L
Mp=sEgtE= s it =%
L={1:2)

Bestimmen Sie die Losungsmenge der Gleichung

16,17 3
X- (6,93x = —) =231x2. (— 4 2) + 6,93
X X

16,17 3
x- (6,93 ) =231x%- (5 + 2) + 6,93
X

6,93x2 — 16,17 = 6,93x + 4,62x> + 6,93
231x2—693x—23 1=0 |:231
3x—10=0

3 /9 104 3.7
_—i Zi0=24 2t _ 27
172 V3 210 2V T =32%32

={=2;5}
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Bestimmen Sie die Losungsmenge der Gleichung

x 35
13x =280  x—13

280

Tx B 35
13x —280 x —13
7x% — 91x = 455x — 9800

7x* —546x +9800 =0 |:7
x2 —78x + 1400 = 0
X1/2 =394 /392 — 1400 = 39 + V121 = 39 + 11
L = {28;50}

Bestimmen Sie die Losungsmenge der Gleichung

x(x=50)  ad8—a) -7
7(x + a) Tx +7a a+x

x(x—50) a@d8—a) -7
7(x + a) Tx + Ta a—+ x
x? —50x + 48a —a® = —49
x2—50x +48a —a’>+49=0
X1j2 =254 V252 + a> — 48a — 49 = 25 + /576 — 48a + >
X1 =25+ /(24 —a)? =25+ (24—a)
L={(1+a);49—a)}

DT

Losen Sie die folgende Gleichung nach d auf

| -7(x +a)

DZ _d2 +(12
4D —d)
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Dr—d*+4?
=—  — | .4D-d
4D —d) -4 )
4xD —4xd = D*—d* + 4*
d?>—4xd +4xD —D*—a* =0
dijy =2x 4+ V4x2 + D2+ a? —4xD

Losen Sie die folgende Gleichung nach d,,, auf

d don)?
Ly = 2 + 1.57(dug + duy) + <g4+7>
e

dw dwv 2
Ly = 2€ 4 1,57(dwg + du) + %

deL, — 8¢ = 6.28¢ - dyy + 6.28¢ - dyy + dpy, + 2duydug + dy,

-de

dy, + (6.28¢ + 2dy)dug + 8¢* —4eLy, + d, =0
(dug)ij2 = ~(3.14e + dy) £ /(. 14e + dyy)? + deL, — 862 — d2,

Losen Sie die folgende Gleichung nach tan y auf

Ll oy |+ %ty + —
=—|———tan — | tan —
L 4 | tan y o 8 i tan y
T 1 u
Yy = — —tan y | + — | tan y + | -8-tan y
4 | tan y 8 tan y

8yy -tany = 2T — 2T -tan® y +u -tan® y + u

QT —u)-tan® y +8yy -tany —2T —u =0
2T +u

8ym _ _
2T —u

2T —u

dyy dyw \° 2T +u
¢ = +
(tan e = o7 \/(u—ZT T

Bestimmen Sie die Losungsmenge der Gleichung

xt—8x24+7=0

tan

tan’ X+
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Dies ist eine biguadratische Gleichung. Sie lisst sich aber durch die Substitution u = x?

in eine quadratische Gleichung umformen, die wir mit der Losungsformel 16sen konnen.
()1 =4+V16-7T=4%3

Wir erhalten als Zwischenergebnis zwei quadratische Gleichungen.

Aus x2 =4 —3 = 1l erhalten wirx; = 1V x, = —1.
Aus x2 = 4 + 3 = 7 erhalten wir x3 = v/7 V x4 = —+/7. Damit ist die Losungsmenge
L={l;~-1;vV7;—7}

.

Bestimmen Sie die Losungsmenge der Gleichung

5x*—30x2 +25=0

5x4 =30x*+25=0 | :5
xt—6x24+5=0
(=3 +v/9-5=342
x12 = %1 oder x3/4=:|:\/§
L={l;-1;+/5-5)

Bestimmen Sie die Losungsmenge der Gleichung

15
X+ —=-16=0; x#0
X

15
P+ =-16=0 |-x’
X

x4+ 15-16x2=0
xt—16x* +15=0
(D)1 =8+64—15=8+7
X12 = x1 oder X3/4=:|:\/E
L={1-1:V15 - V15|

Bestimmen Sie die Losungsmenge der Gleichung

36
X+ ==13% x#0
X
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36
x2 + ) =13
X
Xt —13x7+36=0

(xM)1)2 = 6,5+ 4225-36 =65+ /6,25 =6,5+2,5

L ={2;-2;3;-3}

Bestimmen Sie die Losungsmenge der Gleichung

63,6
53x7 + - =424 x#0
X

63.6 x?
53x% + 2 =424 (-—
o x2 5,3

=8t +12=0; (*)p=4EVI16-12=4+2
Lz{ﬁ;—ﬁ;x/g;—«/g}

2.3 Wurzelgleichungen

0 Lehrbuch Kapitel 9

1.

Quadratwurzeln werden durch Quadrieren eliminiert. Deshalb ist es zweckmifig, vor dem
Quadrieren eine Wurzel zu isolieren, weil sonst bei der Anwendung der binomischen For-
mel (/a + b)? = a + 2b./a + b? wieder ein Wurzelterm entsteht. Dieses Isolieren einer
Waurzel auf einer Seite kann beibehalten werden bis zu Wurzelgleichungen mit maximal 3
Wurzeltermen.

Bei 4 Wurzeltermen ist es zundchst zweckméBiger 2 Wurzelterme auf jeder Seite zu qua-
drieren und anschliefend so zu verfahren wie nach 1), da bei jedem Quadrieren die Poten-
zen hoher werden.

Kommen unter der Wurzel schon quadratische oder hohere Potenzterme vor, ist es zweck-
miBig, die Wurzeln auf andere Weise zu eliminieren.

Da das Quadrieren eine nichtdquivalente Umformung ist, geniigt es fiir die Bestimmung
der Losungsmenge nicht, nur die Definitionsmenge heranzuziehen. Die Losungen miis-
sen in die Ausgangsgleichung eingesetzt werden und eine wahre Aussage ergeben. Diese
Probe ist deshalb immer erforderlich.

Bestimmen Sie die Definitions- und Losungsmenge der Gleichung

V3x—2=x-2
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Quadratwurzeln sind im Reellen (G = R) fiir negative Radikanden nicht definiert, deshalb
muss der Radikand 3x — 2 > 0 oder x > % sein (vgl. Kapitel iiber Ungleichungen!).

Damit ist die Definitionsmenge D = {x|x > 2}.

Die Quadratwurzel ldsst sich beseitigen, indem man sie auf einer Seite isoliert und die
ganze Gleichung quadriert.

(V3x—2)* = (x —2)?
3x—2=x"—4x+4
X2 —7x+6=0
. 7 5
= -+ —_—— = -4 -
X1/2 B )
x1=1vx; =6

Beide Werte gehoren zur Definitionsmenge. Da aber das Quadrieren keine Aquivalenzumfor-
mung ist, konnen durch das Quadrieren Losungen hinzugekommen sein, die nicht Losung der
Waurzelgleichung sind. Wir miissen deshalb zur Kontrolle die erhaltenen Werte in die Aus-
gangsgleichung einsetzen. Die Probe ergibt folgendes Ergebnis:

xi1=1: ~3-1-2=1-=2 oder 1=—1(f), d.h.dies ist keine Losung
X, =6 ~3:6-2=6—2 oder 4 =4 (w), d.h.dies ist eine Losung
Losungsmenge: L = {6}

Bestimmen Sie die Definitions- und Losungsmenge der Gleichung

VI+8V2x—2=5

Definitionsmenge D = {x | x > 1}
2
(Vo+8vax—2) =25

9+4+8v2x—-2=25

8v2x —2=16 oder +2x—-2=2
2x —2=4 oder x=3

L=1{3

Bestimmen Sie die Definitions- und Losungsmenge der Gleichung

24 V2x—3=+3x+7
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Hier treten zwei Wurzelterme auf. Die erste Wurzel ist definiert fiir D1 = {x|x > %},
die zweite Wurzel fir D, = {x|x > —%}. Damit ist die Definitionsmenge der gesamten
Waurzelgleichung D = {x | x > %}. Dies ist die Schnittmenge von D und D,.

2+ V2x=3)> = (V3x +7)
444V2x —34+2x—-3=3x+7
4/2x -3 =x+6
16(2x —3) = x* + 12x + 36
x?—20x +84=0
X2 =10+ /100 — 84 = 10 + 4

X1 =6Vvx, =14

Probe: x; =6: 24++2:-6-3=+3-6+7 oder 5 =5 (w)

Xy =14 24+2-14—-3=1/3-144+7 oder7 =7 (w)
L = {6;14}

Bestimmen Sie die Definitions- und Losungsmenge der Gleichung

2Vx +8=~x—44+2V2x -7

Die Definitionsmengen der drei Wurzelterme sind Dy = {x | x > —8}, D, = {x|x > 4},
Dy ={x|x> %} Damit ist die Definitionsmenge der Wurzelgleichung D = {x | x > 4}.

2Vx +8)% = (Vx — 4+ 2/2x — 7)?
4x+8) =x—44+4/x—4-V2x—T+402x—7)
4x+32=x—-4+4/(x —4)(2x—7) +8x—28
64 — 5x = 4v/2x2 — 15x + 28
4096 — 640x + 25x% = 16(2x% — 15x + 28)
7x? + 400x — 3648 = 0

x2+@x‘_ﬂ—
7 7

0

456
x1=8vx2=—T¢D

Probe: 24/8+8=+8—-4+42v/2-8—7 oder 8 =28 (w)
L={8}
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Bestimmen Sie die Definitions- und Losungsmenge der Gleichung

Vx+4—-V2x—6=+vV2x—1—-+x—1

Die Definitionsmengen der 4 Wurzelterme sind
Dy ={x|x>-4}, Dy={x|x=>3},
1
D3 = x|x2§ , Dy={x|x>1}.
Damit ist die Definitionsmenge der Wurzelgleichung D = {x | x > 3}.
X+44+2x—-6-2/(x+4H2x—-6)=2x—14+x—-1-2/2x—-1)(x—-1)

Nach Division durch (—2):

Vax+4H2x—6)=/2x—1D)(x—1)

Vox2 4 2x —24 = V2x2 —3x + 1

5x =25 oder x=25

Probe: v/54+4—-+2-5—6=+v2-5—1-+/5-1 oder 1=1(w)
L={5

Bestimmen Sie die Definitions- und Losungsmenge der Gleichung

V3x £ 74 V5x +1=+3x =5+ /5x + 21

Die Definitionsmengen der 4 Wurzelterme sind
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Damit ist die Definitionsmenge der Wurzelgleichung D = {x | x > 2}.

3x+7+5x+1+2\/(3x+7)(5x+1):3x—5+5x+21+2\/(3x—5)(5x+21)
24/15x%2 +38x +7 = 8 +2+/15x2 4+ 38x — 105

V15x2+38x +7 =4+ v/ 15x2 +38x — 105
15x2 +38x+7 = 16+ 15x> + 38x — 105 + 8/ 15x2 + 38x — 105

12 = v/ 15x2+38x—105

144 = 15x* +38x — 105
38 83
0=x"+—x——
x+15x 5
19 (19)2 83-45 19 64
= +

ne=—EEVEG) T T IS

83
X1=3VX2=—E¢D

Probe: +3-34+74++/5-3+1=+3-3-54++/5-3+21 oder 8=28(w)
L ={3}

=

Bestimmen Sie die Definitions- und Losungsmenge der Gleichung

VX +\/— \/—, x #0

&
3

D={x|x2ﬁvx§—«/§}

3 242
x/x2—2 i_i f
X X X
8
x2—2:—2 oder x*—2x2—-8=0
X
(Dip=1£V/T+8=1+£3
x2:4; X1 =2VXx,=-2
x2 = —2 (keine reellen Losungen)
2 2 2 3
Probe: x; =2: «/4—2+§=\/T—; \/§+§_i(w)
3
2 342 3
X =2 «/4—2+_£2=—:§; V2 - \/—z——\/—(f)

L=1{2
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Bestimmen Sie die Definitions- und Losungsmenge des Gleichungssystems

V25—x2+x=6 1)
xvV25—x2=9 ?2)
={x[lx| =5}

Die Wurzeln lassen sich bei diesem Gleichungssystem mit Hilfe des Additionsverfahrens (vgl.
Kapitel iiber Gleichungssysteme!) beseitigen. Dazu muss die Gleichung (1) zuvor mit (—x)
multipliziert werden.

‘ V25-x24+x=6 ‘ (1) | -(=x)

x+/25—-x2=9 2)
—x/25—x2 —x? = —6x (1)
xv/25—-x2=9 2)

1)+ @2): —x>=—6x+9 oder x>’—6x+9=0

Dies ergibt die Losungen x1/, = 3 £ +/9—9 = 3.
Die Probe ist fiir beide Gleichungen erfiillt, damit erhalten wir die Losungsmenge

L={3

Bestimmen Sie die Definitions- und Losungsmenge der Gleichung

1
X BE—x2 15
= {x||x| < V34}
Wir fassen die Briiche auf der linken Seite zusammen und erhalten:
V34—x2+x 8
x-~/34—x2 15

Das Quadrieren solcher Wurzelgleichungen fiihrt zu Gleichungen 4. oder hoheren Grades, die
in der Regel schwer zu 16sen sind. Wir wollen deshalb einen anderen Losungsweg vorschla-
gen.
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Wir betrachten Zihler und Nenner als getrennte Gleichungen, die durcheinander dividiert
werden. Dazu miissen wir einen Proportionalitétsfaktor u einfiihren, denn der Bruch konnte
auch gekiirzt sein. Die Verkniipfung der beiden Gleichungen erfolgt iiber ein Gleichungssys-
tem. Auf diese Weise lassen sich mit Hilfe des Additionsverfahrens die Wurzelterme elimi-
nieren.

V34 —x2+x =8u M | -(—x)
x+/34—x2 = 15u (2)

Wir eliminieren die Wurzeln mit Hilfe des Additionsverfahrens.
1)+ (2): —x*=—8ux+15u oder x*—8ux+15u=0 (3)
Diese Gleichung enthilt noch den eingefiihrten Proportionalitétsfaktor v, den wir auf folgen-

de Weise bestimmen. Wir ziehen von dem Quadrat der Gleichung (1) die mit dem Faktor 2
multiplizierte Gleichung (2) ab und erhalten:

34 — x2 4 x? + 2x+/34 — x2 = 64u° (1)
2x+/34 — x2 = 30u 2)
30 34
34 = 64u® —30u oder u®— au i 0 mit den Losungen

15 225  34-64 15 2401 15 59 17
Uip= — k| b =k = ST oy =1Vuy= ——
64 64-64 ' 64-64 64 64-64 64 64 32

Setzt man diese Ergebnisse in Gleichung (3) ein, so erhilt man

mitu; = 1: x2=8x+15=0 mit den Losungen x; =5V x; =3
17 17 255
mit U, = —3—2: X+ Ix ~ 3 =0 mitden Losungen x; = 1,408 v x, = —5,65832

Die Probe ergibt, dass nur x; = 5 Vv x, = 3 Losungen der Wurzelgleichung sind.

L ={3;5}

Bestimmen Sie die Definitions- und Losungsmenge der Gleichung

1 1 3

o JiT—4 4

17
D= {x ’ x| < /5 = 20616 und x # 0§
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Wir fassen die Bruchterme auf der linken Gleichungsseite zusammen und bilden aus Zéhler
ein Gleichungssystem, aus dem wir die Wurzeln durch das Additionsverfahren eliminieren.

V17 —4x2 = 2x 3

V1T —4x2 4

V17 —4x2 —2x = 3u (1 | -2x
2x/17 —4x2 = —4u 2)

3
(1) = (2): —4x> =6xu +4u oder x>+ Ut = 0 (3)
V17 —4x%2 —2x = 3u
2xv/17 — 4x2 = —4u

(1) | Quadrieren der Gleichung
@ [-2

17 — 4x2 4+ 4x% — 4x /17 — 4x2 = 9y? (1)
4x17 — 4x2 = —8u 2)

8 17
1"+ @2"): 17=9u>—8u oder u*— U5 = 0 mit den Losungen

4, [16, 179 _4 13 17 |
u = — = — —; U = —; Uy = —
1279 81 ' 9.9 99 T 2

Setzt man diese Ergebnisse in Gleichung (3) ein, so erhélt man mit

17 + 17 X+ ! 0 it den Lo
Uy = —: x>+ — — = mit den Losungen
'" 5 6" "9 e
V17T V1T -17
X =—-——+ = =—-1,07307 v
12 12 12
17 V17 17+ /17
Xy = —— — =— = —1,76026
12 12 12
mit
U, = —1:  x? x — 1 = 0 mit den Losungen x —3:|:5' X3 =2Vxy= !
2 =1 B = g 3/4 = i 3= +=73
Die Probe ergibt, dass x; = —1,07 vV x, = —1,76 Vv x3 = 2 Losungen der Wurzelgleichung
sind.

L ={-1,07;:-1,76;2}

Bestimmen Sie die Losungsmenge des Gleichungssystems

4/x—3/7=5
V97 =11
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4x=-3/y=5 1) | 3
VX+9/y=11](2)
1)y +(2): 13/x =26

Jx =2, x=4

(3)in(1): 8-3/y=5
3=3y; y=1

L ={4:1);}

Bestimmen Sie die Losungsmenge des Gleichungssystems

8 6
_ =2
Jx+1  Jy+4

4 9
aF =5
Jx+1  Jy+4

8§ 6 _, W
Jx+1 Jy+4a
4 9
Aritoara | @
N 24
(1) —(2): NoeT i 8
3=y+4
9=y+4
y=5 0
(3)in (1): NeEs 2=2
2=+x+1

4d=x+1;, x=3
L ={@3;5)}
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