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3 Spannungen

Schnittflache, innere Krafte, Normalspannung, Zugspannung, Druck-
spannung, Schubspannung, homogener Spannungszustand, einach-
siger Spannungszustand, Trennbruch, Gleitbruch, rdumlicher (dreiach-
siger) Spannungszustand, Schnittufer, Indizierung der Spannungen,
Gleichheit der Schubspannungen, ebener (zweiachsiger) Spannungs-
zustand (ESZ), Spannungen in gedrehten Schnittflachen, Hauptach-
sen, Hauptspannungen, gréBte Schubspannung, MOHRscher Span-
nungskreis, Spannungsoptik

Eine duflere Belastung bewirkt eine sichtbare oder zumindest messba-
re Verformung und eine innere Beanspruchung. Fiir die innere Bean-
spruchung wurde der Begriff Spannung geprigt. Die Spannung ist
nicht direkt sichtbar, sondern eine Definition. Sie ist geeignet, die
komplexen Zusammenhinge von Belastung, Verformung und Zersto-
rung zu beschreiben, wie Versuche bestitigen.

3.1 Normalspannung und Schubspannung

Wir nehmen einen Lagerbock, unten angeschweif3t, oben mit einer
schrigen Kraft gezogen, Bild 3.1a. Welche innere Beanspruchung
herrscht an der mit der Schere markierten Stelle? Die Schere deutet
an, dass wir dort gedanklich aufschneiden, um die Vorgénge im Inne-
ren sichtbar machen zu konnen.

Auf der Schnittfliche miissen ebenfalls Krifte wirken, sozusagen
innere Krifte. Diese sind selten gleichméBig iiber die Schnittfliche
verteilt, deshalb greifen wir ein kleines Fldachenteilchen AA heraus.
Auf ihm wirkt ein kleiner Kraftpfeil AF, Bild 3.1b. Diesen zerlegen
wir in die Richtung normal und tangential (parallel) zur Schnittflidche,
also in die Normalkraft AF, und in die Tangentialkraft AF,. Wir be-
ziehen die Krifte auf die Fliche AA, was uns die Definition fiir zwei
Spannungsarten liefert:

Spannung normal zur Schnittfldche:

n

Normalspannung o = lim in N/mm’

M0 AA

Spannung tangential (parallel) zur Schnittfldache:

Schubspannung 7= lim AR in N/mm?
A0 AA

a)

c)

S

Bild 3.1 Lagerbock
a) Anordnung
b) abgeschnittenes Teil mit inneren
Kriften
¢) Normalspannungen
d) Schubspannungen

d)
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3 Spannungen

Die Bilder 3.1c und 3.1d geben davon einen optischen Eindruck.

Bei konstanten Spannungen (homogener Spannungszustand) heif3t
es einfacher:

Ist die Normalspannung grofer null (Pfeile von der Schnittfliche
weg), nennen wir sie Zugspannung, im anderen Fall Druckspannung
(Pfeile auf die Schnittfldche hin).

Die Bezeichnung Normalspannung leuchtet ein. Aber warum Schub-
spannung? Eine Schubspannung bewirkt, dass die Kristalle eines
zahen Materials, wie Baustahl S235, aufeinander gleiten, also ver-
schoben und im schlimmsten Fall abgeschert werden. Wogegen die
Normalspannung versucht, zumindest bei sprodem Material wie
Grauguss, in Kraftrichtung hintereinanderliegende Korner zu trennen
oder ein einzelnes Korn auseinanderzureif3en.

Da die beiden Spannungstypen zwei verschiedene Verformungs- und
Zerstorungswirkungen zeigen, muss man sie auch getrennt behandeln.
D. h. man darf sie nicht addieren und subtrahieren, auch nicht vekto-
riell, wenn man sie mit einer zuldssigen Spannung vergleichen will. In
Kap. 16 werden wir allerdings Hypothesen besprechen, die ein nihe-
rungsweises Zusammenfassen ermoglichen.

Ein weiterer Punkt féllt auf: Die Spannungen hidngen von der gedach-
ten Schnittfliche ab. Eine Spannung anzugeben, ohne dass man weil,
wie die Schnittfliche liegt, macht deshalb keinen Sinn.

Anmerkung: In der Festigkeitslehre verzichte ich auf den Vektorpfeil
iiber der Kraft oder dem Moment, da wir immer nur mit den Betrigen
rechnen. Die Kraftrichtungen gehen aus den Skizzen hervor.

1. Wie kann man die Beanspruchung im Inneren eines Bauteils sicht-
bar machen?

2. Welche Spannungsarten gibt es?

3. Welche Verformungs- und Zerstérungswirkungen haben die bei-
den Spannungsarten?

4. Welche Dimension hat die Spannung?

5. Was versteht man unter einem homogenen Spannungszustand?

3.2 Zugstab — einachsiger
Spannungszustand

Nehmen Sie eine Kreide in beide Hiande und ziehen Sie daran, bis sie
bricht. Wie sieht der Bruch aus? Natiirlich wie erwartet: Quer zur
Zugrichtung gebrochen, Bild 3.2a. Genauso bricht eine Zugprobe aus
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Grauguss, Bild 3.2b. Bei der Zugprobe aus dem zdhen Baustahl S235,
Bild 3.2c, liegt dagegen die Bruchflidche etwa unter 45° zur Zugrich-
tung. Warum einmal quer und das andere Mal unter 45°?

Erinnern wir uns an die Bemerkung im vorausgegangenen Kapitel:
Normalspannungen bewirken bei sprodem Material (Kreide, Grau-
guss) ein Trennen der Korner in Zugrichtung, einen sog. Trenn-
bruch. Schubspannungen fiihren bei zihem Material (z. B. S235)
zum Abgleiten (Abscheren) parallel zur Schubspannungsrichtung,
zum sog. Gleitbruch. Das bedeutet, dass in einem Zugstab sowohl
Normalspannungen als auch Schubspannungen vorhanden sind!

Wir kldren den Sachverhalt an einem Stab mit Rechteckquerschnitt,
Bild 3.3a. Dazu untersuchen wir zwei gedachte Schnitte: quer und
unter dem Winkel a zur Stabachse.

Schnitt quer zur Stabachse (o = 0), Bild 3.3b:

Der Schnitt sei weit genug entfernt von der Krafteinleitung, sodass
die Spannung iiber der Schnittfliche konstant angenommen werden
kann. Die resultierende Wirkung der Spannungen, die Schnittkraft,
muss aus Gleichgewichtsgriinden gleich der &ufleren Kraft F sein.
Letztere ist normal zum Schnitt; also gilt entsprechend der Definiti-
onsgleichung fiir die Normalspannung

F, F
Gy =—"=—.
A A
Index 0 wegen o = 0.
Schnitt unter dem Winkel o, Bild 3.3c¢:
Die resultierende Schnittkraft F muss zerlegt werden in:
F,=F-cosa
F =F-sina

Die Schnittfldche ist jetzt groBler, ndmlich

h A
A, =b- = .
cosa cosa

Mit den beiden Spannungsdefinitionen erhalten wir

Normal- und Schubspannung im Zugstab:

F,

F
o= =—~cosza=60‘C0S20L (3.1a)
A A

o

F . Gy .
T=——=—-sina-cosa=———"-sin2a (3.1b)
A 2
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Bild 3.2 Bruchformen von Zugstiben
a) Kreide
b) Grauguss
¢) zdher Baustahl

o

Schnitt quer zur Stab-—
. achse (a=0)
g
[

\

Nab
|
|
|

Schnitt unter dem Winkel «
a) zur Stabachse

c) o ‘Cos & T COs

Bild 3.3 Gedachte Schnitte am Zugstab
a) Zugstab
b) Schnitt quer zur Stabachse
¢) Schnitt unter dem Winkel o
zur Stabachse
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3 Spannungen
Zur Umformung wurde die trigonometrische Formel
. I .
s1n(x-cosoL:E-s1n20L

verwendet.

Es gibt also beide Spannungsarten im Zugstab.

Maximalwerte der Spannungen im Zugstab:

Gmax =G() ZX fur a:(), (31C)
o =S 1F g g —ase (3.1d)
2 24

Zuriick zum Versuch: Die sproden Stibe aus Kreide und Grauguss sind
deshalb quer durchgebrochen, weil in diesem Schnitt die grofite Nor-
malspannung wirkt. Der zdhe S235-Stab ist unter 45° zur Zugrichtung
abgeschert, weil in diesem Schnitt die grofite Schubspannung auftritt.

Halten wir fest:

— Auch im Zugstab treten Schubspannungen auf.

— Die Spannungen hiingen von der Orientierung der Schnittfliche
ab.

— Der Winkel zwischen den beiden Schnittflaichen mit 5, und 7,
betrdgt 45°. Das ist nicht nur beim Zugstab so, sondern gilt auch
fiir einen beliebigen Spannungszustand, wie wir spiter sehen wer-
den.

1. Wie brechen Zugstébe aus sprédem und zéhem Material?

2. Welche Spannungsarten kommen im Zugstab vor? Welche Maxi-
malwerte erreichen sie unter welchen Schnitten?

3. Wie liegen die Schnittflachen mit maximaler Normalspannung und
maximaler Schubspannung zueinander?

3.3 Rédumlicher (dreiachsiger)
Spannungszustand

Ein Werkzeugmaschinenbett und ein Schiffsdieselmotor sind raumliche
und sehr kompakte Anlagen.Wir werden fiir solche Fille keine analyti-
schen Berechnungsformeln aufstellen, aber Sie sollten wenigstens wis-
sen, wie die Spannungen definiert werden. Es kann ja durchaus vorkom-
men, dass Sie numerische Berechnungen oder Messungen durchzufiih-
ren haben, vielleicht auch nur deren Ergebnisse interpretieren miissen.

Der Lagerbock, Bild 3.4a, ist ein dhnliches Beispiel. Wir wollen se-
hen, welche Spannungen im Punkt P im Innern des Gussmaterials
auftreten konnen. Aus dem vorangegangenen Kapitel geht hervor: Wir
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miissen das Bauteil in Gedanken aufschneiden, erst dann konnen wir

die Spannungen einzeichnen. Im rdumlichen Fall schneidet man einen

Wiirfel um P heraus. Die Wiirfelkanten liegen parallel zu einem kar-

tesischen x,y,z-Koordinatensystem. Stichpunktartig das weitere Vor-

gehen:

— Wir betrachten die Flidche, deren Fldchennormale 7 in x-Richtung
zeigt, das sog. positive Schnittufer, Bild 3.4b. Der Pfeil einer Fli-
chennormale steht senkrecht zur Flidche und zeigt von ihr weg. Es
lassen sich eine Normalspannung in x-Richtung und Schubspan-
nungen in y- und z-Richtung einzeichnen.

— Die Normalspannung o, ist durch einen Index, nidmlich fiir die N
Richtung der Flachennormale, eindeutig gekennzeichnet. Fiir die Belastung
Schubspannungen benétigen wir zwei Indizes, der erste gibt die wfﬁlgﬁ @ /

ellenlager

Richtung der Flichennormale, der zweite die Richtung des Span-
nungspfeils an, Bild 3.4c.

— Auf den iibrigen fiinf Wiirfelflichen konnen wir genauso vorge-
hen, Bild 3.4d. Die Pfeile auf den abgewandten Flichen (negative
Schnittufer) wurden weggelassen, um das Bild nicht zu iiberladen. e
Beim homogenen Spannungszustand sind die Spannungen am po- :
sitiven und negativen Schnittufer ohnehin gleich. ]
Zur Vorzeichenfestlegung: In Bild 3.4e werden nur die beiden LA
Schnittflichen in x-Richtung betrachtet. Die eingezeichneten Tritt W P Horex an der
Spannungspfeile sind positiv definiert. a) z Auflagefidche
Fiir die Normalspannung gilt: Pfeil von der Flache weg heifit po- v
sitiv (Zugspannung), Pfeil auf die Fldche hin heifit negativ
(Druckspannung). ——
Fiir die Schubspannung ist die Merkregel abstrakter: Die Schub- 7.
spannung ist positiv, wenn am positiven Schnittufer der Span- 1% »n
nungspfeil in die positive Koordinatenrichtung zeigt (plus mal plus Z
= plus) oder wenn am negativen Schnittufer der Spannungspfeil in 7 x
die negative Koordinatenrichtung zeigt (minus mal minus = plus).

— Die Schubspannungen sind paarweise gleich (Satz von den zuge-
ordneten Schubspannungen): b) z

T,=T i — Schnittfldchennormale in
Xy T Uyx .
l x —Richtung

Schrauben—,
Reibungskrdfte

b
/4><5
f
!

&
Sowoam

X

<

T,=T
e —- Spannungspfeil in ¥ —Richtung
’CZ)(:TXZ 7_

¢ Xy
(folgt aus dem Momentengleichgewicht) ) y
Anschaulich bedeutet das: An einer rechtwinkligen Kante laufen Y
die Schubspannungspfeile entweder aufeinander zu oder vonei- T,
nander weg, Bild 3.4d; auBlerdem sind sie gleich lang (d. h. diese
Spannungen sind gleich grof). [z .
Beim rdumlichen Problem gibt es somit maximal 6 unabhingige /*F‘T s

OZ

Spannungen, 3 Normalspannungen und 3 Schubspannungen.

Bild 3.4 Definition der Spannungen beim rdumlichen Spannungszustand

a) Lagerbock d) z

b) Spannungen auf der Schnittfldche in x-Richtung o Py o
¢) Indizierung K= ‘ ‘ X
d) Spannungen auf den 3 positiven Schnittflichen Tey

e) Vorzeichen der Spannungen (positiv eingezeichnet) e) o ®
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Bild 3.5 Beispiel fiir einen rdumlichen
Spannungszustand
a) unvollstindig
b) komplett

TN

IPRE

Bild 3.6 Beispiel fiir einen ESZ: Scheibe einer
Stahlgelenkkette

3 Spannungen

Beispiel 3.1

Mit einer numerischen Analyse sei der rdumliche Spannungszustand
bestimmt worden. Ein Teil der Spannungen ist auf den positiven Wiir-
felflachen eingezeichnet, Bild 3.5a. Die Zahlen bedeuten die Span-
nungsbetriige in N/mm?* (Vorzeichen entsprechend der Pfeilrichtung).
Die Skizze ist zu erginzen; alle Spannungen sind zahlenméBig an-
zugeben.

Losung:

In Bild 3.5a fehlen 3 Schubspannungen, denn an einer rechtwinkligen

Kante laufen die Schubspannungspfeile aufeinander zu oder vonein-

ander weg; auflerdem sind sie gleich lang. Bild 3.5b zeigt den kom-

pletten Spannungszustand.

=-100 N/mmz; Pfeil auf die Fldche hin

—120 N/mm?; Pfeil auf die Fliche hin
75 N/mm2 Pfeil von der Fliche weg = Zugspannung

=70 N/mmz Pfeil in negativer x-Richtung; t, =1,

2

Druckspannung
Druckspannung

>1>

—100 N/mm”; Pfeil in negativer x-Richtung; T, =1,
50 N/mm~;  Pfeil in positiver y-Richtung; 1, =1,

O,
(e
o,
Tox
T
T

1. Warum benétigt man zur eindeutigen Kennzeichnung einer Schub-
spannung zwei Indizes?

2. Wie ist das negative Schnittufer definiert?

3. In welche Richtung zeigt die positive Schubspannung t,, am nega-
tiven Schnittufer?

4. Was kann man Uber die Spannungspfeile von zwei zugeordneten
Schubspannungen an einer 90°-Ecke aussagen?

3.4 Ebener (zweiachsiger) Spannungs-
zustand (ESZ)

Ein ESZ liegt vor, wenn im Bauteil nur Spannungen auftreten, die in
einer Ebene wirken, beispielsweise in der x,y-Ebene:

G Oy Ty =T, =T

Praktische Fille: Ein diinnes Blech oder Flachmaterial, das nur in der
Blechebene (Scheibenebene) belastet wird, wie das bei der Scheibe
einer Stahlgelenkkette gemdfl Bild 3.6 der Fall ist. Das Blech kann
auch gekriimmt und normal zur Blechebene belastet sein, wie beim
Druckbehilter. Bedingung ist jedoch: Der Druck auf das Blech muss
wesentlich kleiner sein als die Spannungen im Blech. Das ist fiir den
diinnwandigen Behilter erfiillt, s. Kap. 9. Ein ESZ herrscht auch in
der lastfreien Oberfliche eines beliebig komplizierten Bauteils, also
auf der AuBenseite eines dickwandigen Behilterstutzens, auf der
Oberflédche eines Zylinderkopfes oder einer Kurbelwange usw.

Der ESZ hat in der Festigkeitslehre und im Fach Maschinenelemente
eine grofle Bedeutung, deshalb wollen wir im Folgenden die wichtigsten
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Beziehungen herleiten, die praktische Bedeutung diskutieren und die
Formeln anwenden.

u\'\l

Dazu nehmen wir entsprechend Bild 3.7a ein Blechteil, das in der
Blechebene Zug-, Druck- und Schubkrifte iibertrigt. Diese miissen
die Gleichgewichtsbedingung (6.1) aus Teil 1 erfiillen.

*P
Zum Einzeichnen der Spannungen, die im Punkt P des Bleches wir- Dicke ¢ —_
ken, brauchen wir wieder Schnittflichen. Da sich die GroBen lings

der Blechdicke nicht @ndern, geniigt die ebene Darstellung, d. h. wir be- £
trachten die Kanten eines kleinen Quadrats, die parallel zu der x- und  q) I I
y-Achse liegen sollen, Bild 3.7b. Das Quadrat muss man sich so klein 5
vorstellen, dass die Spannungen an den positiven und negativen 3

Schnittufern gleich grof} sind.

Wir nehmen an, die Spannungen in diesen Schnittflichen sind aus <
einer vorangegangenen Messung oder Rechnung bekannt. Damit ist ._i P ;a 2
das Problem noch keineswegs geldst, denn aus Kap. 3.2 wissen wir, 7
dass die Zerstorung nicht durch irgendwelche Spannungen ¢ und t D
erfolgt, sondern entweder durch die maximale Normalspannung oder £
durch die maximale Schubspannung. Wir wissen auch, dass diese b) I I n
Werte beim homogenen Zugstab in Schnittflichen quer zur Zugrich-

™

tung bzw. unter 45° dazu auftreten.
Die Aufgabe dieses Kapitels besteht darin, die Orientierung der |
Schnittflichen mit den Spannungsmaxima und diese Maxima selbst

zu finden. a2
Das fiihren wir in zwei Schritten durch: 0
1. Spannungen in den Schnittflichen bestimmen, die gegen die ur- o

spriinglichen um einen Winkel o gedreht sind.
2. Durch die Extremwertbedingung Lage und Grofle der Spannungs- —_ X
maxima finden. i

c)
3.4.1 Spannungen fiir gedrehte Schnittflichen zuBild 3.7

In Bild 3.7c¢ ist das aus dem Blech herausgeschnittene Quadrat noch-
mals dargestellt. Zusitzlich eingezeichnet ist ein &,mn-Koordinaten-
system. Die &-Achse ist gegeniiber der x-Achse um den Winkel o im
Gegenuhrzeigersinn, d.h. in mathematisch positiver Richtung ge-
dreht. Liangs der &-Achse schneiden wir das Quadrat in Gedanken
nochmals durch und machen die Herleitung am Dreieck, Bild 3.7d.

An der neuen Schnittkante konnen die Normalspannung o, und die
Schubspannung t,. eingezeichnet werden. Diese wollen wir berech-
nen, d. h. durch die gegebenen Spannungen o,, 6, und t ausdriicken.
Anschaulich und ohne mathematische Schwierigkeiten lésst sich dies
iiber das Gleichgewicht der Krifte erreichen.

Die Krifte berechnen sich aus den Spannungen, multipliziert mit den
zugehorigen Schnittflichen. Vorteilhaft sind die Gleichgewichte in
n- und in &-Richtung. Die gegebenen Krifte miissen dazu in diese
Richtungen erst zerlegt werden. Um kein weiteres Bild zu benétigen,
wurde in Bild 3.7d die Zerlegung direkt an den Spannungspfeilen
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I
Tt 4
Dicke ¢ /%& et
Kantenldnge a /a o ) N Oy
AL
o
T a-sin A
;j% g-cosa

Bild 3.7 ESZ

a) Ebenes Blech mit Belastung
in Blechebene

b) Spannungen im x,y-Koordinaten-
system

¢) Lage von x,y- und &,n-Koordinaten-
system zueinander

d) Schnittlinie parallel zur &-Achse

e) Schnittlinie parallel zur n-Achse

f) Spannungen im &,n-Koordinaten-
system

3 Spannungen

ausgefiihrt; als weitere Vereinfachung wurden bei der Zerlegung
Dreiecke statt Rechtecke gezeichnet. Als Erstes das Kriftegleich-
gewicht in n-Richtung, also ZFn =0:

G, a-t-c -sina-a-sina-r—c -cosa-a-cosa-t
+t1-coso-a-sina-t+t-sina-a-cosa-t=0

Nach Kiirzen mit a - ¢ folgt
G, =0, sin’a+o,-cos’o.—21-sin or-cos o .

Aus Griinden, die erst spiter einleuchten, formen wir jetzt die Win-
kelfunktionen so um, dass der doppelte Winkel auftritt, und zwar mit
den trigonometrischen Beziehungen

2sin o.-cos o = sin 2
cos’a = %(l—i- cos2a)

sin’a =2 (1-cos 2a).

Diese Formeln setzen wir in c, ein und erhalten

GX Gy .
G, = (1—00520c)+7(1+cos20L)—r-sm2(x
bzw.
6,+0, ©,-0,
o, = 5 - 5 cos 20, — T -sin 2o

T, ergibt sich in analoger Weise aus dem Kriftegleichgewicht in &-
Richtung.

Zur Bestimmung von &, miissen wir aus dem Quadrat in Bild 3.7c ein
Dreieck herausschneiden, auf dem G, eingezeichnet werden kann,
Bild 3.7e. Kriftegleichgewicht in &-Richtung liefert o,; Kriftegleich-
gewicht in n-Richtung liefert t.,. 1., muss natiirlich wie 7, lauten.
Der Rechengang wire nur eine Wiederholung des Vorausgegangenen,
deshalb habe ich gleich das Ergebnis dieses Unterkapitels zusammen-
gestellt.

Spannungen fiir gedrehte Schnittflichen (die &-Achse ist gegen-
iiber der x-Achse um den Winkel o im Gegenuhrzeigersinn ge-
dreht):

G,+06, ©,-0

X y .
G = + cos2a+ T -sin 20

(3.2a)

cos2a —T-sin2a (3.2b)
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G,—0y |
Ten = Tt =—T sin 2o+ T - cos 20 (3.2¢)

Die Spannungen in den gedrehten Schnittfldchen, Bild 3.7f, konnen
somit aus den gegebenen Spannungswerten G, 6,, T und dem Dreh-
winkel o berechnet werden. In erster Linie interessieren aber die
Maximalwerte der Normal- und Schubspannung. Diese bestimmen
wir im folgenden Unterkapitel.

3.4.2 GroBte und kleinste Normalspannung
sowie grofite Schubspannung

Wir fragen uns zunichst: Unter welchem Winkel o, werden die Nor-
malspannungen extremal und wie grof sind diese Extremwerte?

Die speziellen Schnittachsen bezeichnet man mit 1 und 2 und nennt
sie Hauptachsen; die zugehdrigen Normalspannungen sind &, und o,,
genannt Hauptspannungen.

Die Normalspannung soll einen Extremwert annehmen bedeutet ma-
thematisch, die erste Ableitung muss null sein. Ob wir o oder G,
ableiten, spielt keine Rolle. Mit o, ergibt sich

do,
——=-(0,-0,)sin2a+21-cos 2a =0,
da
daraus
2
tan 20 = t
G,—0O,

Die extremalen Normalspannungen erhalten wir, wenn wir tan 2o in
o, und o einsetzen. Dazu sind die folgenden Umformungen notig:

1 1 6x_cy
cos 20L = = =
2 2 2 2
ean20 [ 4 2 J(o,—0,) +4
(o,—0oy)
sin 2oL = cos 2o - tan 20 = %= % 2

\/(GX - csy)2 +41* O~ 0
_ 27
\/(GX -o)’ +47°

In Gleichung (3.2a) fiir o, eingesetzt folgt

247
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c,+0, ©,—0, c,—0C, 2t

+ . +1-
2 2 Jo,—oy+ar Jlo,—5,)"+ 47

o, =

2 2 2
_ Ot Gy+l (o0,—0) +41 _ Ot Gy+ [Gx—cyj o
2 2 [(c,~ csy)2 +47° 2 2

In Gleichung (3.2b) fiir o, eingesetzt folgt o,. o, unterscheidet sich
von &, nur durch ein Minus vor dem zweiten Term, genauso wie o

do
vono, . Wir vergleichen (3.2c) mit —= und stellen fest: Bis auf den
do

Faktor + sind es dieselben Ausdriicke, also ist die Schubspannung
im Hauptachsensystem null.

Spannungen im Hauptachsensystem:

2

GX+G c,— 0O

o, = L ( y] +1° (3.3a)
2 2

2
c,+ 0 c,—OC
G, = 4 —\/( yj + 12 (3.3b)

T.,=0 (3.3¢)

Die Extremwertbedingung hat zwei Extremwerte geliefert, ein Maxi-
mum und ein Minimum. Wir ersehen aus (3.3) sofort:

o, ist die grofite Normalspannung,

o, ist die kleinste Normalspannung.

Die Aussage 1, , = 0 liefert eine einfache Mdglichkeit, die Hauptach-
sen zu erkennen: Ist in einer Schnittfliche die Schubspannung null,
handelt es sich um eine Hauptspannungsebene mit der Hauptachse 1
oder 2. Das gilt auch fiir eine lastfreie Bauteiloberfliche.

Die Beziehung

tan 20 =

hat einen groBen Nachteil: Man kann nicht eindeutig feststellen, ob o
der Winkel zwischen x- und 1-Achse oder zwischen x- und 2-Achse
ist. Das kommt daher, dass sich die Werte von tan 2o nach 2o = 180°,
also o = 90° wiederholen. Mit den bekannten Hauptspannungen las-
sen sich jedoch eindeutige Beziehungen herleiten (s. [9]), ndmlich



3.4 Ebener (zweiachsiger) Spannungszustand (ESZ)

Winkel o, zwischen x und 1-Achse:

G,—GC Gy,—0, T T
tano, = — LR = = (3.3d)

T T G,—C G,— 0O,

Merke:

e 0< o, <90° heifit, die x-Achse im Gegenuhrzeigersinn zu
drehen, um die 1-Achse zu erhalten.

e -90°< o, <O heiflt, die x-Achse im Uhrzeigersinn zu drehen,
um die 1-Achse zu erhalten. Statt des negativen Winkels konnte
man auch den positiven Winkel 180°-|o,| nehmen, da im
Hauptachsensystem zwischen positivem und negativem Schnitt-
ufer nicht unterschieden werden muss.

Addieren Sie jetzt die Gleichungen (3.3a) und (3.3b) sowie (3.2a)
und (3.2b). Wir erhalten die Aussage

0,+0,=0,+0, =0+ 0, 3.4

In Worten: Die Summe der Normalspannungen ist in jedem recht-
winkligen Koordinatensystem gleich grof3. Diese Aussage konnen
wir als einfache Ergebniskontrolle benutzen.

Nun zur Frage nach der maximalen Schubspannung. Auch hier hilft
die Extremwertbedingung

dr -
da

=0

weiter. Ich mochte den Rechengang nicht wiederholen, sondern nur
das Ergebnis festhalten.

Maximale Schubspannung:

2
c,— O
T = \/[JJ + 12 (3.52)

6,-6,
=—= 3.5b
e = 2 (3.5b)

bzw.

(3.5b) ergibt sich, wenn Sie (3.3b) von (3.3a) subtrahieren.

Winkel zwischen der x-Achse und der Schnittfliche mit t,,.:

og = o, £45° (3.5¢)
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