2 Kinematik der Massenpunkte

Die Kinematik ist die Lehre von den BewegungenKideper (Griechisch: Kinema = Bewe-
gung). Dabei werden die Ursachen der Bewegungangdd beteiligten Krafte, und die Wir-
kungen der Bewegungen auf andere Koérper nicht suntat. Die Kinematik ist eine rein ma-
thematische Disziplin und berechnet Bahnkurvenc®gmdigkeiten und Beschleunigungen.

Ruhe und Bewegung sind relative Begriffér einen im Zug reisenden Beobachter ist eine
neben ihm sitzende Person in Ruhe, fur einen draafde Bahnsteig stehenden Beobachter
hingegen ist diese Person in Bewegung. DeshalbnhdieeBegriffe ‘Ruhe’ und ‘Bewegung’
nur dann einen eindeutigen Sinn, wenn das Bezugssyangegeben wird, auf das sie sich be-
ziehenWenn nichts anderes vereinbart wird, ist in der $tkyind in der Technik stets ein mit
der Erde fest verbundenes Bezugssystem zugruretg.gel

2.1 ldealisierungen

Bei der Berechnung von Bewegungen ist es oft ziggassd sinnvoll, von der Ausdehnung
des Korpers abzusehen und den KorperPalsktmasse- auchMassenpunkt genannt zu
idealisieren. Dies hat den Vorteil, dass

* der Korper sich nicht drehen kann

» alle auf den Korper einwirkenden Kréfte in eineank angreifen.

Obwohl es in Wirklichkeit keine Massenpunkte gibt,die Naherung verschwindender Aus-
dehnung in der Theorie oft zweckmafig und erlaulenn die Bahnabmessung wesentlich
grof3er ist als die Ausdehnung des Korpers (sieBe die Bewegungen der Planeten im Son-
nensystem). Dartber hinaus werden wir in Unterkagitl sehen, dass siBlunktmassen wie
die Schwerpunkte ausgedehnter Korper bewe@anach stimmen die fir Massenpunkte
berechneten Bewegungen mit den Schwerpunktbeweguagsgedehnter Korper Uberein,
falls die Massen und die Summe aller Kréfte in beidéllen gleich groR3 sind.

Ganz allgemein werden Idealisierungen, die die Winkeit nicht exakt beschreiben, sondern
bestimmte Eigenschaften und Sachverhalte bewuslsgerielt aul3er acht lassen, sehr haufig
in der Physik mit gro3Rem Erfolg vorgenommen. Dignaehlassigung unerwinschter Neben-
effekte und die Konzentration auf das Wesentliahd so typisch fir die Arbeitsweise des

Physikers, dass wir kurz Uber Zulassigkeit und Biotzon Idealisierungen bzw. Vernachlas-
sigungen sprechen mussen.

* Die Zulassigkeit von Idealisierungen hangt von dettersuchten Objekt und der Aufga-
benstellung abDazu drei Beispiele:
1) Bei einer fallenden Stahlkugel kann die Lufttegig vernachlassigt werden, bei einer
fallenden Feder nicht.
2) Bei der Berechnung der Planetenbahnen konneRldreeten als punktférmig angese-
hen werden, in der Wetterkunde nicht.
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3) Im Maschinenbau durfen die Corioliskrafte dedrgtation vernachlassigt werden, in
der Wetterkunde aber spielen sie eine ganz entsaigde Rolle.

In jedem einzelnen Fall ist zu entscheiden, obvdigesehenen Idealisierungen zu tole-
rierbaren Ungenauigkeiten fihren oder nicht.

* Die exakteBeschreibung der Vorgange in Natur und Techniknstahezu allen Fallen
unmaoglich. Deshalb missen Randeffekte aul3er adhssgn und dafir kleine ewvtl.
sogar vernachlassigbare Ungenauigkeiten in Kauf genommen werden. Viele-Ver
nachlassigungen sind sehr gebréauchlich und welirgitet. Kein Maschinenbauer kame
auf die Idee, relativistische Massenanderungen Gadeioliskrafte der Erdrotation zu be-
ricksichtigen. Auch Reibungskréfte werden oft niahBetracht gezogen.

Zulassige ldealisierungesind sinnvoll, wenn man dadurch den Rechen- odeeifsauf-
wand gering halten oder den Blick auf das Wesdmliechten kann.

Es kommt nicht darauf an, ob Idealisierungen aucder Wirklichkeit realisiert werden kon-
nen Seit Galileo Galilei arbeitet die Wissenschatftrotft fiktiven Modellendie wenig Bezug

zur Wirklichkeit haben, abdeicht Uberschaubar sind und sich auf das Wesémiauf die

zu untersuchende Frage konzentrieren.

Wir nehmen im Folgenden an, dass die betrachtetepdf punktférmig sind. Punktmassen
kénnen sich nicht drehen und ihre zeitabhangigetiBosvird durch den sog. ,Ortsvektor”
r (t) beschrieben, der vom Ursprung des Koordinatensyxsieim Ort der Punktmasse reicht.

2.2 Geschwindigkeit

Wir definieren die Geschwindigkeit und betrachtererst den einfachsten Fall, digeich-
formige BewegungDarunter versteht man eine geradlinige Bewegbegder der Quotient
aus zuruckgelegter Streckex und bendtigter Zeifdt fur alle ZeitenAt gleich grof3 ist. Der
konstante Quotiemix/At wird ,Geschwindigkeit”v der gleichféormigen Bewegung genannt:

V= % fur gleichférmige Bewegungen (Z2)

Die Einheit der Geschwindigkeit ist nach dieser iBls. Haufig wird auch die Einheit km/h
verwendet. Zwischen diesen beiden Einheiten giliblgende Umrechnung

km m
— =1— 2.2-2
3,6 H < ( )

Wenn eine gleichférmige Bewegung zur Zie#0 im Punkt x(0) =: Xy beginnt, so gilt

x(t) = x(0) _ x(t) - xg
t-0 t

vV =

= X(t) = Xg + Vvt nur fur gleichférmige Bewegungen mit const (2.23) f‘
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Das sog._,Orts-Zeit-Diagramméiner gleich- A
férmigen Bewegung ist eine Gerade (siehe x()
Abb. 2.2-1) mit der Steigung.

Als néachstes betrachten wimgleichférmige
Bewegungerauf einer Geraden. Jetzt werden

in gleich grof3en Zeitintervallen nicht mehr
gleich groR3e Strecken zurtickgelegt, so dass *o
das Orts-Zeit-Diagramm in Abb. 22 eine

gekrimmte Kurve ist. >
t

Man nennt den Quotienten — .
Abb. 2.2-1 Orts-Zeit-Diagramm einer

_ Xo—™ X1 AX gleichférmigen Bewegung
Vi = = — (2.24)
to—-1 At

«Mittlere Geschwindigkeitbder_,Durchschnittsgeschwindigkeiti dem Intervallt,, t,] .

In Physik und Technik und beim Autofahren interedsman sich aber gewoéhnlich nicht far
die mittlere, sondern fir die momentane Geschwkaldigv(t). Vor der Einfihrung der Ra-
dartechnik wurden momentane Geschwindigkeiten imk&& mit zwei Lichtschranken
ermittelt. Lichtschranken messen — genaugenommeine -mittlere Geschwindigkeit/,,, .
Wenn aber der Abstand der Licht-

schranken so Kklein ist, dass ein

Fahrzeug seine Geschwindigkeit

auf der kurzen Messstrecke kaum T Tangente  Sekante

andern kann, dann sagt man: Die
gemessene Geschwindigkeit ist —
in gendgend guter Naherung — die
momentane Geschwindigkeit.

Diese Aussage ist umso genauer,
je kleiner der Abstand der beiden
Lichtschranken ist. Daraus ergibt
sich die Definition der momenta-

nen Geschwindigkeit wie folgt:

Die momentane Geschwindigkeit Abb. 2.2-2 Fiirt, - t; geht die Steigung der Sekante {iber
Ax in die Steigung der Tangente. Die Steigung der &atggist
v = lim At (2.25) laut Definition die momentane Geschwindigket;) .
0

oder genauer-wenn wir die Zeit
deutlich in die Definition einbeziehen

o xX(tHAY - () dx(t)
v() := fim At Todt

x(t) (2.2-6)

ist die zeitliche Ableitung des Orte@)xEs ist allgemein ublich, die zeitliche Ableitungint
durch einen Strich, sondern durch einen Punkt nm&&ichnen.
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Bisher waren alle Bewegungen geradlinig. Nun wolleénauchkrummlinige Bahnebetrach-
ten. Die zeitabhangige Lage des Massenpunktes durch den sog. ,Ortsvekton’(t) be-
schrieben, der vom Ursprung des Koordinatensystauns Ort des Teilchens zeigt (siehe
weiter unten Abb. 2.5-2). Der Ortsvektor lasst siahseinen drei kartesischen Koordinaten
x(t), y(t), z(t) und den sog. ,Basisvektorery , ey, e, die die Lange Eins haben und auf
den drei Koordinatenachsen liegen, als eine Lirsakknation schreiben:

X(t)
r(t) = x(e, + y(he, + A9 e, = | y(1) 227 @
Z(t)

Bemerkung: Die Ortsvektoren dirfen im GegensatderuVektoren in der Mathematik nicht parallel véagmen
werden. Die Ortsvektoren sind ortsfest; ihr Anféiegt immer im Koordinatenursprung. (Nach einerdfatver-
schiebung wiirde das Ende der Ortsvektoren nicht engtden Ort der Teilchen zeigen.)

Vektoren werden komponentenweise differenziert untegriert. Daher ergibt sich der Ge-
schwindigkeitsvektow (t) durch die zeitliche Ableitung der drei Koordinaten

Vy (1) (1) 1 (t+A) - X9
v(t) = vy | =| W) | = lim | e+ AY - ¥ (2.2-8)
v ) L« At+AY - 1)

2.3 Einfihrung in die Integralrechnung

Nach Unterkapitel 2.2 ergibt sich die momentanec®aesmdigkeit v(t) durch Ableiten des
Ortesx(t) nach der Zeit. Wir wollen nun die umgekehrte Aalfg I6senv(t) ist gegeben-
z. B. durch den Fahrtenschreiber eines LKMWadx(t) ist gesuchtx(t) ist die Stammfunkti-
on vonv(t).

Wir fangen wie ublich mit dem einfachs-

ten Fall an, mit der gleichférmigen Bewe- A
gung, fur diev(t) = const=: vy gilt. Im Vo
Geschwindigkeits-Zeit-Diagramm is(t)

eine Gerade parallel zur Abszisse. Die
Integration ist hier besonders einfach:
Nach Gl. (2.23) wird in dem Zeitintervall

[ty, t], dessen untere Grentg fest und
dessen obere Grent®ariabel ist, folgen-

der Weg zurtickgelegt:

X(t) = x(t) = vo[(t— ty)

Der Zuwachs x(t) — x(t;) der Stamm-

v(1)

»
>

3 ty t

Abb. 2.3-1 Die graue Flache im Geschwindigkeits-
Zeit-Diagramm ist gleich dem zurlickgelegten Weg.
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funktionen ist gleich der Flache unter der Kumg) = vy im Intervall [t, t] . Hier deutet
sich schon der Zusammenhang zwischen Flache uadrétan. Der Zuwachs ist die graue
Flache in Abb. 2.31. Mit c:= x(t;) — vq 0Ot folgt:

X(t) =vgt+cC far v(t) = vy = const (2.3-1)

Damit ist die Stammfunktior(t) einer konstanten Geschwindigkeiit) = v, bestimmt.

Als néchstes untersuchen wir eine beliehiggleichférmige Bewegung auf der x-Achse. Da
die Geschwindigkeit(t) nicht konstant ist, kann der in dem Zeitintervigl, t] zuriickge-
legte Weg nicht so ohne weiteres als Produ(k?) [{t — t;) geschrieben werdenzumal man
Uberhaupt nicht wiisste, welche Z&iin v einzusetzen ware.

Wir mussen deshalb anders vorgehen und davon arsgefiss di&eschwindigkeit in genu-
gend kleinen Zeitintervalleldt nahezu konstant istDer in dem kleinen Zeitintervall
[t,t+At] zurickgelegte Weg ist daher ndherungsweise

Ax = Xt + A1) - xH) = (1) At

mit t” = beliebigeZeit aus[f T+ At J .
Welche Zeit t* man aus dem Zeitintervall wahltnisht entscheidend, da sial{t)) in dem
sehr kleinen ZeitbereichAt kaum andert.

Mit dieser Uberlegung kénnen wir nun den in dert Z&j,t] zurlickgelegten Weg berechnen:
Wir unterteilen das Zeitintervall,,t] in n gleich grol3e Teilintervalle der Breite

t—t
At = —2

- (2.3-2)

und berechnen die Geschwindigkeitetit, + (i —1) At] zu Begind der Teilintervalle
(i =1,...n). Dann ist der im Gesamtintervall zuriickgelegteg\géeich der Summe der in
den Teilintervallen zurtickgelegten Wege:

X(t) = x() = Zn:’><(tl+ iAt)— ><(t1+(i—1)At)] ~
i=1

n
v(t + (i -1 at) at (2.33)

i=1

mit At = (t —t;)/n. (Der Leser kann sich am besten von der Richtigkeser Gl. uberzeu-

gen, indem er=1, danachi =2 usw. einsetzt und die einzelnen Summanden s@netzrt.)

Die letzte Summe Gl. (2.3-3), die wir “Zwischensumme” nennen wolleist gleich der
grauen Flache unter der Stufenfunktion in ABI3-2.

1 Genauso gut hatte man die Geschwindigkeiten ane Hed Teilintervalle oder irgendwo innerhalb deilifie
tervalle berechnen kénnen, weil diéeilintervalle sehr klein sind und sich die Gesittdigkeit daher innerhalb
eines Teilintervalles kaum andert.
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v(t;, + 2A1)

v(t)

v

1 At t

Abb. 2.3-2 Der gesamte zurlickgelegte Weg ist die Summe detem Teil-
intervallen zuruckgelegten Teilwege. Fur kleidg ist jeder Teilweg ungeféhr
gleich der Geschwindigkeit am Anfang des Teilwemes At .

Wir lassen nun die Zam der Teilintervalle groRer und groRer werden. Datied die Breite
At = (t - t;)/n der Teilintervalle immer kleiner. Je schmaddr wird, desto weniger andert
sich die Geschwindigken(t) innerhalb der Teilstrecken und desto genauerhpest die
Zwischensumme den zurtickgelegten Weg = x(t) - x(t). FUrn — oo strebt die Zwi-
schensumme gegen einen Grenzwert, den man dagrdtitder Funktiorv(t) nennt:

n _ _ t
X(t) = x(t) = lim Z { t +(i—f|.)t ntlj EltTtl = J.V('[') dt (2.34) ?‘
N=%92

ty

Das Integral ist einerseits gleich der Flache zinescder Funktiorv(t) und der Abszisse im
Intervall [tl, t] und andererseits gleich dem Zuwaglfs) — x(t;) der Stammfunktion.

Wenn wirx(ty) in Gl. (2.3-4) auf die rechte Seite bringen, erhalten wir dend®s Teilchens
zur Zeitt bei gegebener Geschwindigket):

t
X() = X(t) + [ (1) dt 235 2

ty

X(t) ist die Stammfunktion des sog. “Integrande(t). In Verallgemeinerunglieser Aussagen
auf andere Funktionen erhalten wir die folgendetedraleigenschaften, die von zentraler
Bedeutung fir die Mathematik und Physik sind:

« Das Integral
t

jf(t')dt':z jim f(t1+(i—1)t_ntlj gt

n

ty
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ist gleich der Flache, die von der Funktibt) und der Abszisse im Intervdlt,, t]
eingeschlossen wird.

« Das Integral tiber eine Funktioi(t ist gleich der Anderung
t
F(t) - F(t) = j f(t)dt (2.3-6)

5]

der Stammfunktion des Integranden im Integratiensich. Daraus folgt insbesondere

t
d N - =
E{ fe)dt=—[F® - FO]= f)

2.4 Beschleunigung

Im Gegensatz zum alltaglichen Sprachgebrauch ward@®mysik und Technik nicht nur Be-
wegungen mit zunehmendem Geschwindigkeitsbetvgsondern auch solche mit abneh-
mendem Geschwindigkeitsbetrag beschleunigt gen&anrtiber hinaus werden sogar Bewe-
gungen mit konstantem Betrag, aber veranderlicher Richtung venbeschleunigt genannt.
Ein Beispiel dafur ist die gleichmalige KreisbewaguNach dem zweiten Newtonschen
Axiom F = ma ist die Beschleunigung bei der gleichférmigen Kbewegung gleich der
Zentripetalkraft dividiert durch die Masse.

Auch jetzt betrachten wir zuerst wie-

d_er den elnfachste_n Fall, d_g}aradll- v Tangente Sekante
nige Bewegung bei der wir skalar / .
rechnen dirfenlm Folgenden werden
fast dieselben Uberlegungen angestellt
wie bei der Definition der Geschwin-
digkeit. Der wesentliche Unterschied
ist nur der, dass wir jetzt nicht mehr
im  Orts-Zeit-Diagramm  arbeiten,
sondern im Geschwindigkeits-Zeit-
Diagramm. Vom Autofahren ist be-
kannt, dass Beschleunigung als-Ge
schwindigkeitsédnderung pro Zeit defi-
niert ist. Daherdefinieren wir die
Steigung der Sekante in Abb. 214

~ Vv

tl t?

Abb. 2.4-1 Die Steigungen der Sekante und Tangente
im Geschwindigkeits-Zeit-Diagramm sind laut Defini
tion die mittlere und die momentane Beschleunigung.

Vo =V _ Av

an =
M, -t At

(2.4-1)

als _,mittlere Beschleunigungdder_,Durchschnittsbeschleunigungfi Intervall [t,,t;]. Die
Einheit der Beschleunigung ist danaths? .
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Bei der Definition der momentanen Beschleunigaft) zur Zeitt gehen wir genauso vor
wie bei der Definition der momentanen Geschwindigki®anach ist diemomentane Be-
schleunigung die mittlere Beschleunigung im Greemgéng At — O:

a(t):= fim Y(L*¥A0 = v

2.4-2
At-0 At ( )

Die Beschleunigung ist die einmalige Ableitung @Gaschwindigkeit nach der Zeit oder die
zweimalige Ableitung des Ortes nach der Zeit.

2
a(t) := d;’(tt) = ddt’gt’ = %(1) 243 2

Ein besonders wichtiger Spezialfall ist dygeichformig oder gleichméafig beschleunigte
Bewegung hier ist die Beschleunigung konstant. Der reitsfirege Fall im homogenen
Schwerefeld ist die bekannteste gleichformig besgahibte Bewegung. Wegea(t) = v(t)
ist die Geschwindigkeit die Stammfunktion der Béschigung. Die Geschwindigkeit ergibt
sich nach Gl. (2.3-6) durch Integration tUber diadtante Beschleunigung:

t
v(t)—vO:Iadt= at
0

v(t) = v + at nur fur gleichférmig beschleunigte Bewegein (2.44) 49

Eine weitere Integration liefert den Ort des Tegich

t
X(t) - X = I W(t) dt = t+%t2
0

= X(t) = X+ pt+ %tz nur fur gleichférmig beschleunigte Bewegungen .4<3) ?0

Bemerkung: Immer wieder schreiben Studenten fuBdiechleunigung die Gh = v/ t auf. Man kann gar nicht
oft genug betonen, dass diese einfache Beziehwigy®@k (2.4—4) nur fir gleichférmig beschleunigteviigun-
gen und nur fuvg = 0 gilt. Fir a(t) # const gilt nach Gl. (2.4-3)a(t) = W(t) undnicht a = v/ t.

Schnellkafer erreichen im Tierreich die grofRte Bémanigung: Beim Hochspringen kdnnen sie @it 4009
beschleunigen. Die gré3ten Beschleunigungen irNdeéur erreichen einige Pilzarten, die ihre Sporéneiner
Beschleunigung von bis ZIBELO5g (1) abschielZen.

Jetpiloten mussen nach der Auslésung des Schletmdsrsehr kurzfristig eine Beschleunigung v@hg aus-
halten. Dabei wird die Wirbelsdule so stark gestgudass die Piloten etwa 0,5 cm kleiner werderchNawei
Notausstiegen im Schleudersitz werden Bundesweltepilin den vorzeitigen Ruhestand versetzt.
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Tabelle 2.4-1 Die fir den Menschen maximal ertragliche Besahitpung hangt von der Kérperhaltung
und von der Dauer der Beschleunigung ab und ishtigidir die bemannte Raumfahrt, Militarjets und
Kraftfahrzeuge. Bei Crash-Versuchen mit Dummies dié& kurzzeitige Kopfbeschleunigung héchstens
80 g und die Brustbeschleunigung héchstens 60rgdmest.

Ertragliche Beschleunigung Ertragliche Beschleunigung ip
Haltung R Dauer .
fur 5 sec. sitzender Haltung
Kopf nach unten 4¢ 1 sec 13 g
sitzende Haltung 79 5 sec 79
Bauchlage 13 g 10 sec 69
Ruckenlage 159 60 sec 49

Beispiel 2.41 Bremsweg.

Ein Auto fahrt mit der Geschwindigkei, und macht dann eine Vollbremsung mit konstanter Be
schleunigunga = — 105[g bis zum Stillstand. Berechne den Bremssveg

Ldsung:

Die GIn. (2.44) und (2.45) lauten furx, = O:

v(t) = v + at X1 = \6t+%t2
Die Zeit fur die Abbremsung s&i Am Ende des Bremsvorgangesv@t) = 0 undx(T) =s.
W) =0=yw+aT x(T) = s= T+% T (2.4-6/7)

Wir I6sen die Gl. (2.46) nachT auf und setzeifi in Gl. (2.4-7) ein:

2 2
\%) \
_VYo s=-Yo

2s 2a

a-= fur a=const und vgpge = 0 (2.4-8/9)

Kontrolle und Veranschaulichung:
» Die Einheiten sind richtig.

* Firvyg =100km/h= 27,8 m/ ergibt sich der realistische Bremsweg= 37,5 m.

e s V(2). In der Fahrschule lernt man, dass der Bremswegaptional ist zum Geschwindigkeitsquadrat.

Beispiel 2.4-2 Konstante Verzdgerung.

Ein PKW verringert durch gleichmaRiges Bremsenes@aschwindigkeit voivg = 72km/h auf
v; = 36km/h und legt dabei die Strecke 100 m zuruck.

a) Wie grol} ist die (negative) Beschleunigung
b) Wie groR ist die Bremszelt?
Ldsung:

a) Mit xy = O lauten die GIn. (244) und (2.4-5) fur alle Zeiteh < T:

a
v(t) = v + at x(t)=vot+zt2
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Wir |6sen die erste Gl. na¢lauf und setzehin die zweite Gl. ein:

X(t) = vy

v(t) = vp , [V(1) = Vo 2
a 2a

= X(t) = 2—16‘ [vz(t) - VS] nur fiira = const (2.410) /0

Far t=T erhalten wir mit x(T) =s=100 m v(T) = v, =10 m/s Vo =20 m/s

1 ( 2 2) m
a=—|vi-vy|=-15=
25 1 0 32
m m
B Vl — VO B 10; - 2078 B _
by T = = =665
a -1,5m/<

Bemerkung: Folgendermallen héatte man die ganze Bafgifacher und schneller rechnen kénnen: Die
mittlere Geschwindigkeit wahrend des Abbremsensibet/,,, = 15 m/s. Die Bremszeit ist daher

T=ﬂ=w=&6663 — a:V(T)—_VO:_l5

m
M~ _q15
vy, 15m/s T 53 0153

Beispiel 2.4-3 Gefahrliche Geschwindigkeitstuiberschreitung

Ein Auto fahrt in der Stadt miv; =50km /hPI6tzlich lauft ein Kind auf die Stral3e. Nach der
ReaktionszeitTg =1 smacht der Fahrer eine Vollbremsung rait —g und kommt im letzten
Augenblick unmittelbar vor dem Kind zum Stehen.

Mit welcher Ehdgeschwindigkeitvg hétte er das Kind angefahren, wenn er mit der i&esclig-
keit v, =60km/h gefahren ware und wenn das Kind in gleicher Entfeg wie oben auf die
Stral3e gelaufen ware?

Ldsung:

Fur den Abstand, in dem das Kind vor dem Auto auf die StralRe |&gdtten folgende zwei Gin.:

v2
s=v, T — =% mit a=-g
2a
3_ 2
VE -V
unds = v,Tp+-E£—2
' 2a

Gl. (2.4-10)

Gleichsetzen dieser beiden GIn. liefert

Vg = \/Za(vl—vz)TR +v3-vZ = 42,5kTm
Kontrolle und Veranschaulichung:

1) vg steigt mit zunehmender ReaktionsZgg, weil der nach der Schrecksekunde noch zur Ver-
fligung stehende Bremsweg mit wachsender Reaktiibradm@mmi.

2) Fur Tg = s/v, folgt erwartungsgemaig = v, .



14 2 Kinematik der Massenpunkte

2.5 Kreisbewegung ‘

Die Kreisbewegung ist eine besonders wichtige e
Bewegung: Maschinenteile, die um eine raumfeste / r N
Achse rotieren, fuhren solche Bewegungen aus. / \

Ein Massenpunkim lauft in derx, y-Ebene auf |
einer Kreisbahn mit Radiusim positiven mathe- \
matischen Sinn, d. h. im Gegenuhrzeigersinn. Wir \ /
betrachten zuerst wieder den einfachsten Fall, eine \\ /
gleichférmige Kreisbewegung. Hier werden in N //
gleichen Zeitabstandet gleiche Winkel Ad ]
Uberstrichen. Der konstante Quotiekp/At wird
— in Analogie zur Geschwindigkei = Ax/At
- als_,Winkelgeschwindigkeitt bezeichnet:
_Ad

w:= At fur gleichférmige Kreisbewegunge (2.51)

Abb. 2.5-1 Kreishewegung in der x,y-Ebene.

w hat die Einheis™* und ist gleich2n mal Drehzahl. Mitp(t = 0)=:¢, gilt

o= 20060 _ o1 %
t-0 t

= o(t) = ¢ + wt fur gleichférmige Kreisbewegungen 25
(Beachte die Ubereinstimmung mit Gl. (2.2-3).) @em Fahrstrahl Uberstrichene Winkel

¢(t) wachst linear in der Zeit.

Fur urgleichférmige Kreisbewegungeddg At # const gibt die Gl.

)
Wy, - = At (2.5-3)

die mittlere Winkelgeschwindigkeit im Intervalit an. Die momentane Winkelgeschwin-
digkeit w(t) zur Zeitt ist definiert als

wt):= fim HLHAD = 6

At -0 At

= ¢(t) (2.54)

Bemerkenswert und wichtig ist die Feststellungsdiie mittlere und die momentane Winkel-
geschwindigkeit in vollig gleicher Weise definiaverden wie die mittlere Geschwindigkeit
vV, und die momentane Geschwindigke(t). (Vergleiche die GIn. (2:2¢ und 6) mit den
GIn. (2.5-3 und 4).) Dies zeigt sehr deutlich, dass es inRigtsik Gedanken, Uberlegungen
und Rechnungen gibt, die immer wieder in ahnlidkeanm auftreten.

Die zweite Ableitung vorp(t) ergibt die Winkelbeschleunigunmyt) = w(t) = ¢(t).
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Die momentane Bahmder Umfangsgeschwindigkeales Teilchens betragt

v(t) = tim 25 = jim "2% _ ¢ o)
At-0At A0 At (2.5-5)

Dabei folgt die Gl. flr den Kreisbogefis = r A¢ mit dem Dreisatz aus der Gl. fur den
KreisunfangU =r 21t Nach Gl. (2.5-5) muss unbedingim Bogenmalfind nicht im Win-
kelmald angegeben werden; denn nur im BogenmadsistrA¢d .

Fur gleichformige und auch fur ungleichférmige kstewegungen gilt also:
v(t) = rot) 2.56) @

Nachdem die Winkelgeschwindig-

keit w(t) und Bahngeschwindig- tz
keit v(t) als Skalare definiert
bzw. berechnet wurden, missen 1o

beide GréRen noch zWektoren ——_—t———_

erweitert werden. Der Betrag von - ~

w(t) wird durch die Gl. (2.5-4) / N
gegeben. Die Richtung voa(t) / \ y
wird wie folgt definiert (t) | ] >
steht senkrecht auf der Bahnebene
und weist in die Richtung, in die N

sich ein Korkenzieher bewegt, der ~ - m
im Umlaufsinn der Masse gedreht
wird. w(t) ist also laut Definition
parallel zur DrehachseBei einer
ungleichférmigen Kreisbewegung
ist nur die Richtung der Winkel-
geschwindigkeit konstant.

Abb. 2.5-2 Die Winkelgeschwindigkeitd steht senkrecht auf
der Kreisbahn und féllt daher mit der Drehachsemumsen.

Der Geschwindigkeitsvektov(t ist die Zeitableitung des Ortsvektor§t . Der Ortsvektor
r(t) geht vom Koordinatenursprung zum Ort des Teilshamd lautet nach Abb. 2.5-2:

X(t) rcoso ¢)

rit) =| y(t)| =| rsing () (2.5-7)
Z(t) 0
-sing (t) -sing (t)
= v(it) =rf(t) =rd(t)] cospt) =rwf) cosdit) (2.5-8)
0 0

Dabei lieferte die Kettenregel die innere Ableitupi@) = «(t).

Kontrolle und Veranschaulichung:

« Die Einheiten sind richtig.
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v(t) hat in Ubereinstimmung mit Gl. (2.5-5) die Lange

[v(v)| = ruJ(t)\/sin2¢(t)+ cofh {)=r w()

v(t) liegt in derx, y-Ebene und steht senkrecht a(tj, da das Skalarprodukft) Cv(t) = O ist.

Behauptungv(t) lasst sich als Vektorprodukt schreiben
v(t) = a(t) xr(t) (2.5-9)

Beweis:In Koordinatendarstellung lautet das Vektorprodukt a, b

ay b, aybz—azby
axb=la,| x|b | =|ab-alb
az bz axby_ayk%(

Wir berechnen die rechte Seite der Gl. (2.5-9):

0 rcosp ()) (-w()y sipt)
atyxr(t)= 0 x| rsing¢) = wt)ycopi() = v, ¢
w(t) 0 0 Gl. (2.5~ 8)

Die zweite Ableitung des Ortsvektarg) nach der Zeit liefert die Beschleunigung

- sind(t) cos(t)
at) = rxt) | cosdp(t) | — r w?(t) | sind(t) | =
0 0
= % v(t) — w?(t)r(t) (2.5-10)

Der erste Term ist parallel zur Geschwindigke(t) und beschreibt die Beschleunigung, die
bei einer Anderung voa in tangentialer Richtung auftritt. Beim Betrachtgner Kreisbahn,
deren Winkelgeschwindigkeit sich plotzlich starkdért, wird dieser Term verstandlich. Er
hat den Betrag «(t) und verschwindet bei gleichférmigen Kreisbahnen.

Der zweite Term—w?(t) r(t) ist die sog. .Zentripetalbeschleunigun@ie istproportional
zum Radius r und proportional zi? und weist zum Kreismittelpunkelir & = O folgt:

a(t) = —w? r(t) nur fur gleichférmige Kreisbewegunge (2.5-11)

Auf ein Teilchen, das eine gleichformige Kreisbewsg macht, wirkt die Zentripetalkraft

ma = - mwr
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Bei den Planeten, deren Ellipsenbahnen nur wemgdreisbahnen abweichen, ist die Zentri-
petalkraft die Anziehungskraft der Sonne. Bei eirflegiichen, das von einem Faden gehalten
auf einer Kreisbahn umlauft, wird die Zentripetalikrdurch den Faden aufgebracht. Der
Betrag der Beschleunigung gleichférmiger Kreisbewegen ist

2
\'
a= (,02r = —
1 r

w=v/r

= WV nur fur gleichférmige Kreisbewegungen 2A3) 49

Bemerkungen: 1) Die GIn. (2:%2) gelten auch flr ungleichférmige Kreisbewegundesschreiben dann aber
nur die Komponente der Beschleunigung in radialiehtang, also nur den Betrag der Zentripetalbesttie
gung.

2) Der Leser muss sich die drei wichtigen GIn. £22) nicht unbedingt merken. Er muss nur wissers dicha

in einfacherForm durch Multiplikation und Division der drei ¥ablenc, v undr ergibt und dasa die Einheit
ms~2 hat. Dann erhalt man zwangsléufig die Gin. (2.5—ARdereeinfacheGlIn. fiira kénnen bei Beachtung
der Einheit nicht mity, v undr aufgestellt werden.

Beispiel 2.5-1 Kreisender Satellit

Ein Satellit kreist in 200 km Hohe einmal in 88/t um die Erde. Der Erdradius betragt
6380 km. Wie grof3 sindy, v, a?

Ldsung:

2TT _1

w=——==11839010° &
88,4560 s

v=wr=11839010°06,581 19 m/s 7790mks 2804%/h
a=Vv/r=922m/¢ = Erdbeschleunigung in 200 km Héhe

Bemerkung: Nach dem Gravitationsgesetz (siehe Agfga-16) ist die Erdanziehungskraft auf einen Kirpe
im Abstandr zum Erdmittelpunkt proportional zil/r . Daher betragt die Erdbeschleunigung in 200 km
Hohe

2
_( 6380 m _ m
9200 (wj LG =92,

Hiermit beenden wir die Kinematik, die eine reintheanatische Disziplin ist und daher ohne
die physikalischen Grof3en ‘Masse’ und ‘Kraft’ auskuot. Ein kleiner Riuckblick sei gestattet:
Wir haben die drei kinematischen Funktion€t), v(t), a(t) eingefiihrt und wissen nun, dass
sie durch Differenzieren und Integrieren ineinandegerechnet werden kénnen. Aul3erdem
wurde die Kreisbewegung von Massenpunkten behandadt Bedeutung von Ableitungen
und Integralen wurde an Hand physikalischer Probleansfiihrlich besprochen. Weitere
mathematische Hilfsmittel und mathematische Thaonerden im Buch nicht mehr erlautert,
so dass wir uns ab jetzt auf die Physik konzemniétnnen.
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2.6 Noch einmal in Kiirze

1) Momentane Geschwindigkeift) und Beschleunigung(t) sind wie folgt definiert:

. X(t+ A - x() dx(t) .
AItITo At Codt X(t) (2.2-6)

v(t) :

- d
A|tir110V(t+AAtz vy :j’(tt) = V(1) = X(1) (2.4-2)

a(t) :

2) Besonders wichtig sind gleichformig beschleunigeavBgungen. Zweimalige Integration
der Gl. a = const fluhrt auf

V() = v + at XD = %+ Vg t+%t2 (2.4-4/5)

3) Bei Kreisbahnen wird die momentane Winkelgeschvgkeiit wie folgt definiert:

g QALY —O() _ do(t) _
w(t) ;= lim_ At =gt - %M (2.5-4)

Die Richtung des Vektors der Winkelgeschwindigkstiiaut Definition parallel zur Drehach-
se; der Richtungssinn wird mit der Korkenzieher-&dgstgelegt.

4) Fur Kreisbewegungen lauten die GeschwindigkeitdiedZentripetalbeschleunigung

Varw a=wr=—-=wv (2.5-6/12)

2.7 Aufgaben

2-1 Leicht Uberholvorgang

Ein LKW fahrt mit konstanter Geschwindigkeit, = 36 km/h an einem stehenden PKW vorbei. Wenn sein
Vorsprung s; = 100 m betragt, startet der PKW und fahrt mit gleichfégeni Beschleunigung = 1,2 m/s
hinterher.

a) Wie viel ZeitT bendtigt der PKW, um den LKW einzuholen?
b) Welche Strecks legt der PKW dabei zurtick?

2-2 Leicht Beschleunigter Zug

a) Welche Beschleuniguraghat ein Zug, der in 25 s die Geschwindigkeit vérkB/h auf 54 km/h erhoht?
b) Welche Strecks legt er dabei zurtick?

2-3 Mittel Beschleunigter Rennwagen Abb. 2.7-1

Zur Zeitt = 0 startet ein Rennwagen an der Stefle0 mit konstanter BeschleuniguagZur Zeitt, fahrt er in
eine 75 m lange Mess-Strecke ein, die er 2 s spégeier verlasst. Beim Durchfahren der Mess-Stradke die
Geschwindigkeit verdoppelt. Bestimme die vier Urdoekent,, X4, V4, a.
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MefBstrecke 75 m

-=r-----3%

to :0 tl =7 t2
X =0 xl =7 Xo
vo =O Vl =? V2 :2VI b

Abb. 2.7-1 Der beschleunigte Rennwagen durchfahrt eine Mass#® mit den angefiihrten Daten.

2-4 Mittel Kanguruh-Spriinge Abb. 2.7-2

Ein Kanguruh macht beim Rennen 6 m

weite und 1,5 m hohe Spriinge. Wie grof3 1,5m
ist die konstante horizontale Geschwindig-

keit v des Kénguruhs?

6m

Hinweis: Die horizontale Bewegung ist
gleichférmig, die vertikale Bewegung
ist gleichférmig beschleunigt mit

a=g=981ms

Abb. 2.7-2 Das Kanguruh macht 6 m weite und
1,5 m hohe Spriinge.

2-5 Mittel Notbremsung

Zwei identischeAutos fahren im Nebel senkrecht auf eine WandDrer. erste Wagen fahrt mit 54 km/h und
beginnt 12 m vor der Wand mit einer Vollbremsuntp¢kierende Rader). Er kommt im letzten Augenblick
unmittelbar vor der Wand zum Stehen (Abstand AutWand = 0 m).

Der zweite Wagen féahrt mit 72 km/h und beginnt 1&on der Wand mit einer Vollboremsung. Mit welcher
Geschwindigkeit prallt er gegen die Wand?

2-6 Mittel Brunnentiefe
Ein Stein fallt mit der Anfangsgeschwindigkeig = O in einen tiefen Brunnen. Nach der Zetdrt man den
Bodenaufprall. Wie grof3 ist die Brunnentiefe?

Hinweise: Reibungskréafte beim Fall des SteinesacdluRer acht

gelassen werden. Die Zeit fur die Schallausbreiighgu beruck- 4SS0 —
sichtigen. Die Schallgeschwindigkeit betrégt 340m/s. /

Ny
I

2—7 Schwer Maximale Drehzahl Abb. 2.7-3 2m

Ein dinnesHolzbrett mit Massem=9kg, H6he h=2m und
Breite b=12m ist an eine vertikale Achse angeklebt, die mit der

konstanten Winkelgeschwindigkeit rotiert. Der gleichmafdig Uber /
die Hoheh verteilte Kleber kann insgesamt eine Zugkraft von \A/,’L‘“'\
25kN aufnehmen. Gewichtskraft und Reibungskrafte inldét b=
sollen vernachlassigt werden. S0

Welche Winkelgeschwindigkeit ist maximal zulassigenn der

eine rotierende Achse angeklebt.



