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Einfiihrung

> Bei der Analyse elektronischer Schaltungen geht man in der Regel so vor, dass in

einem ersten Schritt die realen Bauelemente durch einfache Ersatzschaltbilder
(Modelle) ersetzt werden. Die Ableitung der Modellparameter haben wir bereits fiir
einfache geometrische Anordnungen, z.B. bei der Berechnung der Kapazitit eines
Vielschichtkondensators kennen gelernt. Mithilfe von geeigneten Rechenverfahren
und unter Zuhilfenahme vereinfachender Annahmen werden die im allgemeinen Fall
komplizierten dreidimensionalen Feldverteilungen zurtickgefiihrt auf die integralen
GroBen wie z.B. R und C. Diese Modellierung der Komponenten ist im Wesentlichen
Aufgabe der Bauelementehersteller, die die benétigten Informationen in Datenbléttern
zur Verfiigung stellen. Die Aufgabe fiir den Schaltungsentwickler besteht darin, aus
den bekannten Komponenten gezielt Netzwerke fiir bestimmte Zwecke zusammenzu-
bauen. Die Berechnung von Netzwerken spielt daher in der Elektrotechnik eine ((
zentrale Rolle.

LERNZIELE

Nach Durcharbeiten dieses Kapitels und dem Lésen der Ubungsaufgaben werden
Sie in der Lage sein,

B die Kirchhoff'schen Gleichungen anzuwenden,

B komplizierte Widerstandsnetzwerke zu vereinfachen,

B prinzipielle Fehlerquellen bei Widerstandsmessungen zu berticksichtigen,
B Spannungs- und Stromquellen ineinander umzurechnen,

B die Verbraucherleistung bei vorgegebener Quelle zu maximieren,

B Wirkungsgradberechnungen durchzufiihren sowie

B umfangreiche Gleichstromnetzwerke mit unterschiedlichen Methoden zu
analysieren.



3.1 Zahlpfeile

Bevor wir uns mit dem einfachsten Fall der Gleichstromnetzwerke beschiftigen, sol-
len einige immer wiederkehrende Begriffe definiert werden.

Zweipole:

Unter einem Zweipol versteht man ein Bauelement mit zwei Anschlussklemmen. Fiir
die Behandlung von Zweipolen in den Netzwerken ist nur noch ihr Klemmenverhalten
(gemeint ist der Zusammenhang zwischen den Grofen Strom und Spannung an dem
betreffenden Bauelement) von Interesse, die praktische Realisierung durch eine drei-
dimensionale Anordnung und die ortsabhéngige Verteilung der FeldgroBen spielen
keine Rolle mehr. Die Beschreibung erfolgt durch einfache skalare Beziehungen zwi-
schen den an den Klemmen zugénglichen GréBen Strom und Spannung. Als Beispiel
sei an den Kugelkondensator in Abb. 1.32 erinnert, der lediglich durch seine Kapazi-
tat (1.80) charakterisiert wird.

Schaltkreise:

Durch die Zusammenschaltung von Bauelementen entstehen elektrische Netzwerke
(Schaltkreise). Zur vollstdndigen Beschreibung eines Netzwerks muss neben dem
Klemmenverhalten aller Komponenten auch die Verkniipfung der Bauelemente unter-
einander bekannt sein. Die Zusammenschaltung bezeichnet man als Topologie bzw.
Schaltungstopologie.

Schaltbilder:

Die grafische Darstellung von Netzwerken bezeichnet man als Schaltbilder. Zur Dar-
stellung der Bauelemente werden die Schaltsymbole verwendet. Die leitende Verbin-
dung zwischen den Bauelementen (in der Praxis z.B. durch diinne leitende Drahte
realisiert) wird als idealer (widerstandsloser) Leiter angesehen und spielt bei der
Schaltungsanalyse keine Rolle. Die einzelnen Verbindungen sollten moglichst gerad-
linig, kreuzungsfrei und ohne Richtungsdnderungen dargestellt werden. Gleichzeitig
sollte die Wirkungsrichtung bzw. die Signalflussrichtung den Normen entsprechend
von links nach rechts oder von oben nach unten verlaufen.

3.1 Zahlpfeile

Erinnern wir uns noch einmal an die Definition der elektrischen Spannung nach Gl.
(1.30) als das Wegintegral der elektrischen Feldstérke

Uiy = 9e(Py) =00 (Py) = jf}d§ (3.1)

Die beiden Indizes bei der Spannung verdeutlichen die Richtung, in der die Feld-
stiarke integriert wird. Wenden wir diese Beziehung auf die zylindrische Anordnung
in Abb. 2.16 an, dann wird die Feldstirke von einem in der Aquipotentialfliche ¢,
liegenden Punkt P, bis zu einem in der Aquipotentialfliche ¢, liegenden Punkt P,,
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d.h. in Richtung der x-Koordinate integriert. Die Spannung wird dann ebenfalls in der
gleichen Richtung positiv gezdhlt und in einem Schaltbild mit einem Z&hlpfeil ver-
sehen. Eine spezielle Kennzeichnung der beiden Anschlussklemmen mit den Zahlen
1 und 2 ist dann nicht mehr notwendig. Ist der Wert der Spannung auf der rechten
Seite der »Abb. 3.1 positiv, dann stimmt die Richtung des elektrischen Feldes mit der
Integrationsrichtung und damit auch mit der Zdhlrichtung fiir die Spannung tiberein,
der Pfeil zeigt von positiven zu negativen Ladungen.

E
{2 m— 1
B >
U] 2

Abbildung 3.1: Kennzeichnung der Spannung durch Zahlpfeile

Auf dhnliche Weise wird ein Zihlpfeil fiir den Strom vereinbart. In Kap. 2.2 hatten
wir bereits die Richtung der Stromdichte durch die Bewegungsrichtung der positiven
Ladungstrédger in Gl. (2.9) definiert. Den Strom erhélt man nach Gl. (2.11), indem man
das Skalarprodukt aus der gerichteten Stromdichte mit dem vektoriellen Flachenele-
ment iiber die zu betrachtende Flache integriert. Je nach Orientierung der vektoriellen
Fldache ergeben sich unterschiedliche Vorzeichen fiir den Strom. Betrachten wir auch
hier wieder die in Abb. 2.16 dargestellte Anordnung. Nach Festlegung der Richtung
von dA kann dem Strom eindeutig ein Zhlpfeil in diese Richtung zugeordnet werden
(»Abb. 3.2). Besitzt der Strom I auf der rechten Seite des Bildes einen positiven Wert,
dann bewegen sich die positiven Ladungstrager in Richtung des vektoriellen Fldchen-
elementes. Entsprechend bedeutet ein negativer Wert von I, dass sich die positiven
Ladungstréager entgegen der Fliachenorientierung bewegen.

- —’».:':>—|:|—I>—

Abbildung 3.2: Kennzeichnung des Stromes durch Zahlpfeile

Strom und Spannung sind skalare GroBen. Dennoch werden ihnen in Schal-
tungen Pfeile zugeordnet. Diese Pfeile dienen der Zahlweise und diirfen nicht
mit Vektoren verwechselt werden.

Ein Spannungspfeil in Richtung der elektrischen Feldstarke zeigt positive
Spannungen an. Ein Strompfeil in Bewegungsrichtung der positiven Ladungs-
trager zeigt positive Strome an.



3.2 Spannungs- und Stromquellen

3.2 Spannungs- und Stromquellen

Zur Aufrechterhaltung eines Gleichstromes in einer Schaltung miissen Quellen vor-
handen sein, die die von den Elektroden abflieBenden Ladungstrdager immer wieder
nachliefern. Betrachten wir zundchst die »Abb. 3.3, bei der sich auf den Platten eines
Kondensators die Ladungen +Q befinden. An den Kondensator wird ein Verbraucher,
symbolisiert durch einen Widerstand, angeschlossen, an den die im Kondensator
gespeicherte Energie abgegeben werden soll. Da die auf der negativ geladenen Platte
befindlichen Elektronen durch die angeschlossenen Driahte und den Widerstand zur
positiv geladenen Platte flieBen kénnen, wird die anfidnglich vorhandene Kondensa-
torspannung stetig abnehmen. Die aus dem Kondensator entnommene Energie wird
im Widerstand in Warme umgewandelt’.

C S0
Q>0
R U>0
-Q
L )

Quelle Verbraucher

Abbildung 3.3: Spannungsquelle und Verbraucher

Der Kondensator in der vorliegenden Anordnung ist nur bedingt als Spannungsquelle
einsetzbar. Einerseits nimmt seine Spannung zeitlich ab und andererseits kann er nur
fiir einen begrenzten Zeitabschnitt Leistung abgeben, da lediglich die zuvor im elektri-
schen Feld zwischen den Kondensatorplatten gespeicherte Energie zur Verfiigung steht.
Der iiblicherweise verwendete Begriff Quelle ist etwas irrefithrend, da keine Energie-
erzeugung, sondern immer nur Energieumwandlung stattfindet. In einem Akkumulator
wird beispielsweise chemische Energie in elektrische Energie umgewandelt, im betrach-
teten Beispiel wird die elektrische Energie des Kondensators in Wérmeenergie am
Widerstand umgewandelt.

Von einer idealen Gleichspannungsquelle wird jedoch erwartet, dass sie die Span-
nung unabhéngig von dem Belastungswiderstand zeitlich konstant hélt. Eine Batterie
bzw. ein Akkumulator? mit hinreichend grofer Energiereserve kommt dieser Situation

1 Strenggenommen wird bei diesem zeitabhédngigen Vorgang auch ein geringer Teil der Energie
durch Wellenausbreitung in den freien Raum abgestrahlt. Dieser Anteil tritt aber bei den im
Folgenden behandelten Gleichstromnetzwerken nicht auf und wird daher auch nicht weiter
betrachtet.

2 Ein Akkumulator wird genauso wie ein Kondensator durch seine Kapazitit gekennzeichnet.
Allerdings hat dieser Begriff beim Akkumulator eine etwas andere Bedeutung. Er bezeichnet
nicht das Verhéltnis von aufgenommener Ladung zu angelegter Spannung [As/V] entspre-
chend Gl. (1.74), sondern den iiber einen Zeitraum zur Verfiigung stehenden Entladestrom.
Die Kapazitdt des Akkumulators wird daher in Ah oder mAh angegeben. Die Bezeichnung h
steht als Abkiirzung fiir Stunde (hour).
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schon sehr nahe. Mit elektronischen Schaltungen, die die vom 230V-Netz angebotene

Energie in eine Gleichspannung umwandeln, lassen sich nahezu ideale Spannungs-

quellen realisieren.

Fiir eine solche ideale Spannungsquelle gilt:

B die Ausgangsspannung ist unabhéngig von dem angeschlossenen Netzwerk,

B der Strom hédngt von dem angeschlossenen Netzwerk ab und stellt sich z.B. im Falle
eines ohmschen Widerstandes entsprechend der Beziehung I = U/R ein.

Ein v6llig anderes Verhalten zeigen die Stromquellen, die ebenfalls mithilfe elektroni-

scher Schaltungen realisiert werden konnen. Fiir eine ideale Stromquelle gilt:

B der Ausgangsstrom ist unabhéngig von dem angeschlossenen Netzwerk,

B die Ausgangsspannung hingt von dem angeschlossenen Netzwerk ab und stellt sich

im Falle eines ohmschen Widerstandes entsprechend der Beziehung U = RI ein.

Fiir die Spannungs- und Stromquellen werden die in der »Abb. 3.4 dargestellten Sym-
bole verwendet. Dabei sind auch bereits die Fille dargestellt, bei denen Strom und
Spannung zeitlich veranderlich sind?.

——o0 ——o —oO —oO
Qe @p Qv ® o

L—o L—o L— o L——o
Spannungsquelle Gleich- Wechsel- Zeitlich beliebig
allgemein spannung spannung veranderliche Spannung

i(1) { i(t) i(1)
\/\i@ ?

Stromquelle Wechsel- Zeitlich beliebig
allgemein strom veranderlicher Strom

Abbildung 3.4: |deale Spannungs- und Stromquellen

3 Die beiden Schaltzeichen Spannungsquelle allgemein und Stromquelle allgemein in Abb. 3.4
sind in Ubereinstimmung mit den Normen. Die zusitzlichen ebenfalls oft in der Literatur ver-
wendeten Schaltzeichen sind aussagekréftiger in Hinblick auf die Spannungs- bzw. Strom-
form und werden daher in den folgenden Kapiteln vor allem aus didaktischen Griinden
verwendet.
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3.3 Zahlpfeilsysteme

In Abschnitt 3.1 haben wir bereits ein Zdhlpfeilsystem am ohmschen Widerstand (Ver-
braucherzahlpfeilsystem) kennen gelernt (rechte Seite der »Abb. 3.5), bei dem Strom
und Spannung gleich gerichtet sind. Fiir U> 0 wird der in die positive Anschluss-
klemme hineinflieBende Strom positiv gezdhlt. Fiir die Quellen verwendet man tibli-
cherweise das Generatorzahlpfeilsystem, bei dem Spannung und Strom entgegenge-
setzt gerichtet sind. Der aus der positiven Anschlussklemme herausflieBende Strom
wird positiv gezdhlt. Diese Festlegung ist angepasst an den physikalischen Hinter-
grund, dass der Generator (Quelle) die Energie liefert, wiahrend der Verbraucher die
Energie aufnimmt.

1 I
—»—o0 o—p—
<=> U U I:I U=RI
L— 0O o—
Generatorzahlpfeilsystem Verbraucherzahlpfeilsystem

Abbildung 3.5: Generator- und Verbraucherzahlpfeilsystem

3.4 Die Kirchhoff'schen Gleichungen

Eine der Hauptaufgaben der Netzwerkanalyse besteht darin, die Strome und Spannun-
gen an den einzelnen Zweipolen auszurechnen, sofern die verwendeten Netzwerkele-
mente (Widerstdnde, Kondensatoren usw.), ihre Verkniipfungen untereinander sowie
die Quellen innerhalb des Netzwerks bekannt sind. Betrachten wir das an eine Span-
nungsquelle angeschlossene, allein aus ohmschen Widerstanden aufgebaute Netzwerk
in »Abb. 3.6, dann wird deutlich, dass zur Berechnung der gesuchten Grofen das
Ohm'sche Gesetz allein nicht ausreicht.* Zwar kann mit diesem an jedem Widerstand
der Strom durch die Spannung oder die Spannung durch den Strom ausgedriickt wer-
den, dennoch bleibt an jedem Zweipol eine Gréfe unbestimmt. Dies gilt auch fiir den
Zweipol mit der Spannungsquelle, in dem der Strom zunéchst unbekannt ist.

4 Vereinbarung: Die schwarz ausgefiillten Markierungspunkte (Knoten) in dem Netzwerk zei-
gen an, dass die Leitungen an dieser Stelle elektrisch leitend miteinander verbunden sind, z.B.
durch Zusammenschrauben oder Verloten. Die Kreisringe markieren diejenigen Punkte im
Netzwerk, zwischen denen die eingezeichnete Spannung gemessen wird.
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Abbildung 3.6: Einfaches Netzwerk

Zur allgemeinen Netzwerkanalyse werden offenbar weitere Bestimmungsgleichungen
benoétigt. Einen ersten Zusammenhang erhalten wir aus der Bedingung (1.22). Diese
besagt, dass das Umlaufintegral der elektrischen Feldstirke entlang eines geschlossenen
Weges verschwinden muss. Zur Verdeutlichung dieses Zusammenhangs betrachten
wir eine beliebige Masche aus dem in Abb. 3.6 dargestellten Netzwerk. Nummeriert
man die Verbindungspunkte in der in »Abb. 3.7 angegebenen Weise, dann kann die
Gl. (1.22) mit den Feldstédrken folgendermaBien geschrieben werden

qSE-d§= TE-d§+TE-d§+TE-d§=O. (3.2)
c P, P, Py

Abbildung 3.7: Maschenregel
Diese Gleichung ldsst sich mit den in der Abb. 3.7 eingetragenen Spannungen und den
ihnen willkiirlich zugeordneten Zahlpfeilen folgendermaBien schreiben

Ug, +Ug, —Up, =0. (3.3)

Verlduft der Integrationsweg ds entgegen der willkiirlich angenommenen Zahlrich-
tung bei der Spannung, dann ist diese mit negativem Vorzeichen einzusetzen. Dieser
hier an einem Beispiel gezeigte Zusammenhang wird als Maschenregel bezeichnet und
lasst sich fiir jede geschlossene Masche in der allgemeinen Form

> U=0 (3.4)

Masche

darstellen. Damit gilt die Aussage:



3.4 Die Kirchhoff'schen Gleichungen

Die Summe aller Spannungen beim Umlauf in einer geschlossenen Masche ist
Null. Spannungen, deren Zdhlpfeil in Umlaufrichtung (entgegen der Umlaufrich-
tung) verlduft, werden mit positivem (negativem) Vorzeichen eingesetzt.

Einen weiteren Zusammenhang erhalten wir aus dem Hiillflachenintegral der Strom-
dichte, das im stationdren Stromungsfeld nach Gl. (2.13) verschwindet

ﬁi-d]&:o. (3.5)
A

Zur Verdeutlichung dieses Zusammenhangs betrachten wir den in »Abb. 3.8 darge-
stellten Knoten aus dem Netzwerk der Abb. 3.6. Die Gl. (3.5) besagt, dass im stationa-
ren Zustand die Zahl der Ladungstrdger innerhalb des markierten Bereiches zeitlich
konstant sein muss, d.h. die Summe der zu dem Knoten hinfliefenden Ladungstrdger
muss gleich sein zu der Summe der vom Knoten wegflieBenden Ladungstréger.

Abbildung 3.8: Knotenregel

Dieser Sachverhalt ldsst sich mit den Stromen gemdl3 Abb. 3.8 und den ihnen zugeord-
neten Zihlpfeilen folgendermalBen schreiben

Ip —Ip

3

~Ip =0. (3.6)

Die Zahlrichtung fiir die Stréme durch die Widerstdnde R, und Ry ist nicht mehr frei
wihlbar. Sie muss in Ubereinstimmung mit den bereits festgelegten Zihlpfeilen fiir
die Spannungen in Abb. 3.7 entsprechend dem Verbraucherzidhlpfeilsystem festgelegt
werden.

Der hier an einem Beispiel gezeigte Zusammenhang wird als Knotenregel bezeichnet
und lédsst sich fiir jeden Knoten in der allgemeinen Form

> I=0 (3.7)

Knoten

schreiben. Damit gilt die Aussage:

17
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Die Summe aller zu einem Knoten hinflieBenden Strome ist gleich der Summe
aller von dem Knoten wegflieBenden Strome.

Die beiden Gleichungen (3.4) und (3.7) werden als Kirchhoff'sche Gleichungen bezeich-
net (nach Gustav Robert Kirchhoff, 1824 — 1887).

Der Begriff Knoten gilt nicht nur fiir die bisher betrachtete leitende Verbindung zwi-
schen den Dréhten entsprechend der Abb. 3.8, sondern er schlieBt, wie in »Abb. 3.9
dargestellt, die Moglichkeit ein, einzelne Netzwerkelemente oder auch groBere Teile
einer Schaltung als Bestandteile des Knotens anzusehen.

I + I, R,
O

Abbildung 3.9: Zur Verallgemeinerung des Begriffs Knoten

Die Knotenregel bezieht sich auch in diesem Fall auf alle durch die Hiillfliche in den
Knoten hinein- bzw. aus dem Knoten herausflieBenden Strome. Mit den in Abb. 3.9
definierten Strémen erhélt man z.B. die zur Gl. (3.6) identische Beziehung

I +1Ig, =Ip, +1g, +Ip . (3.8)
Wir betrachten jetzt noch einmal die Abb. 3.5, wobei wir aber Generator und Verbrau-

cher entsprechend »Abb. 3.10 zusammenschalten.

I I

O O

) |r &l

O

U=RI

€

Abbildung 3.10: Zusammenspiel von Zahlpfeilsystemen und Kirchhoff'schen Gleichungen

| S|




3.5 Einfache Widerstandsnetzwerke

Der Maschenumlauf (3.4) liefert das richtige Ergebnis U — U =0 und der Strom hat in
der gesamten Masche die gleiche Zahlrichtung, d.h. jeder beliebige grau hinterlegte
und als Knoten deklarierte Bereich liefert entsprechend GI. (3.7) das Ergebnis I—I=0.

3.5 Einfache Widerstandsnetzwerke

In vielen Féllen kann die Netzwerkanalyse dadurch vereinfacht werden, dass einzelne
Teile eines Netzwerks vorab zusammengefasst werden. Dabei muss lediglich darauf
geachtet werden, dass sich das Klemmenverhalten des neuen vereinfachten Netz-
werks gegeniiber dem urspriinglichen Netzwerk nicht dndert, d.h. beim Anlegen der
gleichen Spannung an die Klemmen muss in beiden Fallen der gleiche Strom flieflen.
Ahnlich wie bei der Zusammenschaltung von Kondensatoren in Kap. 1.18 wollen wir
an dieser Stelle die beiden Moglichkeiten der Reihenschaltung (Serienschaltung) und
Parallelschaltung von Widerstdnden untersuchen.

I Hl Hz Hn I
o H F--1 K o———
— —> —>
U U. U

2 n

Abbildung 3.11: Reihenschaltung von Widerstanden

Bei der in »Abb. 3.11 dargestellten Reihenschaltung werden nach Gl. (3.7) alle Wider-
stinde von dem gleichen Strom durchflossen. Entsprechend dem Maschenumlauf
nach Gl. (3.4) setzt sich die gesamte an den Eingangsanschliissen anliegende Span-
nung aus den Teilspannungen an den einzelnen Widerstdnden zusammen

(34 n n

Ugs = 2 U Z = Ry (3.9)

k=1 k=1

Der Vergleich mit dem Netzwerk mit nur einem Gesamtwiderstand liefert unmittelbar
das Ergebnis

n
Bges =2Bk . (3.10)

Bei der Parallelschaltung ist die Spannung an allen Widerstdnden gleich groB und der
gesamte Eingangsstrom setzt sich nach Gl. (3.7) aus den Stromen durch die einzelnen
Widerstdnde zusammen

(3.7]
Iges

2.29

M:

LU 51 U
];H—k—UZR——R . (3.11)

P
I

—
AN
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Iges
Gges = EH: Gk
k=1
R, (m— Ul Ry, I:I
1 - 1
I, =y L
Rges k§=:1 Hk
—_—— O—

Abbildung 3.12: Parallelschaltung von Widerstédnden

In diesem Fall liefert der Vergleich mit dem Ersatznetzwerk das Ergebnis

1 &1
= ZH— . (3.12)
Fiir den Sonderfall mit nur zwei parallel geschalteten Widerstdnden gilt dann

__RhR,

ges — Rl+Hz . [3.13)

Ein weiterer Sonderfall ist die Parallelschaltung von n gleichen Widerstdnden. Der
resultierende Gesamtwiderstand nimmt in diesem Fall den Wert

ngs = ; [314)

an. Bei der Parallelschaltung ist die Verwendung der Leitwerte (2.32) sinnvoll, fiir die
der Zusammenhang direkt aus Gl. (3.12) abgelesen werden kann

M=

G =

ges

. I (3.15)

e
1|
AN

Bei der Reihenschaltung von Widerstdnden addieren sich die Werte der einzel-
nen Widerstdnde, bei der Parallelschaltung berechnet sich der gesamte Leitwert
aus der Summe der einzelnen Leitwerte.

In einem elektrischen Netzwerk konnen also in Reihe liegende Widerstinde durch
den nach Gl. (3.10) berechneten und parallel liegende Widerstinde durch den nach
Gl. (3.12) berechneten resultierenden Gesamtwiderstand ersetzt werden. Wahrend bei
der Reihenschaltung der Gesamtwiderstand stets groBer als der grofte Einzelwider-
stand ist, gilt fiir die Parallelschaltung, dass der Gesamtwiderstand stets kleiner als
der kleinste Einzelwiderstand ist.



3.5 Einfache Widerstandsnetzwerke

Beispiel 3.1: Reihen- und Parallelschaltung

Wie groB ist der an den Eingangsklemmen gemessene Widerstand fiir die nach-
stehenden Netzwerke?

Abbildung 3.13: Netzwerkbeispiele zur Berechnung des Eingangswiderstandes
Losung:

Fiir das Netzwerk a gilt mit Gl. (3.10) unmittelbar Ry =2R. Beim Netzwerk b
kann zunédchst die Parallelschaltung aus R und 2R zusammengefasst und an-
schlieBend zu R in Reihe geschaltet, d.h. addiert werden:®

Ry, = R+(R|22R) PR MR _p2p (3.16)

2R+R 3

Das Netzwerk c besteht aus unendlich vielen identisch aufgebauten Stufen. Im
Prinzip kann es analog zur Vorgehensweise beim Netzwerk b berechnet werden.
Dabei wird man feststellen, dass der Eingangswiderstand beim Hinzufiigen
immer weiterer Stufen gegen einen Grenzwert konvergiert. Dieser ldsst sich auf
einfache Weise so wie in »Abb. 3.14 veranschaulicht berechnen.

5 Bemerkung: Die Schreibweise R|2R kennzeichnet die Parallelschaltung von einem Wider-
stand R mit einem Widerstand 2R. Sie ist zwar leicht verstdndlich, jedoch nicht allgemein ge-
brauchlich.
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(e

R, =17

%

Abbildung 3.14: Zum Einfluss weiterer Stufen

Das Hinzufiigen einer weiteren Stufe zu bereits unendlich vielen Stufen beein-
flusst den Eingangswiderstand nicht mehr, d.h. die beiden gekennzeichneten
Eingangswiderstinde R _in Abb. 3.14 miissen identisch sein.

Abbildung 3.15: Resultierendes Netzwerk

Wir konnen dieses Netzwerk somit durch die vereinfachte Schaltung in »Abb.
3.15 ersetzen, fiir die wir den Eingangswiderstand aus der Beziehung
Ry ‘R

Ry =B+(R||REN)=B+W

(3.17)

durch Auflésen nach Ry erhalten

R |R* , R
R, =—+,—+R* " =—(1++/5]. 3.18
5. =5 1/4 2( \5) (3.18)

- J

Die Methode der Widerstandsberechnung durch geeignete Zusammenfassung von Ein-
zelwiderstdnden ldsst sich auch an vollig anders gearteten Anordnungen anwenden.
Wir betrachten dazu das folgende Beispiel.
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Beispiel 3.2: Widerstand einer Hohlkugel

In Kap. 2.6 haben wir den exakten Widerstand einer Hohlkugel mithilfe der Feld-
verteilung innerhalb der Hohlkugel berechnet. In diesem Beispiel betrachten wir
eine alternative Mdglichkeit zur Berechnung des gleichen Ergebnisses. Da der
Strom nach Voraussetzung radialsymmetrisch von der inneren zur &uferen
Kugelschale flieBt, kénnen wir uns die gesamte Hohlkugel aufgebaut denken aus
einer Reihenschaltung von iibereinanderliegenden diinnen Hohlkugeln.

V

Abbildung 3.16: Widerstand einer Hohlkugel

Losung:

Betrachten wir die markierte Kugelschale in »Abb. 3.16 mit der elementaren
Dicke dr und der Querschnittsfliche 47r?, dann besitzt diese nach Gl. (2.27) den
elementaren Widerstand

dr

dR = -
K4mr

(3.19)

Die Kriimmung spielt wegen der kleinen Dicke keine Rolle mehr. GemédB der
Reihenschaltung der iibereinanderliegenden diinnen Hohlkugeln miissen deren
Widerstdnde nach Gl. (3.10) addiert bzw. im Grenziibergang dr — 0 von r = a bis
r=b integriert werden. Diese Rechnung liefert das mit Gl. (2.36) iibereinstim-
mende Ergebnis

1 fﬂ 1 b-a

J1* 4wk ba

b
R=[dR= (3.20)
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3.5.1 Der Spannungsteiler

Die Reihenschaltung von Widerstdanden kann benutzt werden, um eine gegebene
Spannung U mit hoher Genauigkeit in kleinere Teilspannungen umzuwandeln. Fiir den
fest eingestellten Spannungsteiler in »Abb. 3.17 wollen wir das Spannungsverhéltnis
U,/U, sowie das Verhiltnis von Ausgangsspannung zu Eingangsspannung U,/U be-
stimmen.

oF F-

Abbildung 3.17: Schaltung zur Spannungsteilung

i
o

Die Schaltung besteht aus einer einzigen Masche, in der tiberall der gleiche Strom I
flieBt. Aus dem Ohm'schen Gesetz (2.29) und mit der Maschenregel (3.4) erhélt man
die Beziehungen

U =RI, U,=RJ] und U=U,+U,=(R+R,)I, (3.21)

mit deren Hilfe die gesuchten Spannungsverhiltnisse durch Quotientenbildung direkt
angegeben werden kénnen

B
R,

(3.22)

Ly d
Uz un

Aus der Gl. (3.22) lasst sich die Schlussfolgerung ziehen:

FlieBt der gleiche Strom durch mehrere in Reihe geschaltete Widerstdnde, dann
stehen die Teilspannungen im gleichen Verhiltnis wie die Teilwiderstinde, an
denen sie abfallen.

Die an den Widerstinden in Warme umgewandelte Leistung berechnet sich nach Gl.
(2.49) aus dem Produkt von Strom und Spannung. Infolge des gleichen Stromes ste-
hen die Leistungen an den Widerstinden im gleichen Verhiltnis zueinander wie die
Spannungen und nach Gl. (3.22) auch wie die Widerstdnde.
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Die an einem Widerstand entstehende Teilspannung wird als Spannungsabfall bezeich-
net. Dieser Begriff ldsst sich mithilfe der » Abb. 3.18 leicht veranschaulichen. Definiert
man das Potential am Minusanschluss der Spannungsquelle in Abb. 3.17 als Bezugs-
wert ¢, =0, dann besitzt das Potential am positiven Anschluss den Wert ¢, = U. Mit
einem ortsunabhédngigen Feldstdrkeverlauf innerhalb der Widerstinde nimmt das
Potential linear ab und man erhélt entlang der Reihenschaltung den in Abb. 3.18 fiir
ein angenommenes Widerstandsverhaltnis dargestellten Potentialverlauf.

U
YA T >
o—p——] 1 o
R, R,=3R,
Utr— i
/8 S N
0 i

Abbildung 3.18: Potentialverlauf an einer Reihenschaltung

Beispiel 3.3: Briickenschaltung

Unter welchen Bedingungen darf im folgenden Netzwerk zwischen den Punkten
P, und P, ein Kurzschluss eingebaut werden, ohne dass sich das Verhalten des
Netzwerks dndert® ?

R, R,
o b s e
R, R,

Abbildung 3.19: Gleichwertige Netzwerke

6 Bemerkung: Nicht verdndertes Netzwerkverhalten bedeutet hier, dass alle Stréme und Span-
nungen im Netzwerk in beiden Situationen gleich sind.
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Losung:

Da im Ausgangsnetzwerk links kein Strom zwischen den Punkten P, und P, fliefit,
darf auch im rechten Netzwerk kein Strom durch den Kurzschlusspfad fliefen
(Ein Leiter, der nicht von einem Strom durchflossen wird, kann auch wieder ent-
fernt werden.). Das lédsst sich aber nur gewéhrleisten, wenn bereits im linken
Netzwerk keine Potentialdifferenz (Spannung) zwischen den Punkten P, und P,
besteht. Gleiches Potential an den beiden Punkten bedeutet, dass die Quellen-
spannung von beiden Spannungsteilern R,, R, und Rj, R, in dem gleichen Ver-
hiltnis geteilt wird. Mit Gl. (3.22) gilt damit

R, _ R
R,+R, R;+R,

i) By

— Bl RS
R,+R, Ry+R,

oder B—2=R—4. (3.23)

oder

Diese Bedingungen sind alle gleichwertig, wie sich durch einfaches Umstellen
leicht tiberpriifen lasst.

Schlussfolgerung:

Der Verbindungszweig zwischen P, und P, ist stromlos, wenn das Produkt der
beiden jeweils diagonal gegentiberliegenden Widerstinde gleich ist. Diese Ab-
gleichbedingung lisst sich durch Andern von mindestens einem der Widerstinde
einstellen. In der Praxis wird diese unter der Bezeichnung Wheatstone-Briicke
bekannte Schaltung zur Messung von Widerstinden eingesetzt (nach Charles
Wheatstone, 1802-1875). Nehmen wir an, der Wert des unbekannten Widerstan-
des R soll bestimmt werden. Dann gentigt es, die Werte R, und R, zu kennen
und den Widerstand R, z.B. mithilfe einer Widerstandsdekade so einzustellen,
dass ein zwischen den Punkten P, und P, angeschlossenes Messgerit die Span-
nung Null anzeigt. Mit dem an der Dekade ablesbaren Wert R, kann der gesuchte
Wert R, mit Gl. (3.23) berechnet werden.

\- J

3.5.2 Der belastete Spannungsteiler

Die Spannung an dem Schleifkontakt eines Potentiometers soll gemal »Abb. 3.20 mit
einem realen Spannungsmessgerat (Voltmeter) gemessen werden. Dabei ist zu beachten,
dass fast alle Spannungsmessgeridte von einem kleinen Strom durchflossen werden,
der die in Gl. (3.22) berechnete Spannungsteilung beeinflusst und das Messergebnis
verfalscht. Diesen Einfluss konnen wir erfassen, indem wir das reale Messgerat durch
ein ideales Messgerdt mit unendlich groBem Innenwiderstand und zusétzlich durch
einen parallel geschalteten Widerstand Ry ersetzen.
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R, lUZ R,

Voltmeter

Die Berechnung der resultierenden Spannung U, wird wesentlich vereinfacht, wenn
wir die Parallelschaltung der beiden Widerstdnde R, und Ry durch einen neuen
Widerstand R, ersetzen und die Spannung U, aus der Reihenschaltung von R, und

R,q bestimmen

1

Abbildung 3.20: Belasteter Spannungsteiler

par
R, +Ry

[323] R, Ry N & (3:22) HPGF R, Ry (3.24)
— U .

R +R,, R(R,+Ry)+RRy, "

Zur Darstellung dieses Ergebnisses werten wir ein Zahlenbeispiel aus. Der Gesamtwider-
stand des Potentiometers soll R; + R, = 10 kQ betragen. In Abhéngigkeit von der Position
des Schleifkontaktes durchlduft der Widerstand R, den Wertebereich 0 < R, <10 kQ.
Die »Abb. 3.21 zeigt das Spannungsverhiltnis (3.24) als Funktion des Widerstandes
R,. Die Gerade entspricht der Gl. (3.22), d.h. dem Sonderfall Ry, — «. Mit kleiner wer-
dendem Widerstand Ry geht die Linearitdt zwischen der Position des Schleifkontaktes
und der Ausgangsspannung U, mehr und mehr verloren. Ideal wiére also ein Voltmeter
mit einem unendlich groBen Innenwiderstand.

06
w /
04 7
2

0 2 4 6 8 10
—» R,/kQ
Abbildung 3.21: Ausgangsspannung am belasteten Spannungsteiler
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3.5.3 Messbereichserweiterung eines Spannungsmessgerates

Ein Anwendungsbeispiel fiir den Spannungsteiler ist die Messbereichserweiterung
eines Voltmeters. Soll mit dem Messgerét in »Abb. 3.22 eine Spannung U gemessen
werden, die die maximal zuldssige Spannung am Voltmeter U,,,, liberschreitet, dann
kann die zu messende Spannung mit einem in Serie geschalteten Vorwiderstand Rg
heruntergeteilt werden.

Voltmeter

Abbildung 3.22: Voltmeter mit Vorwiderstand

Der Wert des Vorwiderstandes kann mithilfe der GI. (3.22) berechnet werden

Unnax — Ry N Rg = L—l Ry . (3.25)
U Rgs + Ry,

max

Beispiel 3.4: Zahlenbeispiel

Ein Voltmeter mit einem Innenwiderstand Ry = 10 kQ hat einen Messbereich von
maximal 10 V. Welcher Serienwiderstand Rg ist erforderlich, um Spannungen bis
200 V messen zu konnen?

Losung:

Aus der Gl. (3.25) folgt unmittelbar das Ergebnis

Rg =(%—1) 10kQ=190kQ . (3.26)
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3.5.4 Der Stromteiler

Zur Aufteilung eines Gesamtstromes in mehrere Teilstrome werden Widerstdnde paral-
lel geschaltet. Fiir die Schaltung in »Abb. 3.23 wollen wir das Verhaltnis I,/I, sowie
das Verhaltnis von Ausgangsstrom zu Quellenstrom I,/I bestimmen.

I

$ o !

Abbildung 3.23: Schaltung zur Stromteilung

Mit der gleichen Spannung an den beiden parallel liegenden Widerstinden gelten
nach dem Ohm'schen Gesetz (2.29) die Beziehungen

I,=— und [, =—. 3.27
) ) (3.27)
Mit der Knotenregel (3.7)
I=h+1,-Ul 2+ 2 |-pfth (3.28)
R, R, R R,

erhdlt man die gesuchten Verhéltnisse durch Quotientenbildung

i:&:i und I_Z H1 = GZ

I, B G, I R+R G, +G,

(3.29)

Liegt die gleiche Spannung an mehreren parallel geschalteten Widerstdnden,
dann stehen die Strome im gleichen Verhéltnis wie die Leitwerte, die sie durch-
flieBen.

Die Leistungen an den Widerstdnden verhalten sich wegen der gleichen Spannung
wie die Stréme durch die Widerstdnde und stehen nach GI. (3.29) im gleichen Verhalt-
nis wie die Leitwerte.
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3.5.5 Messbereichserweiterung eines Strommessgerates

Zur Messung eines Stromes wird das Messgerdt (Ampéremeter) in den Strompfad ge-
schaltet, sein Innenwiderstand R, sollte daher moglichst gering sein, um das Mess-
ergebnis nur wenig zu beeinflussen. Soll ein Strom gemessen werden, der den maximal
zuldssigen Bereich des Amperemeters I, liberschreitet, dann kann der Gesamtstrom
I durch einen parallel geschalteten Widerstand (shunt) heruntergeteilt werden.

Ampéremeter

Abbildung 3.24: Ampéremeter mit Parallelwiderstand

Der Wert des Parallelwiderstandes kann mithilfe der Gl. (3.29) berechnet werden

Imax HP I
x —__ P - R, =—ma&_p . 3.30
I  R,+R, Prron (3.30)

max

Beispiel 3.5: Zahlenbeispiel

Ein Ampeéremeter mit einem Innenwiderstand von R, =1Q hat einen Mess-
bereich von maximal 100 mA. Welcher Parallelwiderstand Rp ist erforderlich,
um Strome bis 1 A messen zu kénnen?

Losung:

Aus der Gl. (3.30) folgt unmittelbar Rp= R,/9 = 0,11 Q.

- J

3.5.6 Widerstandsmessung

Wir stellen uns jetzt die Aufgabe, den ohmschen Widerstand R eines Bauteils durch
gleichzeitige Strom- und Spannungsmessung und mithilfe des Ohm'schen Gesetzes zu
bestimmen. Da das Ampeéremeter den Strom durch den Widerstand messen soll, muss
es in Reihe zum Widerstand geschaltet werden. Zur Erfassung der Spannung am
Widerstand muss das Voltmeter aber parallel zum Widerstand angeschlossen werden.
Dadurch ergeben sich prinzipiell die beiden in den Abbildungen 3.25 und 3.26 darge-
stellten Moglichkeiten.
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R,
—O—P—()—:—@—(
1

Amperemeter

Abbildung 3.25: Korrekte Spannungsmessung

Bei der Schaltung in »Abb. 3.25 wird die Spannung am Widerstand richtig erfasst, das
Amperemeter misst allerdings nicht nur den Strom Iy durch den Widerstand, sondern
zusétzlich auch noch den Strom I, durch das Voltmeter. Fiir den Widerstandswert R
erhalten wir das Ergebnis

pla_ Us __ Uy _ Uk
Ip I,—-I, I,-Uy/Ry I,R,-Uy,’

(3.31)
Der Innenwiderstand des Ampéremeters spielt bei dieser Messanordnung keine Rolle.

Im Falle eines idealen Voltmeters Ry — o vereinfacht sich die Gl. (3.31) auf den
Zusammenhang R = Uy/l,, d.h. der Wert R kann direkt aus den beiden Messwerten

berechnet werden.
4%»—@

Ampéremeter

U
A U,

S~

Voltmeter I "

Abbildung 3.26: Korrekte Strommessung

Bei der alternativen Messanordnung in »Abb. 3.26 wird der Strom durch den Wider-
stand richtig gemessen, allerdings wird jetzt der Spannungsabfall U, am Innenwider-
stand des Amperemeters bei der Spannungsmessung miterfasst. Den Widerstandswert
erhalten wir aus der Beziehung

Ugp _Uy-Uy _Uy—-Rul,
Ig Iy I, '

R=

(3.32)

In diesem Fall spielt der Innenwiderstand des Voltmeters keine Rolle. Im Falle eines
idealen Ampeéremeters R4 — 0 vereinfacht sich die Gl. (3.32) auf den Zusammenhang
R = Uy/l,, d.h. der Wert R kann wieder direkt aus den beiden Messwerten berechnet
werden.
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Beispiel 3.6: Zahlenbeispiel

Mit einem Ampeéremeter mit Innenwiderstand R4 = 1 © und einem Voltmeter mit
Innenwiderstand Ry = 50 kQ soll der Nennwert eines Widerstandes von R =1 kQ
nachgemessen werden. In beiden Messschaltungen soll eine Spannungsquelle

mit 100 V verwendet werden.

Welche Strom- und Spannungswerte werden gemessen und welche Abweichun-
gen ergeben sich, wenn der Widerstandswert direkt aus den Messwerten be-
stimmt wird?

Losung:
Die Messschaltung 3.25 liefert

IA=&=O,1019A und Uy =1I,-(R|Ry)=99,898V. (3.33)

R, +(R|Ry)
Der direkt berechnete Widerstand

H=U—V=980,3QQ (3.34)
I,
ist um 1,96 % zu klein.

Die Messschaltung 3.26 liefert

Ip=1,= =0,0999A und U, =100V (3.35)
R="A" R +R v
und fir den direkt aus den Messwerten berechneten Widerstandswert

R=Y —1001,00 (3.36)
IA

einen um 0,1 % zu groﬁen Wert.

Aus dem Beispiel kénnen wir zwei Erkenntnisse ziehen:

B Die Fehler sind relativ gering, d.h. die direkte Berechnung von R aus den
Messwerten ist in der Regel hinreichend genau.

B Die zweite Messschaltung erreicht bei dem Zahlenbeispiel eine wesentlich
groBere Genauigkeit. Der Fehler entsteht bei der Spannungsmessung infolge
des Widerstandes R4. Die hohe Genauigkeit ist also eine unmittelbare Folge
des kleinen Verhiltnisses R,/R = 1/1000. Die Schaltung 3.26 wird daher vor-
zugsweise zur Messung groBer Widerstdnde eingesetzt, wobei der Wert R,
gegentiiber R vernachlédssigt werden kann. Umgekehrt eignet sich die Schal-
tung 3.25 besonders zur Messung kleiner Widerstdnde, da hier der parallel lie-
gende grofle Wert Ry ebenfalls vernachldssigbar ist.
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3.6 Reale Spannungs- und Stromquellen

In der Abb. 3.4 haben wir die Schaltzeichen fiir ideale Spannungs- und Stromquellen
definiert. Man kann sich jedoch leicht vorstellen, dass reale Quellen durch die alleinige
Angabe des Spannungs- oder Stromwertes nach Abb. 3.4 nicht vollstdndig beschrie-
ben werden konnen. Wird eine Spannungsquelle durch einen Verbraucher belastet,
dann ruft der Strom innerhalb der Quelle, z.B. an den internen Anschlussleitungen,
einen Spannungsabfall und damit Verluste hervor. Dieser Einfluss wird durch einen
zur idealen Quellenspannung U, in Reihe liegenden Innenwiderstand R; erfasst. In der
Praxis kann die Beschreibung des Quellenverhaltens durch Ersatznetzwerke noch
wesentlich komplizierter werden, insbesondere wenn zeitabhidngige Stréme und Span-
nungen betrachtet werden, dies soll uns aber hier nicht weiter beschéftigen.

R,
_Uf: I
O

Abbildung 3.27: Spannungsquelle mit Innenwiderstand

Die Berticksichtigung der Verlustmechanismen fiihrt auf das in »Abb. 3.27 dargestellte
einfache Ersatzschaltbild (Modell) einer Spannungsquelle. Wird kein Verbraucher
angeschlossen, dann flieft kein Strom und die an den Anschlussklemmen vorliegende
Spannung U = U; = U, wird als Leerlaufspannung U; (= Quellenspannung) bezeichnet.

Verbindet man die beiden Anschlussklemmen miteinander (Kurzschluss), dann wird
der Kurzschlussstrom

Iy =U, / R; (3.37)

nur durch den Innenwiderstand begrenzt. Die gesamte von der Quelle abgegebene
Energie wird in diesem Fall am Innenwiderstand in Warme umgewandelt, d.h. Span-
nungsquellen sollten nicht im Kurzschluss betrieben werden.

Die Spannungsquelle in Abb. 3.27 wird durch Angabe von Leerlaufspannung U; = U,
und Innenwiderstand R; oder durch Angabe von Leerlaufspannung U; = U, und Kurz-
schlussstrom Iy eindeutig beschrieben.

Ein geladener Kondensator, der seine Energie gemdl Abb. 3.3 an einen Widerstand
abgibt, verhélt sich prinzipiell wie eine Spannungsquelle (vgl. Kap. 3.2). Der Wert der
Spannung ist nach Gl. (1.94) durch die im Kondensator gespeicherte elektrische Ener-
gie gegeben und der Strom durch einen angeschlossenen Widerstand stellt sich in
Abhingigkeit von dem Wert des Widerstandes ein.
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Im Gegensatz dazu werden wir in Kap. 5 als weiteres Bauelement die Spule kennen
lernen, deren Verhalten dem einer Stromquelle vergleichbar ist. In diesem Fall wird
der Strom durch die magnetische Energie in der Spule bestimmt und die Spannung
stellt sich in Abhéngigkeit von dem Wert eines angeschlossenen Widerstandes ent-
sprechend dem Ohm'schen Gesetz ein.

Die »Abb. 3.28 zeigt eine Stromquelle mit dem Quellenstrom I; und dem Innenwider-
stand R;. Da der Strom vorgegeben ist, muss immer ein geschlossener Strompfad vor-
handen sein. Bei gedffneten Anschlussklemmen flieBt der gesamte Strom I, durch den
parallel zur Quelle liegenden Innenwiderstand und die von der Quelle abgegebene
Energie wird an R; in Warme umgewandelt, d.h. Stromquellen sollten nicht im Leer-
lauf betrieben werden.

Der an den Anschlussklemmen im Kurzschlussbetrieb zur Verfiigung stehende Strom
I= I = I, wird als Kurzschlussstrom I (= Quellenstrom) bezeichnet.

Abbildung 3.28: Stromquelle mit Innenwiderstand

Fiir die Leerlaufspannung gilt
UL :IU Hi' [3.38)

Beziiglich ihres Klemmenverhaltens kénnen Spannungs- und Stromquelle ineinander
umgerechnet werden. Dazu muss sichergestellt werden, dass beide Quellen die glei-
che Leerlaufspannung und den gleichen Kurzschlussstrom aufweisen. Beide Forde-
rungen werden erfiillt, wenn der Zusammenhang

Uy = IR; (3.39)

zwischen Quellenstrom und Quellenspannung gilt. Unter dieser Voraussetzung verhal-
ten sich beide Quellen beziiglich ihrer Anschlussklemmen gleich und der Strom I durch
einen beliebigen Verbraucher R hat in beiden Féllen den gleichen Wert I = Uy/(R + R)).
Das Ergebnis ldsst sich mit den beiden dquivalenten Schaltungen in »Abb. 3.29 leicht
bestdtigen.
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Abbildung 3.29: Aquivalente Quellen

An dieser Stelle ist noch ein Hinweis in Bezug auf die beiden Quellen angebracht.
Obwohl an einen beliebigen Widerstand R in beiden Féllen die gleiche Leistung abge-
geben wird, ist das interne Verhalten der Quellen unterschiedlich. Die Ursache liegt
an der unterschiedlichen Verlustleistung an dem jeweiligen Innenwiderstand R;. Im
Leerlauffall wird der Spannungsquelle keine Leistung entnommen, wahrend die
Stromquelle die Leistung U,l, an R; abgibt. Im Kurzschlussfall ist die Situation genau
umgekehrt.

3.7 Wechselwirkungen zwischen Quelle und
Verbraucher

Die Zusammenschaltung von Quellen und Verbrauchern wirft naturgeméa0l einige Fra-
gen auf. In den folgenden Abschnitten werden die Besonderheiten bei der Verwen-
dung mehrerer Quellen betrachtet und die Fragen nach der maximal von einer Quelle
zur Verfiigung gestellten Leistung sowie nach dem Wirkungsgrad beantwortet.

3.7.1 Zusammenschaltung von Spannungsquellen

In vielen Anwendungen findet man Reihenschaltungen von Spannungsquellen zur
Erh6hung der Gesamtspannung oder auch Parallelschaltungen zur Erhéhung des ver-
fiigbaren Stromes oder zur Erhéhung der Kapazitit, z.B. um einen Verbraucher iiber
einen ldngeren Zeitraum mit Energie versorgen zu kénnen.

Die damit zusammenhdngenden Probleme wollen wir an einem einfachen Beispiel
diskutieren. Wir betrachten zwei Spannungsquellen mit den gleichen Innenwider-
stdnden R;, aber mit unterschiedlichem Ladezustand. Aus den beiden parallel geschal-
teten Quellen mit den Leerlaufspannungen U,, und U, soll ein Verbraucher R mit
Energie versorgt werden (»Abb. 3.30).
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~yY

Abbildung 3.30: Parallel geschaltete Spannungsquellen

Aus den Kirchhoff'schen Gleichungen folgen unmittelbar die Zusammenhénge

(3.7) (3.4) (3.4)
U=RI = H(Il+12) = Uyy-R1, = Uy-Rl,, (3.40)

aus denen die beiden Strome

_ 1
R;* +2RR;

1

[(RI‘FH) UlO_RUZO:. und IZ Zm

I [(R;+R) Uy, —RU,, | (3.41)
berechnet werden kénnen. Die Richtigkeit dieser Ergebnisse kann durch Einsetzen der
Gln. (3.41) in (3.40) leicht bestétigt werden. Setzen wir als Beispiel die Zahlenwerte
Uyp=12,8V, Uyy=11,8 V, R;=1 Q und R = 20 Q ein, dann nehmen die beiden Stréme
die Werte I; = 0,8 A und I, =-0,2 A an. Infolge der unterschiedlichen Leerlaufspan-
nungen wird in dem betrachteten Netzwerk die Quelle 2 zum Verbraucher. Die aus der
Spannungsquelle U,, entnommene Energie wird teilweise an den Widerstand R abge-
geben und teilweise zum Nachladen der zweiten Spannungsquelle U,, verwendet.
Eine gleichméBig aufgeteilte Energieabgabe ist nur moglich bei identischen Quellen.

Fassen wir die Ergebnisse zusammen:

B Die Leistungsabgabe von parallel geschalteten Spannungsquellen ist unterschiedlich,
wenn die Leerlaufspannungen oder die Innenwiderstdnde unterschiedlich sind.

B In einem Netzwerk mit mehreren Quellen kann ein Teil der Quellen als Verbraucher
wirken, wenn sie ndmlich die von anderen Quellen abgegebene Energie aufnehmen.
Dieser Zustand ist gewollt beim Nachladen einer Batterie.

3.7.2 Leistungsanpassung

Eine weitere wichtige Frage im Zusammenwirken von Quelle und Verbraucher ist die
Frage nach der maximal von einer Quelle zur Verfiigung gestellten Leistung. Aus-
gehend von der Schaltung in »Abb. 3.31, in der ein Verbraucher (Lastwiderstand) R;,
an eine durch die Leerlaufspannung U, und den Innenwiderstand R; charakterisierte
Spannungsquelle angeschlossen ist, soll die Bedingung fiir maximale Leistungsabgabe
an den Verbraucher abgeleitet werden.
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R, lU

Abbildung 3.31: Berechnung der maximalen Ausgangsleistung

Gesucht ist also derjenige Wert fiir R;, fiir den die Leistung P; an diesem Verbraucher
den Maximalwert erreicht. Fiir die Leistung gilt mit Gl. (2.49)

2
U
P, =I?R, = 0 R, . 3.42
L L [Ri+HL] L (5-42)

Die maximale Leistung in Abhingigkeit von dem Wert R; erhdlt man aus der Forde-
rung nach dem Verschwinden der ersten Ableitung

dPL :UOZ d RL 5 :U[)z - =0. (343]
dR, dR;, (R; +R,) (R;+R;)
Daraus folgt unmittelbar
RL = Bi . (3.44]

Eine Gleichspannungsquelle gibt die maximale Leistung bei Widerstandsanpas-
sung R; = R; ab.

Die maximale Ausgangsleistung (verfiigbare Leistung) betrdgt dann mit Gl. (3.42)

UZ
PLmax =4_1[; .

1

(3.45)

Das Verhiltnis aus der an den Widerstand R; abgegebenen Leistung (3.42) zu der ver-
fiigbaren Leistung (3.45)

= = (3.46)
PLmax (Hi+HL)Z (1+BL/Hi)Z

ist fiir den gesamten Wertebereich zwischen Kurzschluss und Leerlauf 0 < R; < « in
»Abb. 3.32 dargestellt.
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Zur besseren Ubersicht wird auf der Abszisse aber nicht der Wertebereich von R zwi-
schen Null und Unendlich aufgetragen. Das Ergebnis ldsst sich ndmlich anschaulicher
darstellen, wenn der von der Quelle abgegebene Strom

Yo

- (3.47)
R, +R;

fiir die Achseneinteilung verwendet wird. Dieser Strom nimmt seinen Maximalwert

U
Lok = JT(,-] (3.48)
im Kurzschlussfall, d.h. bei R; = 0 an. Das Verhéltnis der beiden Stréme
d R 1 (3.49)

I... R +R, 1+R,/R,

dndert sich also von 0 auf 1, wenn sich der Lastwiderstand von Leerlauf (R; = «) auf
Kurzschluss (R; = 0) reduziert.

L / \
P
Lmax 0,8
T 0,6

0,4

o/ \

0 t
0,2 0,4 0,6 0,8

A
=R,

e

|| ¥ o
>~

I
(=

I

Imax

Abbildung 3.32: Normierte Ausgangsleistung als Funktion des normierten Stromes

Die Kurve in Abb. 3.32 ldsst sich leicht berechnen, indem fiir verschiedene Zahlen-
verhéltnisse R;/R; mit Gl. (3.49) der Abszissenwert und mit Gl. (3.46) der jeweils zuge-
horige Ordinatenwert berechnet wird. Alternativ kann auch die Gl. (3.49) nach dem
Widerstandsverhdltnis R;/R; aufgelost und das Ergebnis in Gl. (3.46) eingesetzt werden.
Damit erhdlt man direkt den gesuchten Zusammenhang

P, _ 4l (1_11 ] (3.50)

P, Lmax I max max
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Die drei interessantesten Zustdnde, ndmlich Leerlauf, Widerstandsanpassung und
Kurzschluss sind in der Abbildung besonders gekennzeichnet. Bei Widerstandsanpas-
sung R; = R; nimmt die Ausgangsleistung ihren Maximalwert P; = P; ., an. Weicht
der Widerstand R; von dem Wert R; ab, dann wird weniger Leistung von der Quelle an
den Verbraucher abgegeben. An den beiden Grenzen Leerlauf und Kurzschluss ver-
schwinden entweder Strom oder Spannung am Verbraucher, so dass die Leistung
P; = Ul ebenfalls in beiden Féllen verschwindet.

3.7.3 Wirkungsgrad

Mit kleiner werdendem Lastwiderstand in Abb. 3.31 steigt der Strom kontinuierlich
an. Obwohl die von der Quelle gelieferte Leistung
(345).(348) P P I

Py =Upl = 41—1 - i:z}j

(3.51)

max P, Lmax max

damit ebenfalls ansteigt, nimmt die Leistung am Verbraucher in dem Bereich R; < R;
nach Abb. 3.32 kontinuierlich ab. In »Abb. 3.33 sind sowohl die Verbraucherleistung
P als auch die von der Quelle abgegebene Leistung P,,, mit dem gleichen Bezugswert
P max dargestellt. Die Differenz zwischen den beiden Kurven entspricht der an dem
Innenwiderstand der Quelle entstehenden Verlustleistung.

4
3 P, ges /
P /
L
P’IA max
1 // 1

0,2 0,4 0,6 0,8

| > o

1
*
i i I =0

1

max

Abbildung 3.33: Von der Quelle abgegebene und vom Verbraucher aufgenommene Leistung

In diesem Zusammenhang stellt sich die Frage nach dem Wirkungsgrad 7. Darunter
versteht man das Verhéltnis von der an dem Lastwiderstand verbrauchten Leistung
(Nutzleistung) zu der gesamten von der Quelle abgegebenen Leistung

(2.49) 2 A
B 100 = — LR 009 = FolRi

-100% . (3.52)
Pges IZ(H1-+BL) 1+BL/H1~

17:
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Setzt man die nach dem Widerstandsverhéltnis R;/R; aufgeloste Beziehung (3.49) in
Gl. (3.52) ein, dann kann der Wirkungsgrad als Funktion des Stromverhéltnisses ange-
geben werden

nz[l—II JleO%. (3.53)
max

Diese linear abfallende Funktion ist in »Abb. 3.34 dargestellt. Man erkennt, dass der
Wirkungsgrad mit zunehmendem Strom aus der Quelle geringer wird. Bei Wider-
standsanpassung betrdgt der Wirkungsgrad nur 50 %, d.h. am Innenwiderstand der
Quelle wird genau so viel Leistung verbraucht wie am Lastwiderstand (vgl. auch
Abb. 3.33).

40

20

I =)

Abbildung 3.34: Wirkungsgrad

Die Wirkungsgradfrage ist von besonderem Interesse bei Energielibertragungssyste-
men. Die im Kraftwerk erzeugte Energie soll moglichst verlustarm zum Verbraucher
transportiert werden. Bei vorgegebener Verbraucherleistung P; = UI und ebenfalls vor-
gegebenem Innenwiderstand R; (dazu gehort nicht nur der Innenwiderstand des Gene-
rators, sondern auch der gesamte Widerstand der Ubertragungsleitungen) ldsst sich
der Wirkungsgrad steigern, wenn der Strom mdglichst klein und als Konsequenz die
Spannung entsprechend groB wird. In der Praxis erfolgt die Energieiibertragung auf
Hochspannungsleitungen mit Spannungen im Bereich von einigen hundert kV.
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3.8 Das Uberlagerungsprinzip

Enthélt eine Schaltung mehrere Quellen, dann kénnen die Stréme und Spannungen in
den einzelnen Zweigen des Netzwerks durch die Uberlagerung von Teillsungen
berechnet werden. Voraussetzung dafiir ist, dass an den einzelnen Netzwerkelementen
lineare Beziehungen zwischen Strom und Spannung gelten. Zur Berechnung einer
Teillosung wird nur eine einzige Quelle betrachtet, die anderen Quellen werden zu
Null gesetzt. Fir diese Quelle wird dann die Netzwerkanalyse durchgefiihrt, d.h. es
werden die Strome und Spannungen in den interessierenden Zweigen berechnet.

Bei dieser Vorgehensweise muss sichergestellt werden, dass nach der Uberlagerung der
Teillésungen in jedem Zweig, der eine Stromquelle enthilt, genau der vorgegebene
Quellenstrom flieBt und dass in jedem Zweig mit einer Spannungsquelle genau die
vorgegebene Spannung vorliegt. Bei der Uberlagerung diirfen keine zusitzlichen
Stréme zu einer Stromquelle und keine zusitzlichen Spannungen zu einer Span-
nungsquelle addiert werden. Nullsetzen der Quellen bedeutet also, dass eine Span-
nungsquelle durch einen Kurzschluss (keine Spannung in dem Zweig, d.h. U= 0) und
eine Stromquelle durch einen Leerlauf (kein Strom in dem Zweig, d.h. I=0) ersetzt
wird (vgl. die normgerechten Schaltsymbole in Abb. 3.4).

Ist die Netzwerkanalyse in dieser Weise fiir jede Quelle einzeln durchgefiihrt, dann ist
der gesamte Strom in einem Zweig des Netzwerks bei Vorhandensein aller Quellen
gleich der Summe aller vorher berechneten Teilstrome in diesem Zweig.

Zur Veranschaulichung der Vorgehensweise betrachten wir das Netzwerk in »Abb. 3.35
mit jeweils einer Strom- und einer Spannungsquelle. Wir wollen mit der beschriebenen
Methode den Strom I, durch den Widerstand R, berechnen. (Zum Vergleich kann das
Netzwerk auch durch Aufstellung von Maschen- und Knotengleichungen direkt gelost
werden.)

1 °

~

Abbildung 3.35: Uberlagerung von Quellen

In der ersten Teillosung soll der Beitrag der Spannungsquelle U, zum gesuchten Strom
berechnet werden. Wird die Stromquelle durch einen Leerlauf ersetzt, dann vereinfacht
sich das Netzwerk, wie in »Abb. 3.36a dargestellt. Der Strom I,, durch den Widerstand R,
kann fiir diese Teillosung mit dem Ohm'schen Gesetz unmittelbar angegeben werden
IZa = UO .
R, +R,

(3.54)
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