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Vorwort

Dieses Buch ist vorgesehen zum Gebrauch in Lehrveranstaltungen der Ingenieurwissenschaf-
ten, etwa der Technischen Mechanik, des Bauwesens, des Maschinenbaus, der Elektrotech-
nik und der Luft- und Raumfahrt. Der Inhalt orientiert sich dabei an den klassischen Schwer-
punkten dieser Veranstaltungen. Es gibt zunéchst eine griindliche Darstellung der Kinematik
des Massenpunktes und der allgemeinen Bewegung des starren Korpers. Im Kapitel Grund-
lagen der Kinetik erfolgt die Behandlung von Schwerpunktsatz, Drallsatz und Impuls. An-
schlieBend werden die Begriffe Arbeit und Energie eingefiihrt sowie der Arbeitssatz fiir
starre Korper und die wichtigen Lagrangeschen Bewegungsgleichungen vorgestellt. Beispie-
le zum mathematischen und physikalischen Einfach- und Doppelpendel zeigen die Herlei-
tung der Schwingungsdifferenzialgleichungen und deren Linearisierung durch Anwendung
der abgeleiteten Sétze.

Ein wesentlicher Teil der Ingenieurtitigkeit besteht in der Modellbildung technischer Syste-
me, die dann mittels mathematischer Methoden einer Losung zugefiihrt werden. Um hier
unterstiitzend zu wirken, werden die linearen Grundmodelle Feder, viskoser Dampfer und
deren Reihen- und Parallelschaltungen ausfiihrlich behandelt. Mit diesen Konzepten erfolgt
die Herleitung der Grundgleichungen der freien Schwingungen fiir ungedampfte und ge-
diampfte Systeme mit einem und mehreren Freiheitsgraden, die durch eine Fiille von Beispie-
len abgerundet werden.

Die erzwungenen Schwingungen, die wieder ungeddampft oder geddmpft ablaufen kdnnen,
nehmen einen breiten Rahmen ein. Spezielle Systemerregungen, dazu gehdren der Stof3 und
die Erregung durch nichtharmonische periodische Kréfte, sind ausfiihrlich abgehandelt. In
diesem Zusammenhang ist die Darstellung der &ueren Erregung durch Fourierreihen und die
nummerische Berechnung der Fourierkoeffizienten von groer Bedeutung. Die Algebraisie-
rung der Bewegungsgleichungen erfordert Integraltransformationen, von denen in der
Schwingungslehre die Fouriertransformation und die Laplacetransformation von grof3er
Bedeutung sind. Sie werden deshalb eingehend behandelt und deren Handhabung an Beispie-
len erklért.

Das Kapitel Schwingungsisolierung von Gebduden und Maschinen enthilt die beiden Auf-
gabenstellungen der Quellen- und Empfangerisolierung. Bei sehr kurzen Einwirkungszeiten
nichtperiodischer Belastungen, die durch das Versagen von Bauteilen oder den Aufprall
eines Festkorpers auf ein Bauwerk entstehen, wird von Stof- oder Schockbelastungen ge-
sprochen. Diese plotzlich einsetzenden Einwirkungen kénnen zu hohen Beanspruchungen
der Konstruktion fithren und werden deshalb gesondert betrachtet.



VI Vorwort

Eine spezielle Systemstruktur bilden die Schwingerketten, die im gesamten Ingenieurwesen
von grof3er praktischer Bedeutung sind. In diesem Zusammenhang wird ein Blockschaltbild
zur nummerischen Abarbeitung der Bewegungsgleichungen in einem blockorientierten grafi-
schen Simulationssystem fiir dynamische Systeme entwickelt.

Bei den geddmpften Bewegungen ist aus rechentechnischen Griinden die Entkopplung der
Bewegungsgleichungen von Nutzen, da in diesem Fall die Eigenschwingungsformen des
ungeddmpften Systems erhalten bleiben. Es wird gezeigt, unter welchen Bedingungen eine
solche Entkopplung iiberhaupt moglich ist und sodann an Beispielen zur Modalanalyse do-
kumentiert. Fiir den Praktiker sind die Ausfiihrungen zur ndherungsweisen Beriicksichtigung
der Dampfung von Bedeutung.

Neben der Schwingungsisolierung besteht durch Anbringung eines Absorbers eine weitere
Moglichkeit, Systeme vor unerwiinschten Schwingungen zu schiitzen. In diesem Zusammen-
hang erfolgt die Bemessung eines Tilgers sowie eines Schwingungsdédmpfers. Fiir die Be-
messung von Torsionswellen und deren Schwingungsreduzierung ist die Wirkung des visko-
sen Dampfers von Interesse. Fiir die Aufgabengebiete der Restaurierung und Modernisierung
von Maschinenfundamenten, der elastischen Aufstellung von Gas- und Dieselaggregaten, der
Aufstellung von Pressen und Druckmaschinen und der Griindung von Pfahlrostplatten des
Bauwesens, stellt das Kapitel Fundamentschwingungen die allgemeinen Grundgleichungen
bereit, die unmittelbar in einem Computerprogramm Verwendung finden kénnen. Neben den
rdumlichen Systemen wird auch das ebene Problem behandelt.

Die Schwingungsuntersuchungen kontinuierlicher Systeme wie Stdbe, Balken und Platten
sind nicht Bestandteil des vorliegenden Buches. Allerdings gestatten die fiir die diskreten
Strukturen entwickelten Grundgleichungen eine néherungsweise Untersuchung von Konti-
nuumsproblemen. Am Beispiel des Balkens wird ein vielseitig einsetzbares Diskretisie-
rungsverfahren hergeleitet und dessen Giite an Beispielen getestet.

Das Buch schliefit mit einem Kapitel zur nummerischen Behandlung der Bewegungsglei-
chungen. Neben der Herleitung einiger erforderlicher Differenzenquotienten werden die fiir
die Strukturdynamik wichtigen Integrationsalgorithmen bereitgestellt und beispielhaft getes-
tet. Die Auflistung der in ihrer Grundstruktur relativ einfach zu programmierenden Integrati-
onsalgorithmen, kann den Studierenden als Anregung zur Erstellung von Parameterstudien
dienen.

Da die Aufgaben der Strukturdynamik i. Allg. sehr rechenintensiv und damit iberaus fehler-
anfillig sind, wird den Studierenden empfohlen, sich in ein Computeralgebraprogramm
(CAP) einzuarbeiten, was iibrigens der Autor auch getan hat. Diese Systeme haben mittler-
weile einen hohen Reifegrad erreicht und gestatten dem Anwender, neben der Erzeugung
analytischer Losungen, auch die grafische Ausgabe der Ergebnisse, womit grundsitzliche
Einsichten in die Problemstellung vermittelt werden konnen. AuBlerdem gestatten sie die fiir
die praktische Anwendung wichtige nummerische Bearbeitung von Schwingungsproblemen
mittleren Schwierigkeitsgrades. Viele der hier vorgestellten Beispiele, einschliellich der
zugehdrigen Abbildungen, sind mit einem CAP bearbeitet worden.

Neubrandenburg, den 15.08.2010 Friedrich U. Mathiak
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1 Die Bewegung
des Massenpunktes

Die Kinematik oder Bewegungslehre beschiftigt sich, im
p Unterschied zur Dynamik und Kinetik, mit der Untersu-
chung und Beschreibung von Bewegungen, ohne Bezug auf
ihre Ursachen zu nehmen, ndmlich die sie bewirkenden
Krifte. Die einfachste Korperstruktur im Bereich der Kine-
b matik ist der Massenpunkt, eine abstrahierte Form eines
Volumens ohne raumliche Ausdehnung. Die Beschreibung
der Lage eines Punktes P im Raum erfolgt durch einen Vek-
tor, der relativ zu einem festen Punkt 0 gemessen wird
(Abb. 1.1). Beim Durchlaufen des Parameters t beschreibt
die Spitze des Ortsvektors r(t) eine Raumkurve, die Bahn-
kurve genannt wird. Zur Festlegung von Betrag und Richtung wird eine Basis bendtigt, die
rechtwinklig (orthogonal) oder auch schiefwinklig sein kann. Im Fall orthogonaler Einheits-

vektoren e; (j=1,2,3) sprechen wir von einer kartesischen Basis. Die Lage des Punktes P,

r(t) Bahnkurve

X,

Abb. 1.1  Punktbewegung im Raum

und damit auch seine Bewegung, ist fiir alle Zeiten t bekannt, wenn beispielsweise seine
kartesischen Koordinaten x;(t) bekannt sind. Der Ortsvektor erscheint dann in der Darstel-

lung

3
r=r(t)= ij(t) e; =x,(t) e, +x,(t) e, +X;(t) €3 =[x,(1), X,(0), x3(0]"

j=1

Den Betrag des Vektors r, also seine Linge, ermitteln wir bei einer orthonormalen Basis zu

r(t) = [r(t)| = Vr(t)-r(t) :\/xlz(t)+x§(t)+x§(t). Seine Richtung kénnen wir festlegen, in-
dem wir die Winkel a; angeben, die r mit den Basisvektoren ¢; einschlie8t. Wir erhalten mit

3 3

r-e; =x;=rcosa; und unter Beachtung von r’=r-r= z Zcos a; die Bedin-
j=1 =1

gung cos” o, +cos’ o, +cos® oy =1, womit die drei Winkel o j nicht unabhéngig vonein-

ander sind.
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1 Die Bewegung des Massenpunktes

1.1 Die Bogenldnge

(s=0) Eine weitere Moglichkeit zur Beschreibung der Bewegung

S N eines Punktes besteht darin, den Parameter t (die Zeit) in der
(f A s & Beschreibung der Bahnkurve durch die Bogenlinge s zu
Bahn- P ersetzen (Abb. 1.2), die von einem beliebigen Anfangspunkt
kurve (A) gemessen werden kann. Die Bewegung ist dann durch

L x(s) die Vorgabe der Weg-Zeit-Funktion s=s(t) eindeutig

festgelegt. Die Herstellung des Zusammenhangs zwischen
den Parametern t und s erfolgt mathematisch durch die
) ) Parametertransformation t =t(s), wobei immer dt/ds#0
Abb. 1.2  Die Bogenlinge . .

unterstellt wird. Die neue Darstellung der Kurve lautet dann

r(t(s)) =r(s). Die Verbindung des abgeleiteten Vektors dr(s)/ds =r'(s) mit dem Vektor
der Geschwindigkeit dr(t)/dt =r(t) gelingt  mithilfe der  Kettenregel
dr dr dt . dt

—= ir(t(s)) =——=¢f—, also dr(s)=rdt=dr(t), womit das 1. Ortsvektor-
ds ds dt ds ds

differenzial parameterinvariant ist. Beachten wir dr(t) =r(t)dt und dr(s) =r'(s)ds, dann
folgt ¥*(t)dt> =¢'*(s)ds®. Der ausgezeichnete Parameter s, fiir den #'*(s)=1 gilt, heiBt
Bogenldnge der Bahnkurve. Der Tangentenvektor r' hat die feste Lange 1, und fiir das
Quadrat des Bogendifferenzials folgt ds* = #*(t)dt* und damit ds = |f|dt . Durch Summati-

on aller Linienelemente ds zwischen den Zeitpunkten t, und t erhalten wir die Lénge der
Bahnkurve

S:I|f(r)|dr:s(t) (1.1)

Der Punkt t, bezeichnet den willkiirlich festgelegten Anfangspunkt (Punkt A in Abb. 1.2) der
Kurve, womit die Bogenlénge s nur bis auf eine Konstante festgelegt ist.

Bahnkurve Die abgeleiteten Vektoren ¥ und r' haben die geometri-

sche Bedeutung des Tangentenvektors an die Bahnkurve.
Wird also die Bogenldnge s als Parameter gewihlt, so hat
r' bereits den Betrag 1. Ist r(t) oder auch r(s) fiir alle

Zeiten t bekannt, so kann die (relative) Lage des Punktes P
zu jeder Zeit ermittelt werden.

Beispiel 1-1:
Abb. 1.3 Beispiel zur Bogenlinge  Dyje Bewegung eines Punktes P wird durch den Ortsvektor
r(t)=[a+bt> a+ct bt’]" mit a=2,0m, b=0,Ims?,
c=0,2ms™" beschrieben. Gesucht wird die Bogenlinge s zur Zeit t=5s, wenn wir diese

bei t =0 zu zihlen beginnen. Mit r(t)=[2bt ¢ 2bt]" ist
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t t t Kt
(0 = [i@]de= [V8b> +c2de = c[(VBbe/ef +1dr= [VE2+1 a%;
K
t, 0 0 0

T=KT K= @ =1,41s7';s(t) = ZL[KW (Kt)2 +1 +arcsinh(kt)]
c K

und mit den Werten des Beispiels folgt s(t=5s)=3,76 m.

1.2 Geschwindigkeit und Beschleunigung

P Im Zeitintervall At gelangt der Punkt P (Abb. 1.4) von

Bahnkurve A% der durch r(t) gekennzeichneten Stelle zum durch den
Ar Ortsvektor r(t+ At) =r(t)+ Ar beschriebenen Punkt P'.
At Der Ortsvektor r éndert dabei nicht nur seinen Betrag,

sondern auch seine Richtung. Der Differenzenquotient
vV =Ar/At wird Vektor der mittleren Geschwindigkeit
genannt, und der dem Zeitpunkt t zugeordnete Ge-
schwindigkeitsvektor v ist durch den Grenzwert

Abb. 1.4 Die Geschwindigkeit V(t) = lim V= lim ﬂ _ E =F
At—0 At—>0 At dt

definiert, wobei wir die Zeitableitung im Folgenden durch einen aufgesetzten Punkt kenn-
zeichnen. Der Geschwindigkeitsvektor v ist also ein MaB fiir die zeitliche Lagednderung von
P. Er tangiert die Bahnkurve im Punkte P. Geometrisch ist dann sofort einleuchtend, dass

r(0) r(t+At) = r(t) + Ar

e, = /|F| (1.2)

den Tangenteneinheitsvektor an die Bahnkurve darstellt. Fiir v=|v|=konst. liegt eine

gleichformige Bewegung vor. Hat der Geschwindigkeitsvektor v wihrend des Bewegungs-
vorganges eine konstante Richtung, so handelt es sich um eine geradlinige Bewegung.

[r]= Linge , Einheit: m; [v]= Linge/Zeit, Einheit: ms™

Bei Zunahme der Zeit t um At dndert mit v(t+ At) = v(t) + Av der Geschwindigkeitsvektor v
i. Allg. sowohl seinen Betrag als auch seine Richtung. Wir definieren zunédchst den Vektor

der mittleren Beschleunigung b = Av/At , aus dem durch Grenziibergang At — 0 der dem
Zeitpunkt t zugeordnete Beschleunigungsvektor

1 h 1 A - .. 2
b(t)= limb = hm_V:d_V:VZrzﬂ
At—0 At—0 At dt dtz
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hervorgeht. Der Beschleunigungsvektor b(t) ist definiert als die zeitliche Anderung des Ge-
schwindigkeitsvektors v(t). Er tangiert die Bahnkurve i. Allg. nicht. Ist r(t) gegeben, so ist

auch b(t) bekannt. Geschwindigkeit und Beschleunigung eines Punktes kénnen nun in ver-

schiedenen Koordinatensystemen dargestellt werden.

r(t+ At)
0

Abb. 1.5 Die Beschleunigung

Bahnkurve P 7’ v(t) + Av
r

v(t) + Av

1.2.1 Kartesische Koordinaten

Wir beziehen uns auf eine Orthonormalbasis e; (j=1, 2,3 ), deren Einheitsvektoren zeitlich

konstant sind, dann gilt fiir den Ortsvektor

r=x(t)e; +x,(t) ey +x5(t)es =[x;(t) x,(t) x5(t)]"

Geschwindigkeit und Beschleunigung folgen daraus durch Ableitung nach der Zeit t

_dr . . I
V—E—xlel+x2e2+x3e3—[x1 Xy X5]

dv . N . e
b:d_:X1e1+X2e2 +X3e3 :[Xl Xz X3]
t

T

T

1.2.2 Natiirliche Koordinaten (Begleitendes Dreibein)

r = Kriimn‘lungs-
M NN kreis
0 N\

Abb. 1.6 Natiirliche Koordinaten

Um bei einer allgemeinen rdumlichen Bewegung eine
Vorstellung von der Lage des Beschleunigungsvektors
zur Bahnkurve zu bekommen, beziehen wir uns auf die
spezielle Orthonormalbasis e,,e,,e;, (Abb. 1.6). Diese

Einheitsvektoren sind mit dem sich auf der Bahnkurve
bewegenden Punkt P fest verbunden. Wie wir sehen
werden, erscheinen dann Geschwindigkeit und Be-
schleunigung in einer sehr einfachen Form. Der Ge-
schwindigkeitsvektor v=r tangiert bekanntlich im
Punkt P die Bahnkurve. Durch Normierung auf den
Betrag 1 folgt daraus der Tangenteneinheitsvektor
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e, =1/|i|. Beachten wir de;/dt=1=0=2e ¢, dann folgt mit &L e, unmittelbar

de,L e, dt, und damit ergibt sich wegen de,=eé.dt der Hauptnormaleneinheitsvektor

e, =¢./|¢].
P Die Vektoren e, und e, liegen in der Schmiegungsebe-
/ ne. Der Binormaleneinheitsvektor e, soll nun senkrecht
Bahnkurve e, > b, auf e, und e, stehen, was durch e =¢ xe, erreicht

Schmiegungs- wird, und die Basisvektoren e,e,,e, bilden dann in

cbene dieser Reihenfolge ein Rechtssystem. Aus dem Betrag

b, ¥ des Geschwindigkeitsvektors
. |dr| ds .
V:lvl:lrl:—:—:s
Abb. 1.7 Der Beschleunigungsvektor dt dt

folgt mit der Kenntnis, dass v die Bahnkurve tangiert
der Geschwindigkeitsvektor v =se,. Durch Ableitung nach der Zeit erhalten wir daraus
zundchst b =v=se, +3¢é,. Die Darstellung von €, durch die Einheitsvektoren selbst, ge-
lingt mittels der Frénetschen Formeln

dr de, de, de,
—=e,; —-=Ke,; —-=-Te,; —-="Te,—Ke
ds ds ds ds (13)
Cfexi] . (Fx©)-F '
i’ [
Sie beschreiben die Anderungen der Basisvektoren e,,e,,e, mit der Bogenlinge s.
k:  Kriimmung, ein MaB fiir die Anderung des Tangentenvektor e
1. Torsion, ein MaB fiir die Anderung des Binormaleneinheitsvektor e,
. de, de,ds . . e .
Beachten wir & = o dt =S5xe, , dann folgen fiir Geschwindigkeit und Beschleunigung
s
v=S5e,, b=5e +xs’e, (1.4)

Wihrend der Geschwindigkeitsvektor v die Bahnkurve tangiert, liegt der Beschleunigungs-
vektor b zwar in der durch die Einheitsvektoren e, und e, aufgespannten Schmiegungsebene
(Abb. 1.7), er tangiert jedoch die Bahnkurve i. Allg. nicht. Man nennt die Komponenten

b, =5e, =Ve, Tangentialbeschleunigung

b, = K2 e, = v? e, Normal- oder Zentripetalbeschleunigung
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Da kv’ stets positiv ist, zeigt der Vektor der Normalbeschleunigung b, immer zur konkaven

Seite der Bahnkurve, er ist also stets im Sinne von e, zum momentanen Kriimmungsmittel-
punkt M (Abb. 1.6) hin gerichtet. Dagegen zeigt b, in Richtung von t oder entgegengesetzt,
jenachdemob b, >0 oder <0 ist.

1.2.3 Zylinderkoordinaten

Abb. 1.8  Zylinderkoordinaten

Das Basissystem der Koordinaten r, @, z des Punktes P be-
steht aus den drei orthogonalen Einheitsvektoren (e,,e.e,) .

Die Koordinaten r und ¢ entsprechen den ebenen Polarkoor-
dinaten des Punktes P’, die wir aus der Projektion von P in
die (xi,Xp)-Ebene erhalten. Die Flichen r=Xkonst. sind
Kreiszylinder mit einer gemeinsamen Zentralachse x;. Damit
ist r(P,t) =1(t)e, (t)+x;(t)e; wobei noch ¢=¢(t) zu be-
achten ist. Formales differenzieren liefert unter Beachtung
von ;=0 und €é; =0

v=re +re . +Xje;; b=re +2re +re, +X;e;

Wegen e, = cos@e +sing e, e, =—sing e, +cos¢ e, und

¢ =0(t) sind diese Einheitsvektoren ebenfalls Funktionen

der Zeit, und es gelten die folgenden Differenziationsregeln

¢ - de _de do
Todt de dt
de, _ dey do

e =
P dt  doe dt

—=0¢(-sinpe +cospe,)=  ¢e,

=@(—cospe —sinpe,)=—0e,

.o T .2 T .2
€ _(pego+(Pe<p _(pego_(p € e(p =—0e, -0 e(p

Damit erhalten wir v=rie +rge,+X;e;, b=ie +2ipe,+r(pe,—p’e,)+Xse; und in

Komponenten

® V3]T
b=[b, b, by]"

=[i 1§ %x;]"

(1.5)

=[f-1p> 1§p+2ip 51"
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1.2.4 Die Kreisbewegung

Bewegt sich ein Punkt P auf einer ebenen Bahn (Normalenvektor e;) mit konstanten Werten
fir x; und r=a (Abb. 1.9), dann handelt es sich um eine Kreisbewegung, fiir die

X3 =X3 =0 und r =7 =0 gelten. Von (1.5) verbleiben

. Vo vil'=[0 ap 0]', b=[b, b, by]"=[-ap’ ap 0]

v=[v
Die zeitliche Anderung des Winkels @, also ¢ = d¢/dt , heiBt Winkelgeschwindigkeit.

[¢] =1/ Zeit , Einheit: 5™

Bahnebene

X,

Abb. 1.9  Kreisbewegung eines Punktes P Abb. 1.10  Kreisbewegung mit @y = konst.

Sie wird auch mit ® bezeichnet. Die Geschwindigkeit von P ist dann

v=ape, =ame, =V,e,

v, =ap=an heilt Bahngeschwindigkeit des Punktes P. Durch Einfiihrung des Winkelge-
schwindigkeitsvektors ® = we;, der senkrecht auf der Bahnebene steht (Abb. 1.9), lésst sich
die Geschwindigkeit des Punktes P auch wie folgt schreiben

V=0xr=one;x(ae +xse;)=ane,
und fiir die Beschleunigung ergibt sich

2

b=v=awe, +ane, =ane, —ane,

Die zeitliche Anderung der Winkelgeschwindigkeit, also ¢ =d¢/dt =d*@/dt*> =, heibt
Winkelbeschleunigung.

[]=1/(Zeit)?, Einheit: s



