. 56 Funktionen

Funktionen

Folgen

Setzen Sie in die Formel a, = ﬁ nacheinander die
natiirlichen Zahlen 0, 1, 2, 3,... anstelle von n ein, so
erhalten Sie:

;111

"4'9' 16"

Dies ist eine unendliche Folge reeller Zahlen.

Arithmetische Folgen

Eine Folge, bei der die Differenz d = a,11 — a, zwei-
er Folgenglieder immer konstant ist, heillt arithmetische
Folge.

Ist das erste Folgenglied ag, so kénnen Sie bei arithmeti-
schen Folgen das n-te Glied a, einfach berechnen:

apn=ay+n-d

Beispiel
In der Folge 3, 5, 7, 9,... ist die Differenz zweier Folgenglieder immer
konstant d = 2. Deshalb gilt wegen ap = 3:

an=3+n-2=2n+3

Geometrische Folgen

Eine Folge, bei der sich die Folgenglieder um einen kon-
stanten Faktor g andern, heift geometrische Folge.
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dn+1
q= = < dny1 = (g ap
an
Ist das erste Folgenglied ag, so kénnen Sie auch bei geo-
metrischen Folgen das n-te Glied a, einfach berechnen:

n
a,=a4do-q

Beispiel
In der Folge 2, 4, 8, 16, ... ist der Quotient zweier Folgenglieder
immer konstant g = 2. Hier gilt wegen ap = 2:

ap,=2.2"=2"m1

Beispiel
Rechnen Sie mit Zinseszins, so bildet das Kapital nach n Jahren eine

geometrische Folge mit ¢ = 14 755 und ap = Ko.

Grenzwerte von Folgen und
Funktionen

Nahert sich eine Folge a, fiir n — oo immer stérker einer
Zahl a, so sagt man, die Folge hat den Grenzwert a:

lim a, = a

n—o00
Analog zu den Folgengrenzwerten definiert man Funktio-
nengrenzwerte. Hier muss die unabhangige Variable aber
nicht unbedingt gegen oo gehen, sondern es sind beliebi-
ge Punkte zuldssig: Nahert sich der Funktionswert f(x)
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(s. S. 64) bei Ann3herung von x an xp immer starker dem
Wert ¢, so schreibt man

xhj;o f(x)=c

und spricht: ,Der Grenzwert von f(x) fiir x gegen xp ist
c." Dies gilt auch fiir den Fall, dass xq oder ¢ unendlich
sind.

Der Grenzwert der Summe, des Produkts und des Quotien-
ten konvergenter Folgen und Funktionen, ist die Summe,
das Produkt, ... der Grenzwerte der Einzelfolgen bzw.
-funktionen, wenn der Grenzwert der Nennerfolge bzw.
Nennerfunktion nicht 0 ist:

lim (7(x) + 8()) = lim £(x) % lim g(x)
Jim, (F(x) - 8(x) = lim () Jim, g(x)
. f(x) limy, f(X) i o(x
xM?@ g(x) N limy g(X)’ fall Xlﬁxo g( ) 70

Fiir Folgengrenzwerte gilt dies analog, nur dass xo immer
unendlich ist und die unabhangige Variable meist nicht x,
sondern n heil3t.

Beispiele
. 2m—n?+5 . 2—%-‘!-"% 2
lim 3, = lim ———% =
n—oo 5n3 +2n—1 n%oo5+n7_? 5
nd —6n2 l—n% 0

lim ﬁzlim" = =-=0
n—o00 n% + 6n n— oo ]_+? 1
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2
2-3n\2 2_3
lim ( 3”) = lim (” 4> =32=9
n— oo n+4 n— oo 1+;

. 4n+2 3 2 4 3 6
lim + —_. ==
n—oco \ bnp—1 2 n+1 5 2 5

Sind Zhler und Nenner Polynome, so kdénnen Sie den
Grenzwert fiir n — oo direkt an ihrem Grad, also dem
hochsten auftretenden Exponenten, ablesen:

B Gilt Z3hlergrad < Nennergrad, so gilt lim a, = 0.
n— o0
Beispiel
2 —n?2+5
im ——— =
n—oo 5p% +2n—1
B Gilt Z3hlergrad = Nennergrad, so gilt:

lim a, = Verhaltnis der Koeffizienten der héchsten
n—o0

Potenz.
Beispiel
2n* —n’+5 2

im ——— =
n—oo 5n3 +2n—1 5

B Gilt Z3hlergrad > Nennergrad, so gilt

lim a, = +occ.
n—o0

Beispiel

2n* —n2 +5

im ——————— =0
n—oo 5p3 4+ 2n — 1

1 n
Vorsicht: lim (1 + 7) =e
n—o00 n
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Die Regeln von L’Hospital

Sehr niitzlich bei der Bestimmung von Grenzwerten der
Form ,,%“ oder , 22" sind die Regeln von |'Hospital:
Konvergieren Zahler und Nenner beide gegen 0 oder bei-
de gegen oo, so leiten Sie Zadhler und Nenner einzeln ab
(s. S. 80 ff.) und schauen sich den Grenzwert dieses neuen
Bruchs an.

Gilt f(x) — 0, g(x) — 0 oder f(x) — o0, g(x) =
f'(x

fiir x — xp, und existiert limy_,, g/EX% dann gilt:
. f(x) f(x)
lim —=% = lim
X—+X0 g(x) X—+X0 g’(x)
Beispiel
X L'H. mit & 1
lim (—) 0% fim T = lim x= oo
x—00 \|n x x—o0 L X—00
X
Beispiel
. x+1 Logarithmengesetze . In(x + 1) — In(x — 1)
lim ( xIn = lim I
X—»00 x—1 X— 00 =
X
L'H mit 3 X%l - ﬁ
= lim —_—
X—>00 —_
2

2(y — 1 —
— tim X (x=1—-(x+1)) 5
x—r00 (x+1)(x—1)
Fiir die Anwendung der Regeln von L'Hospital ist es wichtig zu
priifen, ob wirklich Terme der geforderten Form (also ,,%“ bzw.

,,g“) vorliegen, sonst kann dies zu falschen Ergebnissen fiihren!





