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Topologies sur les domaines de RN

��� Pourquoi une topologie�

Nous venons de voir dans le chapitre � plusieurs exemples de probl�mes
du type ������ c�est���dire de la forme

min
��O

F ��� �����

o� O est un ensemble de parties ou de �domaines� de RN� Une des toutes
premi�res t'ches du math�maticien est
�� de s�assurer que m � inffF �� �� � � Og est 
ni"
�� �d�essayer� de montrer que cet inf est atteint �et donc que c�est bien un

minimum�� On dit qu�on a alors un th�or�me d�existence�
La premi�re �tape est� en g�n�ral� facile� Pour l�existence du minimum� une

m�thode syst�matique consiste � prendre une suite minimisante �n� c�est���
dire une suite de domaines �n de O telle que

lim
n��

F ��n� � m� �����

Une telle suite existe toujours si O est non vide� par d�
nition d�une borne
inf�rieure� Il s�agit alors de montrer que �n �tend� �en un sens � pr�ciser� c�est
justement l�objet du reste de ce chapitre� vers un domaine �
 de O et que
F ��
� � m� On voit donc naturellement appara�tre la n�cessit� de disposer
d�une topologie sur l�ensemble des domaines admissibles� Ensuite� l�existence
de �
 provient d�une propri�t� de compacit� de la suite �n pour cette topolo�
gie� En
n� l�in�galit� �F ��
� � m� correspond � la semi�continuit� inf�rieure
de la fonctionnelle F �le long� de cette suite �n� Ainsi� la preuve de l�existence
d�un minimum passe par l�application d�un th�or�me du type �Une fonction
semi�continue inf�rieurement sur un compact atteint son minimum�� On peut
r�sumer cette approche g�n�rale dans la proposition suivante�
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Proposition �
�
� On suppose que O est muni d�une topologie � pour la�
quelle
�� F � O �� Rest s�quentiellement semi�continue inf�rieurement� c�est���dire

�n
��� � �
 F ��� � lim inf

n��
F ��n��

�� Toute suite F �born�e est s�quentiellement compacte� c�est���dire

sup
n
jF ��n�j � �
 �
 ���nk�k��� �� � O � �nk

��� ��

Alors si F est minor�e� il existe �
 � O tel que

F ��
� � minfF �� �� � � Og�

La d�monstration de cette proposition ne fait que reprendre les id�es ex�
plicit�es ci�dessus� Noter que seules des notions s�quentielles su�sent�

Remarque Comme on l�a vu dans les exemples du chapitre pr�c�dent� la
fonctionnelle F ��� est souvent de la forme F ��� � J��� u�� o� u� est la
solution d�une �quation aux d�riv�es partielles �e�d�p�� pos�e sur � �ou d�un
syst�me de telles �quations�� La propri�t� �� de la proposition pr�c�dente va
donc n�cessiter une �bonne� d�pendance continue de la solution de l�e�d�p� u�
par rapport � �� C�est pr�cis�ment ce que nous �tudierons dans le chapitre �
pour le cas d�op�rateurs elliptiques�

��� Di��rentes topologies sur les domaines

�
�
� Introduction

Il y a une particularit� dans les probl�mes d�optimisation de forme qui est
� la fois une di�cult� et une richesse� c�est la libert� qu�on a de choisir une
topologie sur l�ensemble des domaines o� le probl�me est pos� pour montrer
l�existence d�un minimum�Le plus souvent� en e�et� il n�existe pas de topologie
�naturelle�� C�est d�ailleurs une situation assez g�n�rale quand on se pose
un probl�me d�optimisation�� mais la situation se complique dans le cas de
l�optimisation de forme� car il n�existe pas de topologie �canonique� sur les
domaines de RN� ni m	me sur les ouverts de RN�

Quand on cherche � introduire une topologie de mani�re � appliquer un
r�sultat du type de la proposition ������ on est confront� � deux exigences de
nature contradictoire� En e�et� si l�on souhaite que la famille des domaines
� Quand on se pose un probl�me du type minfJ�a��a � Ag� il n�est a priori pas
question de topologie� L�introduction d�une topologie sur A n�est qu�un cadre
math�matique pour prouver l�existence d�un minimum en utilisant l�outil puissant
de l�analyse qu�est la compacit��
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avec laquelle on travaille soit compacte� on a int�r	t � choisir une topologie
la moins 
ne possible �c�est���dire contenant le moins d�ouverts possibles��
En revanche� si on a besoin que la fonctionnelle � minimiser soit continue ou
semi�continue inf�rieurement �s�c�i��� on a int�r	t � avoir une topologie la plus

ne possible� Tout l�art de l�analyste va donc consister � �naviguer� entre ces
deux exigences antagonistes�

Nous allons pr�senter ici un peu plus en d�tail trois topologies parmi les
plus utilis�es pour des familles de domaines �sans trop de r�gularit��� la pre�
mi�re concerne m	me tous les ensembles mesurables de RN" les deux autres
concernent les familles d�ouverts de RN� Mais� en fonction du contexte� nous
serons amen�s � travailler avec d�autres topologies plus adapt�es� Des com�
mentaires seront faits � ce sujet � la 
n du chapitre�

�
�
� La convergence des fonctions caract�ristiques

Une premi�re id�e naturelle est de �mettre en bijection� les ensembles
�Lebesgue ���mesurables E de RN avec leur fonction caract�ristique �E �qui�
par d�
nition� vaut � sur E et � en dehors�� c�est un �l�ment de l�espace
fonctionnel L��RN�� et aussi de tous les espaces Lp�RN�� � � p � 
� d�s
que E est born� �ou plus g�n�ralement de mesure de Lebesgue 
nie�� On peut
alors utiliser les topologies usuelles sur les fonctions caract�ristiques�

Bien s$r� �E n�est d�
nie que presque partout� Ainsi cette repr�sentation
des domaines ne fait pas la di��rence entre un ouvert et le m	me ouvert priv�
d�un compact de mesure nulle� Or on sait que� par exemple� la solution du
probl�me de Dirichlet pour le laplacien sur cet ouvert peut en 	tre modi�

�e� Ce point de vue conduira donc � des limitations s�rieuses pour certaines
fonctionnelles de formes� Il s�av�re cependant int�ressant de l�utiliser�

Une propri�t� int�ressante �que nous d�velopperons un peu plus au para�
graphe ����� sur la compacit�� voir la proposition ������� est que� quelle que
soit la suite En d�ensembles mesurables qu�on se donne� la suite des fonc�
tions caract�ristiques �En est 	�faiblement compacte dans L�� c�est���dire
qu�il existe � � L��RN� tel que

�� � L��RN�� lim
n��

Z
RN

�En � �

Z
RN

� �� �����

L�aspect moins favorable est qu�en g�n�ral� la fonction limite � n�est pas une
fonction caract�ristique �cf� exercice ����� Nous savons seulement qu�elle prend
ses valeurs entre � et � �cf� proposition �������� Toutefois� la limite est une
fonction caract�ristique si la convergence est �forte� au sens qu�elle a lieu
dans Lp

loc pour un certain p � 
��

� En e�et� on peut alors en extraire une
sous�suite qui converge presque partout" donc la limite � ne prend que les

� Henri LEBESGUE� ������	��� fran�ais� enseignant 
 Rennes� Poitiers et Coll�ge
de France� On lui doit des contributions majeures 
 la th�orie de l�int�gration et
aux s�ries de Fourier�
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valeurs �� � et elle co,ncide avec la fonction caract�ristique de l�ensemble o�
elle prend la valeur ��

Il est int�ressant de noter que la limite -�faible n�est une fonction caract��
ristique que si la limite est forte� Plus pr�cis�ment� nous avons�

Proposition �
�
� Si �En�n�� et E sont des parties mesurables de RN telles
que �En converge 	�faiblement dans L��RN� 
au sens de 
����� vers �E � alors
�En �� �E dans Lp

loc�R
N� pour tout p � �
 et p�p��

D�monstration� Par hypoth�se on a

�� � L��RN�� lim
n��

Z
RN

��En � �E���x� dx � �� �����

Notons BR la boule de centre � et de rayon R et Ec le compl�mentaire de E�
On prend alors � � �BR�Ec dans ����� et on en d�duit

� � lim
n��

Z
RN

�En�BR�Ec �x� dx � lim
n��

jBR � �En nE�j�

o� j � j d�signe la mesure de Lebesgue dans RN� Maintenant� si on prend
� � �BR dans ����� on obtient

� � lim
n��

Z
BR

��En � �E��x� dx � lim
n��


jBR � �En nE�j � jBR � �E nEn�j
�

�

Donc aussi jBR � �E nEn�j � �� OrZ
BR

j��En � �E��x�jp dx � jBR � �E nEn�j� jBR � �En nE�j� �����

ce qui d�montre la proposition� ut
Remarque �
�
� En g�n�ral la convergence n�a pas lieu dans Lp�RN� tout
entier comme le montre l�exemple de En �gal � la boule de centre xn et
de rayon �� o� xn est une suite tendant vers l�in
ni� on a alors �En � � -�
faiblement dans L��RN� �� est la fonction caract�ristique de l�ensemble vide��
mais k�EnkLp ne tend pas vers � puisqu�elle est constante non nulle�

Suite aux remarques ci�dessus� il est assez naturel de prendre comme �pre�
mi�re� d�
nition de la convergence des En celle qui appara�t dans la proposi�
tion ������ soit�

D��nition �
�
� Soient �En�n�� et E des ensembles mesurables de RN� On
dira que En converge au sens des fonctions caract�ristiques vers E quand n
tend vers l�in
ni si

�En �� �E dans Lp
loc�R

N� � �p � 
��

� �����
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Remarque �
�
� Dans ������ on peut bien s$r prendre n�importe quel p � 

puisque comme j�En � �E j prend les seules valeurs � et �� on a� pour tout p


ni� j�En � �E jp � j�En � �E j et donc k�En � �EkLp � k�En � �Ek��pL� � En
revanche� le cas p �
 n�a aucun int�r	t puisque k�En � �EkL� � � d�s que
En et E di��rent sur un ensemble de mesure non nulle �

Remarque �
�
� Il est int�ressant de noter que pour des En restant dans
un ensemble 
xe B de mesure 
nie� la convergence ainsi d�
nie co,ncide avec
celle de la m�trique � d�
nie sur les ensembles mesurables de RN �modulo
l��galit� presque partout� par� pour E�� E� mesurables dans RN�

��E�� E�� �� Arctg
�jE�
E�j



� �����

o� 
 d�signe la di��rence sym�trique des ensembles E�� E� soit

E�
E� � �E� nE�� � �E� nE���

L��quivalence des notions de convergence s�obtient imm�diatement � l�aide de
l�identit� ����� o� on remplace BR par B� Rappelons que l�espace quotient des
ensembles mesurables de RN modulo l��galit� presque partout� muni de cette
m�trique� est complet et que l�application du th�or�me de Baire � � cet espace
fournit des r�sultats puissants sur l�uniforme int�grabilit� des fonctions �cf�
exercice ������

Remarque �
�
� A propos d�autres convergences faibles sur les fonctions
caract�ristiques� si les �En�n�� sont inclus dans un ensemble B de mesure 
nie�
les �En sont aussi born�es dans Lp�RN � pour tout p � 
��

� Pour p ����

�
par r�&exivit� de Lp� on peut alors extraire de �En une sous�suite convergeant
faiblement vers � dans Lp� �RN� o� p� est le conjugu� de p ���p � ��p� � ���
c�est���dire qu�il existe � � Lp�RN� tel que

�� � Lp� �RN�� lim
n��

Z
RN

�En � �

Z
RN

� �� ��� �

On note souvent

�En

�Lp�Lp

�
��� �E �

cette convergence faible� ��Lp� Lp� � �tant une notation assez classique pour la
topologie faible associ�e o� le premier argument Lp de ���� �� indique l�espace
o� se trouvent les fonctions et o� le deuxi�me argument Lp� indique l�espace
des fonctions tests �voir par exemple ������ Cette notation s�applique aussi �
p � �� p� � 
 tandis que la topologie L�-�faible se note �de fa�on similaire�
��L�� L���

� Ren� BAIRE� ������	��� fran�ais� enseigne d�abord en lyc�e� puis 
 l�Univer�
sit� 
 Montpellier et Dijon� Ses travaux portent sur les nombres irrationnels� les
fonctions r�elles et la th�orie des ensembles�
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Bien s$r� les fonctions � obtenues dans ��� � et ����� co,ncident puisque
les int�grales

R
� � sont les m	mes dans les deux cas pour tout � � L� �Lp� �

Noter que� dans l��nonc� de la proposition ������ on peut remplacer l�hypo�
th�se de convergence L�-�faible �ou ��L�� L��� par toute convergence dans
��Lp� Lp�� pour un p quelconque dans 
��

� Pour p � �� l�hypoth�se se�
rait cependant plus forte puisqu�elle impliquerait alors la convergence dans
Lp�RN� pour tout entier p 
ni� c�est���dire qu�il y aurait conservation de la
masse � l�in
ni �remplacer �BR par la fonction constante �gale � � dans la
d�monstration� �voir aussi l�exercice ������

�
�
� La convergence des ouverts au sens de Hausdor�

D��nition

Dans ce paragraphe� nous nous restreignons au cas de domaines ouverts
et nous supposons toujours qu�ils sont �con
n�s�� c�est���dire qu�il existe un
�grand� compact B �x� de RN qui contient tous les ouverts consid�r�s� On
note KB la famille des compacts non vides inclus dans B� Nous commen�ons
par rappeler la d�
nition de la distance de Hausdor� sur KB" nous notons
d��� �� la distance euclidienne � dans RN�

D��nition �
�
	 Etant donn�s K� et K� dans KB� on pose

�x � B� d�x� K�� �� infy�K� d�x� y�
��K�� K�� �� supx�K�

d�x� K��
dH�K�� K�� �� max���K�� K��� ��K�� K����

�����

C�est un exercice �l�mentaire de montrer que dH est une distance sur KB" on
l�appelle distance de Hausdor�� On montre que KB� muni de dH est complet
et m	me compact �voir le th�or�me ��������

Nous pouvons maintenant d�
nir la convergence au sens de Hausdor� pour
des ouverts de B�
D��nition �
�
� Soient ��n�n�� et � des ouverts inclus dans B� On dira
que la suite �n converge au sens de Hausdor� vers � si

dH�B n�n� B n�� �� � quand n �
� ������

On notera alors �n
H�� ��

Remarque �
�
� La terminologie de �convergence au sens de Hausdor��
sera donc utilis�e � la fois pour les compacts de B et pour les ouverts de B
bien que les notions soient bien distinctes" cette ambigu,t� ne pose pas de
probl�me et permet par ailleurs de ne pas alourdir les d�
nitions�
� EUCLIDE� ��� av� J�C����� av� J�C� environ� math�maticien grec dont les treize
livres qui composent Les El�ments ont eu une in�uence consid�rable sur le d�ve�
loppement des math�matiques�
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B
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Fig� ��� �� Distance de Hausdor� des compacts

Cette convergence est clairement associ�e � la m�trique d�
nie sur l�en�
semble OB des ouverts de B par

� ��� �� � OB � dH���� ��� �� dH�B n��� B n���� ������

Noter que B n � est bien un compact non vide si � � OB � Nous utiliserons
donc la notation dH pour la distance des ouverts et nous conservons dH pour
la distance des compacts�

Remarque �
�
�� Il est int�ressant de noter que la d�
nition de cette m��
trique ne d�pend en fait pas de B� plus pr�cis�ment� si �B est une autre boule
ferm�e contenant les ouverts ��� ��� nous avons

dH�B n��� B n��� � dH� �B n��� �B n����

Ceci peut se voir � l�aide du lemme �l�mentaire suivant int�ressant en soi�

Lemme �
�
�� Si �� n�� est non vide 
i�e� �� non inclus dans ����

��B n��� B n��� � ���� n��� ����� ������

D�monstration� Pour tout x dans B�

d�x� B n��� �

�
� si x � B n��

d�x� ���� si x � ���

Ainsi� si �� n�� est non vide�
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��B n��� B n��� � sup
x�Bn��

d�x� B n��� � sup
x���n��

d�x� �����

d�o� le lemme� ut
Si �� n�� est vide� on a �videmment ��B n��� B n��� � �� En convenant

que ���� �� est nul si son premier argument est vide� on a alors le corollaire sui�
vant qui montre bien l�ind�pendance annonc�e par rapport � B de la distance
dH sur les ouverts born�s de RN�
Corollaire �
�
�� Etant donn�s deux ouverts born�s ��� �� de RN� on a

dH���� ��� � maxf���� n��� ����� ���� n��� ����g� ������

Remarque Si �� � �� dH��� ��� est le rayon de la plus grande boule incluse
dans ���

Propri�t�s� exemples� contre�exemples

On trouve quelques d�tails sur la distance de Hausdor� dans ������ ������
��� �� Il nous a sembl� opportun d��num�rer ici plusieurs r�sultats utiles
concernant cette distance tr�s employ�e en optimisation de forme� Les d��
monstrations� souvent �l�mentaires� en sont esquiss�es� Nous commen�ons par
la convergence au sens de Hausdor� des compacts�

�� Une suite d�croissante de compacts non vides converge vers son intersec�
tion�

Si Kn est une telle suite� K �	 �nKn et xn � Kn tel que d�xn�K� 	 ��Kn� K�� il existe

x� valeur d�adh
rence de xn et on a� d�x��K� 	 limn�� d�xn� K� par monotonie et

d�x�� K� 	 � puisque x� � K par construction� Ainsi� ��Kn� K� tend vers 	 et� bien s�r�

��K�Kn� 	 ���

�� Une suite croissante de compacts non vides inclus dans B converge vers
la fermeture de sa r�union�

Si Kn est une telle suite� K �	 �nKn� xn � K tel que d�xn� Kn� 	 ��K�Kn�� il existe x� �

K� valeur d�adh
rence de xn � Par monotonie et puisque pour tout 
x � �nKn� d�
x�Kn� 	 �

pour n assez grand� on a�

lim ��K�Kn� 	 lim d�xn� Kn� 	 lim d�x��Kn� 	 ���

�� Si Kn converge vers K au sens de Hausdor��

K � �n
��p�nKp



� fx � B� �xnp � Knp � xnp

p���� xg
� fx � B� �xn � Kn� xn

n���� xg� ������


D�apr�s �� ci�dessus� Fn �	 �p�nKp converge vers F �	 �nFn� d�autre part� dH �Kn� Fn� 	

��Fn�Kn� 	 supp�n ��Kp� Kn� � � puisque Kn est une suite de Cauchy �� il en r
sulte

F 	 K� d�o� la premi�re 
galit
 ci�dessus� Les deux autres sont faciles��

� Augustin�Louis CAUCHY� ���	������ a laiss� une oeuvre math�matique consid��
rable� en particulier en analyse� fonctions holomorphes� �quations di��rentielles�
notion de continuit�� int�grale� mais aussi en th�orie des groupes� des d�termi�
nants� des formes quadratiques� et aussi pour l��tude math�matique de l��lasticit��
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�� InclusionL�inclusion est stable pour la convergence au sens de Hausdor��
L�application �K�� K�� � KB 
 KB � ��K�� K�� est continue et m�me lipschitzienne�

Puisque
�
�K� � K�� � ��K�� K�� 	 �

�
� la continuit
 de l�inclusion pour la m
trique de

Hausdor� s�en suit��

�� Voici une autre d�
nition utile de la distance de Hausdor� o� pour � � �
et K compact� nous notons K� � fx � RN� d�x� K� � �g�

dH�K�� K�� � inff� � ��K� � K�
� et K� � K�

� g� ������


Ceci provient imm
diatement de l�
quivalence

�K� � K
�
� �� sup

x�K�

d�x�K�� 	 ���

�� Fonctions d��� Kn� � On a l��quivalence

dH�Kn� K�� �� d��� Kn�
L��B��� d��� K��

Ceci sera d�montr� plus loin �cf� proposition ��������

Nous r�sumons maintenant quelques propri�t�s de la convergence de
Hausdor� des ouverts que nous serons amen�s � utiliser par la suite� Les
trois premi�res s�obtiennent par passage au compl�mentaire � partir de la
convergence pour les compacts�

�� Une suite croissante d�ouverts inclus dans B converge au sens de Hausdor�
vers sa r�union�

�� Une suite d�croissante d�ouverts converge vers l�int�rieur de l�intersection
de tous les ouverts�

�� Inclusion� L�inclusion est stable pour la convergence au sens de Haus�
dor�� c�est���dire

��
n

H�� ��

��
n

H�� ��

��
n � ��

n pour tout n

����� �
 �� � ��� ������

Remarque �
�
�� Il n�est cependant pas vrai que
� F compact � �n ouverts� �n

H�� � ouvert� implique F � �"

Exemple� f�g ��� ��n� ��n

H�� ��

�� Proposition �
�
�� Soit �n une suite d�ouverts qui converge au sens de
Hausdor� vers l�ouvert � et soit x � ��� Alors� il existe une suite de
points xn avec xn � ��n qui converge vers x�

Soit x � �� et supposons par l�absurde que sa distance � ��n ne tende pas vers �� Ainsi� il

existe une boule ferm
e 
B�x� ��� � � � dont l�intersection avec une sous�suite ��nk est vide�

Par connexit
� elle est incluse dans �nk ou dans son compl
mentaire� Par stabilit
 de l�in�

clusion pour la convergence de Hausdor� des ouverts et des ferm
s� on a donc B�x� �� � �
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ou 
B�x� �� � �c� ce qui contredit que x est au bord de ���

Notons que� d�apr�s ������� la proposition ������ indique que� si ��n

converge au sens de Hausdor� vers un compact K� alors �� � K� L�in�
clusion est stricte� en g�n�ral� comme le montre l�exemple pr�c�dent �n �
�� ��n� ��n
�

�� Intersection� L�intersection 
nie est stable pour la convergence au sens
de Hausdor��

��
n

H�� ��

��
n

H�� ��

�
�
 ��

n ���
n

H�� �� ���� ������


On utilise dH ���
n � �

�
n��

� � ��� 	 maxfdH ���
n� �

��� dH ���
n� �

��g��

�� R�union� En revanche pour la r�union� nous avons tout au plus une
inclusion�

��
n

H�� ��

��
n

H�� ��

��
n ���

n
H�� �

����� �
 �� ��� � �� ���� �

Ceci r�sulte imm�diatement du point �� pr�c�dent� Mais� l�inclusion peut
	tre stricte comme le montre l�exemple monodimensionnel�

��
n ���� �
n

n���
k	�

fk

n
g

��
n �

n���
k	�

	
k

n
� �

�n
�

k

n
�

�

�n

�
�

On a ��
n

H�� � et ��
n

H�� � tandis que ��
n ���

n ���� �

H����� �
� Il se peut

m	me que ��
n � ��

n ne converge pas� Construisons par exemple� � partir
de la suite ci�dessus� la nouvelle suite

b��
n �� ��

n� b��
n ��

�
��
n si n pair

��
n si n impair�

A nouveau� b��
n� b��

n
H�� �� mais b��

n � b��
n a les deux points d�adh�rence �

et ��� �
�
�� Proposition �
�
�� Si la suite d�ouverts �n converge vers � et si K est

un compact inclus dans �� alors K est inclus dans �n pour n assez grand�

Puisque � � infx�K d�x� B n�� et que d�
�B n�� 	 d�
� B n�n� � dH �B n�n�B n ��� on

en d
duit que infx�K d�x�B n �n� � � pour n assez grand��
Remarque �
�
�� On utilisera en particulier cette propri�t� sous la for�
me suivante� si � est une fonction � support compact dans �� alors � est
aussi � support dans �n pour n assez grand�
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 � Convexit�� elle est pr�serv�e par la convergence de Hausdor� des ouverts��
��n�n�� convexes� �n

H�� �


 � convexe� ������


D�apr�s la propri
t
 pr
c
dente� si x� y � �� alors x� y � �n pour n grand� mais alors

�x� y
� �n et ceci se conserve � la limite par stabilit
 de l�inclusion��

En revanche� l�enveloppe convexe n�est pas pr�serv�e par la convergence
de Hausdor�� Si on reprend l�exemple de l�ouvert ��

n du point �� ci�dessus�
��
n converge vers l�ensemble vide� mais son enveloppe convexe converge

vers l�intervalle ��� �
� Par contre� l�enveloppe convexe est une application
continue pour la convergence de Hausdor� des compacts �voir exercice
�����

�� Connexit�� La convergence de Hausdor� ne pr�serve pas la connexit� des
ouverts� Pour trouver un contre�exemple� il faut passer en dimension � car
un intervalle ouvert qui converge au sens de Hausdor� ne peut converger
que vers un intervalle� On peut prendre pour contre�exemple dans R�

�n ���� �
	��� �
nf�g	 

�

n
� �� ou �n � B��� �� n feik��n� � � k � ng�

qui convergent respectivement vers ��� �
	��� �
�����
	����
 et la boule de
rayon � priv�e du cercle unit� �voir Figure ����� En revanche� on peut

Fig� ��� �� La distance de Hausdor� ne pr�serve pas la connexit�

montrer qu�elle pr�serve la connexit� pour les compacts� Compte�tenu de
l�importance de cette propri�t� pour la suite �cf� la proposition suivante
et le th�or�me de .verak �������� nous mettons ce r�sultat un peu plus en
�vidence et nous en donnons la preuve�
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Proposition �
�
�	 Soit Kn une suite de compacts connexes qui con�
verge au sens de Hausdor� vers un compact K� Alors K est connexe�
Plus g�n�ralement� si Kn a au plus p composantes connexes avec p � �
ind�pendant de n� alors il en est de m�me de K�

Remarque �
�
�� On utilisera ce r�sultat pour les ouverts� soit �n une
suite d�ouverts convergeant vers � dont le compl�mentaire dans B a au
plus p composantes connexes� alors le compl�mentaire de � a aussi au
plus p composantes connexes�

D�monstration� Supposons par l�absurde que K ait strictement plus de
p composantes connexes� Il est alors r�union disjointe de p � � ferm�s
non vides F i� i � �� ���� p� �� en e�et� comme K n�est pas connexe� il est
r�union de deux ferm�s disjoints non vides" si p � �� l�un de ces deux
ferm�s n�est pas connexe et � son tour� il est r�union de deux ferm�s
disjoints" on continue par r�currence pour obtenir que K est r�union de
p�� ferm�s disjoints� Notons � le minimumdes distances dH�F i� F j�� � �
i � j � p��" comme les F i sont compacts et disjoints� on a � � �� Ainsi�
les p � � ouverts �i � fx � B� d�x� F i� � ���g sont disjoints� Or pour
n assez grand� ��Kn� K� � ���" donc� Kn � �i�i et les �i constituent
un recouvrement de Kn par p � � ouverts disjoints� Il en r�sulte que Kn

a au moins p � � composantes connexes d�s que Kn � �i �� � pour tout
i � �� ���� p� �� C�est le cas pour n assez grand car alors� pour tout i�

sup
x�F i

d�x� Kn� � sup
x�K

d�x� Kn� � ����

On a donc une contradiction�
��� Volume� La convergence au sens de Hausdor� ne pr�serve pas le volume�

En fait� pour les ouverts� la fonction volume est s�c�i� comme nous le ver�
rons un peu plus loin dans la proposition ������� C�est une autre fa�on
d�exprimer le ph�nom�ne fr�quent pour la convergence de Hausdor� d�ef�
fondrement � la limite� Comme on l�a d�j� vu dans des exemples� la limite
peut 	tre strictement �plus petite� que les di��rents termes de la suite�

��� P�rim�tre Le p�rim�tre d�un ouvert sera d�
ni plus loin �cf� chapitre
��" il correspond � la �mesure de la surface lat�rale du bord� �P ��� �R
�� d��x�� pour des ouverts � bord r�gulier� Nous verrons que c�est une
fonction qui n�est s�c�i�� ni s�c�s� pour la convergence de Hausdor�� L�exem�
ple d�une suite de domaines ressemblant � des timbres avec des dents de
plus en plus petites �cf Figure ����� montre qu�on peut avoir le p�rim�tre de
la limite strictement plus petit que la limite inf des p�rim�tres des ouverts
de la suite� Pour un exemple en sens inverse� on peut prendre pour � une
couronne � � B��� ��nB��� R�� R � �� On plaque alors sur le trou central
une grille de taille �

n
et on ne conserve que les noeuds de la grille situ�s dans

le disque central� soit x�� x�� � � � � xp� On pose �n � B��� �� n �Sp
i	�fxig�

et on v�ri
e que �n
H�� �� mais P ��n� � �� � P ��� � ���� � R��
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��� Diam�tre� Le diam�tre est continu pour la convergence de Hausdor��

Fig� ��� �� Le p�rim�tre n
est pas continu pour la distance de Hausdor�

�
�
� La convergence au sens des compacts

Cette derni�re notion de convergence est peut�	tre a priori moins naturelle�
mais elle s�av�re utile quand on s�int�resse � la continuit� de la solution d�une
�quation aux d�riv�es partielles vis � vis de variations du domaine� cf �� ���
�� ��� C�est donc une notion int�ressante dans notre situation �cf la remarque
� la 
n du premier paragraphe��
D��nition �
�
�� Soient ��n�n�N et � des ouverts de RN� On dira que �n

converge au sens des compacts vers �� et on notera �n
K�� � si

�i� �K compact � �� on a K � �n pour n assez grand

�ii� �L compact � �
c
� on a L � �

c

n pour n assez grand�
������

Un �gros� inconv�nient de cette notion de convergence est qu�il n�y a pas
unicit� de la limite� on v�ri
e imm�diatement que� si la suite �n converge
au sens des compacts vers �� alors elle converge aussi vers tout ouvert �
tel que � � � et �� � ��� En fait� la topologie associ�e n�est pas s�par�e�
Cette topologie est d�
nie sur la famille O des ouverts de RN � partir de la
base d�ouverts VK�L suivante o� � chaque couple de compacts K� L de RN on
associe la famille d�ouverts de RN�

VK�L �� f� ouvertde RN�K � �� L � ��cg�
On v�ri
e facilement que fVK�L�K� L compacts de RNg constitue bien une
base d�ouverts sur l�ensemble O des ouverts de RN �stabilit� par intersection

nie� et que la topologie associ�e g�n�re bien la notion de convergence au
sens des compacts ci�dessus �cf� exercice �� �� Mais cette topologie n�est pas
s�par�e� on peut trouver deux ouverts distincts �� et �� de RN tels que tous
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les VK�L contenant �� rencontrent tous les V �K��L contenant ��� Prenons par
exemple pour �� la boule unit� et

�� �� ��

� ��
k	�

B�xk� rk�� ������

o� xk est une suite de points de �� dense dans �� et o� rk � � avecP
k�� rNk � � de telle sorte que �� soit distinct de ��� On a alors �� � ��

et ��� � ��� et on voit que la boule Bn �� B��� � � ��n� appartient � tout
voisinage de l�un ou l�autre d�s que n est assez grand� Donc� Bn converge vers
les deux ouverts ci�dessus au sens des compacts quand n tend vers l�in
ni�
Comme de plus les choix des xk et des rk comme ci�dessus sont in
nis� la suite
Bn a en fait une in
nit� de limites di��rentes* Il est vrai qu�en dehors de ���
les autres limites sont plut
t pathologiques�

On se retrouve ainsi dans une situation un peu comparable � celle de la
convergence au sens des fonctions caract�ristiques� on a unicit� de la limite
� condition de travailler modulo une relation d��quivalence ad�quate� en l�oc�
currence ici�

�� � �� �
 �� � ��� ������

Proposition �
�
�� La topologie quotient sur l�espace quotient de O par
cette relation d��quivalence est s�par�e 
cf� exercice �����

Il existe d�autres notions de convergence pour les ouverts qu�on peut d�crire
assez simplement� convergence des fronti�res� convergence au sens de Kura�
towski �� convergence au sens topologique� mais nous ne les utiliserons pas ici�
En revanche� une notion de convergence beaucoup moins explicite mais tr�s
importante qu�on introduira au chapitre suivant est la ��convergence� Dans
le cas de suites d�ouverts r�guliers� on utilise aussi la convergence au sens de
Ck�di��omorphismes de RN dans lui�m	me avec k � �� �n��� est dit alors
converger vers un ouvert r�gulier � lorsque �n converge vers l�identit� pour
la norme de Ck�

�
�
� Lien entre ces di��rentes notions de convergence

Comme on va le voir dans une s�rie d�exemples� aucune des trois notions
de convergence d�
nies ci�dessus n�implique l�une des trois autres� Cependant�
certaines relations entre elles sont int�ressantes et vont 	tre d�taill�es �cf aussi
Exercices ��� et ��� � la 
n de ce chapitre��

Premier contre�exemple� Soit � le disque unit� de R� priv� de l�intervalle

�� ��	f�g et �n �� B��� ����n�� Alors il est facile de v�ri
er que �n

K�� �

� Kazimierz KURATOWSKI� ��	
��	��� polonais� enseigne 
 Lw w puis Varsovie�
Ses travaux portent sur les fonctions r�elles� la topologie� la th�orie des ensembles
et les graphes�
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tandis que �n converge au sens de Hausdor� vers B��� �� et donc pas vers ��
En fait� nous exploitons seulement ici la non�unicit� de la limite au sens des
compacts� comme mentionn� plus haut� �n converge en fait vers tout ouvert
inclus dans B��� �� dont la fermeture est �gale � celle de B��� ��� par exemple
vers �� d�
ni en ������ qui� de surcro�t� n�a pas m	me mesure que B��� �� et
n�est donc pas non plus la limite de �n au sens des fonctions caract�ristiques�

Deuxi�me contre�exemple �cf� ��� ��� Toujours dans R�� on prend F �

�� 	�� et on pose �voir Figure ����

�n �� f�x� y� � F� � � x � 	� � � y � � � sin�nx�g� Kn � �c
n� ������

� ����� 	
	����
� K � �c� ������

Alors �n converge vers � au sens de Hausdor� puisque

Ω

Ω
n

Fig� ��� �� �n converge vers � au sens de Hausdor�

! ��Kn� K� � � car Kn � K

! �x � K� on a d�x� Kn� � ��n et donc ��K� Kn�� ��
Cependant �n ne converge pas vers � au sens des compacts� puisque tout
compact du type 
a� b�	 
c� d� avec � � a � b � 	� � � c � d � 	 qui est inclus
dans ��c ne sera jamais� en revanche� inclus dans ��c

n pour n grand� De m	me�
il est clair que �n ne converge pas au sens des fonctions caract�ristiques vers
� carZ
F

j��n ���jdx �

Z
F

��nn��x�dx �

Z �

�

Z ��sin�nx�

�

dy dx � 	�
�� cos�	n�

n

qui ne tend pas vers � quand n tend vers l�in
ni�
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En fait� on v�ri
e que �n ne converge ni au sens des compacts� ni au sens
des fonctions caract�ristiques �noter que� d�apr�s l�exercice ���� si c��tait le
cas� la limite � v�ri
erait alors �� � ����

Troisi�me contre�exemple� Dans R posons

�n ��
�n���
k	�

�
k

�n
�

k � �

�n

� 
�� �� n

�n�
k	�

f k

�n
g� ������

Alors il est facile de voir que Kn �� 
�� ��n�n �
S�n

k	�f k
�n g converge au sens de

Hausdor� vers l�intervalle 
�� ��� Ce qui signi
e� en passant au compl�mentaire�
que �n converge au sens de Hausdor� vers l�ensemble vide� En revanche� il
est clair que �n ne converge pas au sens des compacts vers l�ensemble vide
�ni vers tout autre ouvert d�ailleurs�� Mais puisque ��n � �����
 p�p�� on a
convergence de �n vers ��� �
 au sens des fonctions caract�ristiques�

Selon l�exercice ���� on peut aussi choisir �n de telle sorte que les fonctions
caract�ristiques ne convergent que faiblement�

Les exemples pr�c�dents montrent donc qu�il n�existe aucune implication com�
pl�te entre les trois notions de convergence que nous avons d�
nies� N�an�
moins� nous pouvons mentionner quatre relations fortes entre elles�

! Nous avons vu dans la proposition ������� que la convergence au sens de
Hausdor� impliquait �la moiti�� de la convergence au sens des compacts�

! De m	me� la proposition qui va suivre� montre que cette m	me convergence
au sens de Hausdor� entra�ne une �moiti�� de la convergence au sens des
fonctions caract�ristiques�

! L�exercice ��� prouve que si �n converge au sens des compacts vers � et au
sens de Hausdor� vers ��� alors � � �� � ��� En particulier �� � ���� Ainsi�
�� � � si � co,ncide avec l�int�rieur de ��� c�est���dire si � est �satur��
pour la relation d��quivalence ������ naturelle dans la convergence au sens
des compacts� On dit aussi dans ce cas que � �qui v�ri
e aussi �� � � ���
est un ouvert de Carath�odory�

! La deuxi�me partie de l�exercice ��� met en �vidence un lien analogue entre
convergence au sens des compacts et convergence au sens des fonctions
caract�ristiques� Voir aussi l�exercice ����

Proposition �
�
�� Soient �n et � des ouverts inclus dans un ferm� 
xe
B� Si �n

H�� � alors

i� j� n�nj � �


ii� �� � lim inf��n p�p�


iii� Si� de plus� ��n

�L��L���� �� alors �� � ��
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Remarque �
�
�� Puisque

k��n � ��kL� �
Z
B

j��n�x�� ���x�j dx �R
�nn�

��n�x� dx�
R
�n�n

���x� dx � j�n n�j� j� n�nj�

on voit bien que� l� aussi� la convergence au sens de Hausdor� implique �la
moiti�� de la convergence au sens des fonctions caract�ristiques�

D�monstration de la proposition�On note� comme d�habitude K � Bn�
et Kn � B n �n� Fixons une suite de r�els positifs 	n d�croissant vers � et
telle que 	n � ��Kn� K�� On a alors� puisque dH�Kn� K�� ��

��n�n � �KnnK � �fx�B���d�x�K���ng�

Mais� puisque fx � B� � � d�x� K� � 	ng tend en d�croissant vers � on a� par
le lemme de Beppo Levi ��

lim
n��

Z
F

��n�n�x� dx � �

et donc j� n�nj � �� Comme� de plus�

�� � ��n�n � ����n � ��n�n � ��n ������

et puisque ��n�n � � p�p� d�apr�s la premi�re partie de la preuve� on a bien

�� � lim inf��n p�p�� ������

ainsi que�

�� � L�� avec � � ��

Z
�� � � lim

n��

Z
��n � �

Z
� �� ���� �

ce qu�il fallait v�ri
er� ut

�
�
� R�sultats de compacit�

Comme on l�a vu dans la proposition ������ il est important de pouvoir
extraire d�une suite �n d�ouverts une sous�suite convergente� c�est���dire de
travailler avec une topologie ayant de bonnes propri�t�s de compacit�� Nous
allons voir que celle de Hausdor� est tr�s favorable de ce point de vue�

� Beppo LEVI� ������	
�� italien� en Argentine apr�s �	�	� Travaux sur la th�orie
des fonctions int�grables et en m�canique quantique�
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Cas de la convergence au sens de Hausdor�

Th�or�me �
�
�� Soit Kn une suite de compacts inclus dans un compact

xe B� Alors il existe K compact inclus dans B et une suite extraite Knk qui
converge au sens de Hausdor� vers K quand k �
�

Corollaire �
�
�� Soit �n une suite d�ouverts inclus dans un compact 
xe
B� Alors il existe � ouvert inclus dans B et une suite extraite �nk qui converge
au sens de Hausdor� vers � quand k � 
� Autrement dit f�� � � Bg est
compact pour la m�trique de Hausdor� dH �

Pour tout compact K de RN� on notera dK�x� la fonction �continue� �dis�
tance euclidienne � K�� d�
nie par dK�x� � d�x� K� � minfd�x� y� � y � Kg�
La proposition suivante donne une d�
nition �quivalente de la distance de
Hausdor��
Proposition �
�
�� Si K� et K� sont deux compacts alors

dH�K�� K�� � kdK� � dK�kL��RN� � kdK� � dK�kL��K��K��� ������

En particulier�

Kn
H�� K �
 dKn

� dK converge uniform�ement vers � dans RN

D�monstration de la proposition�
Notons ��K�� K�� �� kdK� � dK�kL��K��K��� Pour x � K�� on a

d�x� K�� � jd�x� K��� d�x� K��j � ��K�� K���

et donc� en passant � la borne sup�rieure� ��K�� K�� � ��K�� K��� Comme
l�expression de droite est sym�trique en K� et K�� on en d�duit� en inversant
le r
le de K� et K� que

dH�K�� K�� � ��K�� K���

Inversement� pour x � R
N 
x�� notons k� et k� les �l�ments de K� et K�

respectivement tels que

d�x� K�� � d�x� k��� d�x� K�� � d�x� k���

On a� pour tout y � K�� d�x� y� � d�x� k���d�k�� y�� d�o� en prenant l�in
mum
pour y � K�� on obtient

d�x� K�� � d�x� k�� � d�k�� K�� � d�x� K�� � d�k�� K���

Ce qui entra�ne

d�x� K��� d�x� K�� � d�k�� K�� � ��K�� K�� � dH�K�� K���

Par sym�trie� on en d�duit
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�x � RN� jd�x� K��� d�x� K��j � dH �K�� K���

d�o�� en prenant la borne sup�rieure pour x � RN

��K�� K�� � kdK� � dK�kL��RN� � dH�K�� K���

ce qui termine la d�monstration de la proposition� ut
D�monstration du th�or�me� Consid�rons la suite dKn

dans l�espace de
fonctions continues C�B� muni de la m�trique uniforme�
! la suite dKn

est born�e uniform�ment �par le diam�tre de B par exemple��
! la suite dKn

est �quicontinue puisque

jdKn
�x�� dKn

�y�j � jd�x� Kn�� d�y� Kn�j � d�x� y��

Donc� d�apr�s le th�or�me d�Ascoli �� la famille dKn
est relativement compacte

dans C�B�� on peut en extraire une sous�suite� encore not�e� dKn
qui converge

uniform�ment sur B vers une fonction continue f � Posons alors K � fx �
B� f�x� � �g qui est un compact de B� La 
n de la d�monstration va consister
� montrer que f � dK � ce qui terminera la preuve gr'ce � la proposition �������

Tout d�abord� puisque jdKn
�x� � dKn

�y�j � d�x� y�� on a en passant �
la limite jf�x� � f�y�j � d�x� y� et donc� en particulier pour tout y � K
f�x� � jf�x�j � d�x� y�� ce qui implique

f�x� � dK�x� ������

en passant � l�in
mum � droite�
Soit maintenant x 
x� dans RN� et introduisons� pour tout n� un point

xn � Kn tel que d�x� Kn� � d�x� xn�� Comme �xn� est une suite de B� on peut
extraire xnk qui converge vers un point y � B� Donc

f�x� � limdKnk
�x� � limd�x� xnk� � d�x� y��

Mais puisque f�y� � limdKnk
�y� � limd�y� xnk� � �� on en d�duit� par

d�
nition de K que y � K� Donc f�x� � d�x� y� � dK�x� d�o� le r�sultat en
utilisant ������� ut

Cas de la convergence au sens des fonctions caract�ristiques

Comme annonc� plus haut� avec la topologie de la convergence au sens des
fonctions caract�ristiques� nous avons la propri�t� de compacit� imm�diate
suivante�
Proposition �
�
�� Soit En une suite d�ensembles mesurables de RN� Alors
on peut extraire de la suite �En une sous�suite qui converge 	�faiblement dans
L��RN�� 
i�e� dans ��L�� L��� vers une fonction � � L��RN�� On a� de
plus� � � � � � p�p��
� Giulio ASCOLI� �������	
� italien� travaux en analyse fonctionnelle� souvent as�
soci� 
 Cesare ARZELA� ������	��� italien� un autre pionnier de l�analyse fonc�
tionnelle�
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Ceci r�sulte du th�or�me de compacit� faible suivant appliqu� avec X �
L��RN� et X� � L��RN� �voir par exemple ������
Lemme �
�
�	 La boule unit� du dual X� d�un espace de Banach � X est
compacte pour la topologie 	�faible ��X�� X�� Si� de plus� X est s�parable�
alors elle est s�quentiellement compacte�

Remarque �
�
�� A propos de � � � � � � La positivit� est conserv�e par
limite dans ��L�� L��� en e�et� si � est limite d�une suite �n � �� alors pour
tout � � L�� avec � � �� on a

R
�n � � � et donc � la limite

R
� � � �� Ceci

implique bien � � � p�p�� En appliquant cette remarque � � � �n� on obtient
que �n� �n � �
 � � ��

Si on travaille avec des ensembles de mesure uniform�ment born�e �ce qui
est �videmment le cas quand les En sont tous inclus dans une boule 
xe B��
la suite �En est alors born�e dans tous les Lp�RN�� Puisque Lp�RN� est r��
&exif pour � � p � 
� on a aussi compacit� faible dans Lp de �En � Puisque
C�� � Lp��L�� la m	me sous�suite de la proposition ������ converge faiblement
dans Lp vers la m	me limite �� Cette limite n�est pas plus une fonction ca�
ract�ristique que pr�c�demment �cf� exercice ����� Pour montrer qu�elle prend
ses valeurs entre � et �� on peut aussi invoquer le th�or�me de Mazur �	 qui
exprime que si une suite converge faiblement dans un espace de Banach X
�c�est���dire dans ��X� X���� alors il existe une suite de combinaisons convexes
qui converge fortement vers la m	me limite �cf� ������ Ici� puisque les fonctions
�En ne prennent que des valeurs comprises entre � et �� il en est de m	me
de toute combinaison convexe des �En � et comme de toute suite convergeant
fortement dans Lp�RN� on peut extraire une sous�suite convergeant presque
partout� il en r�sulte bien � � ��x� � �� p�p�x�

Dans le cas o� la fonction limite � est tout de m	me une fonction carac�
t�ristique� nous avons d�j� vu que la convergence �tait forte �cf� proposition
������

Nous verrons plus tard �cf chapitre �� que si les En sont de p�rim�tre
uniform�ment born�� alors la suite �En est compacte pour la convergence
forte�

Cas de la convergence au sens des compacts

La situation est ici beaucoup moins favorable� nous allons comprendre
pourquoi sur un exemple�

Consid�rons le cas� en dimension � pour 
xer les id�es� o� � est d�
ni
comme �tant la partie situ�e en dessous du graphe d�une fonction f continue
strictement positive de 
a� b� dans R�

� Stefan BANACH� ��	���	��� polonais� de la c�l�bre �cole de Lw w� contribution
�norme en analyse fonctionnelle et autour des espaces qui portent son nom�

�	 Stanislaw MAZUR� �	����	��� polonais� enseignant 
 Lw w� ! d"� Cracovie� tra�
vaux en analyse fonctionnelle�
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� � f�x� y� � R�� a � x � b� � � y � f�x�g�
et de m	me pour �n avec des fonctions fn continues strictement positives sur

a� b�� Alors� on a
Proposition �
�
��

�n
K�� � 
 fn converge uniform�ement vers f sur tout compact de �a� b


������

fn converge uniform�ement vers f sur 
a� b�
 �n
K�� �� ������

Remarque �
�
�� On n�a pas l��quivalence dans ������ comme le montre
un exemple simple du type f�x� � � et fn�x� � � � xn sur l�intervalle ��� �
�

D�autre part� �n
K�� � n�implique pas non plus la convergence uniforme

comme le montre l�exemple f�x� � �� fn�x� � �� xn�
Cette proposition montre bien que� contrairement au cas de la convergence

au sens de Hausdor�� la compacit� sera loin d�	tre automatique dans ce cas�
En e�et� m	me en supposant les fonctions fn born�es uniform�ment� on sait
bien �cf� th�or�me d�Ascoli�� qu�il faut une hypoth�se suppl�mentaire d��qui�
continuit� pour pouvoir extraire de la suite fn une sous�suite uniform�ment
convergente �m	me sur tout compact�� L��quicontinuit� peut 	tre obtenue �
l�aide d�un contr
le sur les pentes� Ce serait le cas� par exemple� si on sup�
posait les fonctions fn uniform�ment lipschitziennes �i�e� avec un rapport de
Lipschitz �� commun��

D�monstration de la proposition� Notons� pour tout 	 positif

K� � f�x� y� � R�� a � 	 � x � b� 	� 	 � y � f�x� � 	g

Si l�on suppose alors que �n
K�� �� par d�
nition on va avoir K� � �n pour

n assez grand et donc

�x � 
a � 	� b� 	�� fn�x� � f�x� � 	�

De m	me� avec le compact ext�rieur L� �� fa � x � b� f�x� � 	 � y � 	��g�
on a L� � ��c et donc L� � ��c

n pour n assez grand� soit� en particulier�

�x � 
a� b�� fn�x� � f�x� � 	�

Ceci prouve ������� L�assertion ������ ne pose� elle non plus� aucune di�cult�
puisque� si K est un compact quelconque inclus dans �� on a �videmment
K � K� pour un certain 	 � � et la convergence uniforme de fn vers f entra�ne
K� � �n � partir d�un certain rang� On raisonne de fa�on similaire avec un
compact L inclus dans l�ext�rieur de �� on voit qu�alors L� 
a� b�	 
��

 est

�� Rudolph LIPSCHITZ� ������	��� allemand� enseigne 
 Berlin� Breslau� Bonn�
connu pour ses travaux sur les �quations di��rentielles et la g�om�trie rieman�
nienne�
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inclus dans L� pour un certain 	 puisque f � � �sinon� L pourrait traverser
l�axe des x�" et par convergence uniforme de fn� L� � ��c

n pour n assez grand�
Puisque ��n � 
a� b�	 
��

� pour le reste de L� l�inclusion dans ��c

n est claire�
ut
On peut trouver dans l�Exercice ��� une g�n�ralisation de l�exemple pr�c�dent
o� les ouverts sont d�
nis comme ensembles de niveau de fonctions continues�

��� Suites d�ensembles � p�rim	tre born�

Nous allons voir dans ce paragraphe que� pour une suite d�ouverts � p�ri�
m�tre born�� la suite des fonctions caract�ristiques est relativement compacte
pour la convergence forte� Ceci est particuli�rement utile en optimisation de
formes o� le p�rim�tre appara�t souvent dans les fonctionnelles � minimiser�
c�est le cas chaque fois qu�il y a un terme de tension super
cielle �voir exemples
du chapitre ��" il peut aussi correspondre � une �mesure� particuli�re du co$t
de l�objet dont on cherche la forme id�ale� comme peut l�	tre� dans d�autres
cas� le volume�

Pour cela� il est n�cessaire de d�
nir le p�rim�tre d�ensembles plus g�n��
raux que les seuls ouverts �recti
ables�� nous adoptons la notion de p�rim�tre
g�n�ralis� introduite par De Giorgi ���

�
�
� D��nition du p�rim�tre� propri�t�s

Soit D un ouvert quelconque de RN� Notons D�D�RN� l�espace des fonc�
tions de D dans RN qui sont C� et � support compact� c�est���dire que

� � ���� ��� � � � � �N � � D�D�RN� si �i � D�D� pour tout i � �� ���N�

On munit D�D�RN� de la norme

k�k� �� sup
x�D




�
NX
i	�

�i�x�
�

�
���� � sup

x�D
j��x�j�

D��nition �
�
� Soit � un ensemble mesurable dans D� On appelle p�ri�
m�tre de � relatif � D 
simplement p�rim�tre si D � RN�� le nombre

PD��� � supf
Z
�

div��� dx� � � D�D�RN�� k�k� � �g�

Si D � R
N� on note simplement PRN��� � P ����

�� Ennio DE GIORGI� �	����		
� math�maticien italien� a fait presque toute
sa carri�re 
 l�Ecole Normale Sup�rieure de Pise o# il a form� de nombreux
�l�ves� Contributions importantes en calcul des variations �surfaces minimales
et ��convergence qu�il introduit en �	���� th�orie g�om�trique de la mesure�
th�orie des E�D�P� �en particulier� r�gularit���
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Remarque �
�
� On peut aussi exprimer
R
�
div��� dx de la fa�on suivante

�on s�en reservira un peu plus loin��Z
�

div��� dx �

Z
D

��

�
NX
i	�

��i
�xi

�
dx �� ���

NX
i	�

��i
�xi

�D�
D

� �
NX
i	�

�
���
�xi

� �i �D�
D� � � r��� � �D��D�RN�
D�D�RN��

o� D��D�RN� � D��D�N est l�espace des distributions �T�� ���� TN� avec �i �
����N� Ti � D��D��

Dans le cas o� � est r�gulier� on retrouve bien s$r la notion usuelle de p�ri�
m�tre ou de �surface lat�rale� du bord de � dans D�
Proposition �
�
� Si � est un ouvert born� de classe C�� alors PD��� �R
���D d� 
o� d� est l��l�ment de surface sur ����
Remarque Nous renvoyons � la page �  du chapitre � pour les d�
nitions
et propri�t�s concernant la notion d�ouvert de classe C��

D�monstration de la proposition �
�
�� Si � � D�D�RN�� par la formule
de Green� on aZ

�

div��� dx �

Z
�

NX
i	�

��i
�xi

dx �

Z
��

�ini d� �

Z
���D

��n d��

Or
��x��n�x� � j��x�j � k�k� � ��

d�o� Z
�

div��� dx �
Z
���D

d� et PD��� �
Z
���D

d��

Pour obtenir l�in�galit� dans l�autre sens� on aimerait pouvoir exhiber une
fonction � telle que � � n sur �� ou au moins approcher n par une telle
suite de fonctions de �q � D�D�RN��� Ceci peut se faire de la fa�on sui�
vante� D�abord� �tant donn� � � �� soit D� � D compact tel que

R
���D d� �R

���D�
d� � �� Par compacit�� il existe une famille de C�� di��omorphismes

�i� i � �� ���p d�
nissant �� �D� comme indiqu� en page �  � On peut tou�
jours supposer les domaines de d�
nition Oi des �i inclus dans D� A l�aide de
la partition de l�unit� ��i� associ�e et telle que

P
i �i � � sur un voisinage de

�� �D�� on obtient un prolongement de n selon la formule ������� soit

��x� �

pX
i	�

�i�x�n
�
�i � �i � ���

i �x�



�

o� �i est la projection orthogonale convenable et � est continue� Ainsi� si
x � ���D�� on a ��x� �

Pp
� �i�x�n�x� � n�x�� Par r�gularisation� en posant
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�q �� � � �q �o� �q est une suite r�gularisante�� on fabrique une suite de
fonctions de D�D�RN� qui converge uniform�ment vers � et pour laquelle on
a Z

�

div��q� dx �

Z
���D

�q �n��� d� ��
Z
���D

��nd� �
Z
���D

d� � ���

d�o� le r�sultat� ut
Nous allons donner maintenant une autre interpr�tation� en terme de me�

sure de Radon �� du p�rim�tre� Rappelons tout d�abord que si f � L��D�RN��
la norme kfk� �

R
D
jf�x�j dx� o� j � j d�signe la norme euclidienne� peut 	tre

d�
nie par dualit� par

kfk� � supf
Z
D

f�x����x� dx� � � D�D�RN�� k�k� � �g�

Plus g�n�ralement� la formule pr�c�dente est valable pour des mesures de
Radon de masse totale 
nie� On rappelle qu�une mesure de Radon sur D �
valeurs dans RN est une forme lin�aire continue sur l�espace C�

��D�RN� des
fonctions continues � valeurs dans RN et � support compact dans D �c�est���
dire une distribution d�ordre ��� Plus pr�cis�ment� on a

Proposition �
�
� Soit 
 � �
�� 
�� � � � � 
N � � �D��D�R�

N

� D��D�RN��
Alors� 
 est une mesure de Radon de masse totale 
nie sur RN si et seulement
si

k
k� � supf� 
� � �D�
D� � � D�D�RN�� k�k� � �g � �
�

Pour la d�monstration� cf ������ On notera Mb�D� les mesures de Radon
r�elles sur D de masse totale 
nie et

Mb�D�RN� � f
 � �
�� 
�� � � � � 
N � avec 
i �Mb�D�g

muni de la norme k�k� d�
nie ci�dessus� Le point important est que� si 
 �
D��D�RN� est une distribution telle que� pour une certaine constante C

�� � D�D�RN�� j � 
� � � j � Ck�k��

alors 
 est une mesure de Radon de masse totale 
nie� de m	me que si�

j � 
� � � j � Ck�k��

alors 
 est une fonction de L� et de m	me que� plus g�n�ralement� si une
distribution est continue pour une certaine norme sur D�D�RN� alors elle

�� Johann RADON� ������	�
� math�maticien autrichien� a enseign� 
 Vienne� mais
aussi dans plusieurs universit�s allemandes� ses travaux majeurs portent sur la
th�orie de la mesure et de l�int�gration�
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s�identi
e g�n�ralement � un �l�ment du dual du compl�t� de D�D�RN� pour
cette norme�

Corollaire �
�
� Etant donn� � � D mesurable� on a

PD��� � �
 �
 r�� est une mesure de masse totale 
nie

avec
PD��� � kr��k�


variation totale du gradient de la fonction caract�ristique� calcul� au sens des
distributions dans D��
Remarque Parmi les autres propri�t�s utiles du p�rim�tre� mentionnons que�
pour tout ouvert D � RN�

�A� B mesurables� PD�A �B� � PD�A �B� � PD�A� � PD�B��

Ceci est montr� par exemple dans ������ On utilise que �A�B � �A � �B �
�A�B et donc� formellement�

r�A�B � ��� �B�r�A � �� � �A�r�B�


 jr�A�Bj � ��� �B�jr�Aj� ��� �A�jr�Bj � jr�Aj� jr�Bj � jr�A�Bj�
Ces expressions ne sont� bien s$r� valables que pour des approximations r�gu�
li�res fnA� fnB de �A� �B� Un lemme n�cessaire pour le passage � la limite est
qu�on peut les choisir de telle fa�on que krfnAk� converge vers kr�Ak� �et de
m	me pour B��

�
�
� Continuit�� compacit�

Rappelons tout d�abord quelques r�sultats de continuit� pour le volume
et le p�rim�tre� vis���vis de la convergence des fonctions caract�ristiques� Ces
r�sultats avaient �t� en partie annonc�s plus haut�

Proposition �
�
� Soient �n et � des parties mesurables born�es de RN�

�� Si ��n � �� dans L�
loc�D� alors j�j � lim inf j�nj

et PD��� � lim infPD��n��

�� Si ��n � �� dans L��D� alors j�j � lim j�nj
et PD��� � lim infPD��n��


Le p�rim�tre est donc s�c�i� pour la convergence forte des fonctions caract��
ristiques��
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D�monstration� Pour le volume� �� r�sulte simplement du lemme de Fa�
tou ��� l�hypoth�se entra�ne que pour une suite extraite ��nk � �� simple�
ment et donc� Z

RN

�� � j�j � lim inf

Z
RN

��nk � lim inf j�nkj�

Quant au �� il est �vident�
Pour le p�rim�tre� si � � D�D�RN�� on aZ

�

div��� dx � lim
n

Z
�n

div��� dx �

lim inf
n

�
supf

Z
�n

div��� dx� k�k� � �g
�
� lim inf

n
PD��n��

D�o� l�in�galit� en passant au sup � gauche� ut
Remarque �
�
	 Si ��n � �� dans L� �convergence faible�� on a montr�
dans la proposition ����� qu�alors ��n � �� dans L�

loc�R
N� et donc le �� de

la proposition ����� ci�dessus s�applique�

Remarque �
�
� Si ��n � �� dans L�
loc�R

N�� l�in�galit� peut 	tre stricte
pour le volume dans ��� prendre le cas d�une boule s�en allant � l�in
ni�

Enon�ons maintenant quelques propri�t�s importantes de compacit�� Rap�
pelons que toute mesure de Radon de Mb�D� s��tend de fa�on unique en une
forme lin�aire continue sur C��D�� l�espace des fonctions continues de D dans
RN qui tendent vers � au bord de D au sens o��

�	 � �� �K� compact � D tel que juj � 	 en dehors de K��

Ainsi�Mb�D� s�identi
e au dual de C��D� muni de la norme uniforme� qui est
un espace s�parable� Il en r�sulte la compacit� s�quentielle faible de la boule
unit� de Mb�D� pour la topologie faible�� �not�e aussi ��Mb�D�� C��D���
soit�

Proposition �
�
� Si 
n est une suite de mesures de Radon sur D telle que
k
nk� � C� alors il existe une suite extraite 
nk et 
 � Mb�D� telles que

nk

�
� 
 pour la topologie ��Mb�D�� C��D���

Cette proposition a une application importante aux suites d�ensembles de
p�rim�tre born��
Th�or�me �
�
�� Soit �n une suite de parties mesurables d�un ouvert D de
RN� On suppose que
�� Pierre FATOU� ������	�	� math�maticien et astronome fran�ais qui fait toute

sa carri�re 
 l�observatoire de Paris tout en laissant son nom 
 des travaux sur
l�int�gration� les s�ries de Taylor� les fonctions de variables complexes�
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j�nj� PD��n� � C ind�pendant de n�

Alors il existe � � D mesurable et une suite extraite �nk tels que

��nk �� �� dans L�
loc�D�

et
r��nk

�
� r�� dans ��Mb�D�N � C��D�N ��

De plus� si D est de mesure 
nie� la convergence de ��nk vers �� a lieu dans
L��D��

Pour la d�monstration on va utiliser le r�sultat suivant�

Proposition �
�
�� Soit D un ouvert de RN et fn une suite de fonctions
de L��D� telle que rfn est un N�uplet de mesures de Radon de masse totale

nie 
i�e� rfn �Mb�D�N � et

kfnkL� � krfnk� � C�

Alors il existe f � L��D�� avec rf � Mb�D�N et une suite extraite fnk
telle que fnk �� f dans L�

loc�D� et rfnk
�

� rf pour la topologie faible��
��Mb�D�N � C��D�N ��

Remarque �
�
�� Notons BV �D� � ff � L��D�� rf � Mb�D�Ng qui
n�est autre que l�espace des fonctions � variation born�e sur D� Cette proposi�
tion exprime donc le fait que l�injection de BV �D� dans L�

loc�D� est compacte�

Remarque �
�
�� On n�a pas� en g�n�ral� convergence dans L� mais seule�
ment dans L�

loc� si f � D�RN� et fn�x� � f�x � n� alors la suite fn v�ri
e
les hypoth�ses de la proposition et fn �� � dans L�

loc�R
N� mais pas dans

L��RN�� De fa�on plus subtile� m	me si D est born�� mais � bord non r�gu�
lier� la compacit� n�a pas en g�n�ral lieu dans L�� En revanche� si D est born�
avec une fronti�re lipschitzienne �voir la d�
nition ������� on peut montrer que
l�injection de BV �D� dans L��D� est compacte�

D�monstration de la proposition �
�
��� �cf aussi ������
D�apr�s la proposition ������ il existe une sous�suite fnk et f � Mb�D�� 
 �
Mb�D�N tels que

fnk
�

� f �pour la topologie ��Mb�D�� C��D��

et
rfnk

�
� 
 �pour la topologie ��Mb�D�N � C��D�N ��

De plus� puisque D�D�  � C��D�� la convergence a lieu aussi au sens des
distributions et la d�rivation �tant continue dans D��D� on a 
 � rf �

Il reste � montrer la convergence de fnk vers f dans L�
loc�D�� Pour cela�

on utilise le crit�re classique de compacit� dans L�
loc� � savoir la continuit�

uniforme des translations �cf ������ On a
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fn�x � h�� fn�x� �

Z �

�
rfn�x � th��h dt

donc sur D� � fx � D�d�x� �D� � 	g et pour h� jhj � 	�Z
D�

jfn�x � h� � fn�x�j dx �
Z �

�

dtjhj
Z
D�

jrfn�x � th�j dx � krfnk�jhj�

ce qui implique� gr'ce � la majoration de l�hypoth�se

lim
h��

fsup
n
kfn�x � h�� fn�x�kL��D��g � �

qui est le crit�re de compacit� cherch�� ut

D�monstration du th�or�me �
�
��� On applique la proposition ������
avec fn � ��n � on obtient l�existence de f � L��D� telle que rf �Mb�D�N

et

��nk
L�loc�� f

et
r��nk

�
� rf�

Mais on sait alors que f est une fonction caract�ristique� puisque par conver�
gence p�p� d�une suite extraite� f�� � f� � � p�p� dans D� et donc en posant
� �� fx � D� f�x� � �g� on a f � ��� De plus� comme ��nk � � en dehors
de D� la convergence a lieu dans L�

loc�R
N� et donc si D est de mesure 
nie�

par le th�or�me de convergence domin�e� la convergence a lieu dans L��D��

��
 Suites d�ouverts uniform�ment r�guliers

Les r�sultats �g�om�triques� que nous allons pr�senter ici ont historique�
ment jou� un r
le important pour les th�or�mes d�existence en optimisation
de formes� Ils reposent sur l�id�e que� souvent� on s�attend � ce que les formes
optimales soient r�guli�res� Il para�t donc peu restrictif d�imposer a priori des
contraintes de r�gularit� sur les ensembles admissibles� L�int�r	t� et nous allons
le voir ici� est que des hypoth�ses de r�gularit� uniforme sur les ensembles ad�
missibles assurent g�n�ralement une bonne compacit� et une �bonne� conver�
gence des suites de tels ensembles� Nous nous int�ressons ici au cas d�ouverts
uniform�ment lipschitziens ou� de fa�on �quivalente �et nous allons pr�cis��
ment montrer cette �quivalence ici� aux ouverts qui v�ri
ent une condition de
c
ne uniforme� ce qui� pour des questions d�optimisation de forme� est parfois
plus commode � utiliser� Ce point de vue est d$� en optimisation de forme� �
Denise Chenais� cf ����� �� � �voir aussi ��� pour la d�
nition qui suit��

D��nition �
�
� Soit y un point de RN� � un vecteur unitaire et 	 un r�el
strictement positif� on appelle c�ne �point� de sommet y� de direction � et de
dimensions 	� le c�ne not� C�y� �� 	� 
priv� de son sommet� et d�
ni par
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C�y� �� 	� � fz � RN� �z � y� �� � cos�	�jz � yj et � � jz � yj � 	g�

On dit qu�un ouvert � a la propri�t� du 	�c�ne si

�x � ��� ��x vecteur unitaire tel que �y � � �B�x� 	� C�y� �x� 	� � ��

x

y

ξ
x

ε

C(y,ξ
x
,ε)

Ω

Fig� ��� �� La propri�t� du �
c�ne

Remarque �
�
� Notez dans la d�
nition l�uniformit� du choix du c
ne de
direction �x pour tous les points y variant dans la boule B�x� 	�� Ainsi� les
ouverts suivants n�ont pas cette propri�t��
� RN n �� RN n f�x�� x�� ���� xN��� ��g�
� la r�union de deux boules ext�rieures l�une � l�autre et tangentes en un point�
ou le domaine compris entre deux boules tangentes dont l�une est int�rieure �
l�autre�
� un ouvert de R� dont la fronti�re a un point de rebroussement�
� f�x� y� � R��x y � �g�

On montre par contre que des ouverts convexes� ou plus g�n�ralement
�toil�s par rapport � une boule� ont la propri�t� du ��c
ne�
D��nition �
�
� On dit qu�un ouvert � est �toil� par rapport � un point
x� � � si y � � implique 
x�� y� � ��

Il est dit �toil� par rapport � une boule ouverte B � � s�il est �toil� par
rapport � chaque point de B� Dans ce cas

�y � �� �z � B� fty � ��� t�z� � � t � �g � �� ������
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En e�et� si yn � � converge vers y� le point zn tel que ty � �� � t�z �
tyn � �� � t�zn� soit zn � z � t�y � yn����� t�� appartient � B pour n assez
grand�

O B

Fig� ��� �� Un ouvert �toil� �� gauche�� un ouvert �toil� par rapport � une boule
�� droite�

Proposition �
�
� Un ouvert convexe born� a la propri�t� du 	�c�ne� Plus
g�n�ralement� c�est le cas pour un ouvert born� �toil� par rapport � une boule�

D�monstration�Un ouvert convexe est clairement �toil� par rapport � toute
boule qu�il contient� Il su�t donc de d�montrer le ��me point�

Soit � �toil� par rapport � B�x�� r� � �� Pour x � �� et y � B�x� r������
on introduit le point z � z�y� � y � x� � x � B�x�� r���� On a B�z� r��� �
B�x�� r� et donc l�ensemble

C �� fty � ��� t��z� � � t � �� �z � B�z� r���g�
est� d�apr�s ������� enti�rement contenu dans �� Ceci d�
nit une portion de
c
ne de sommet y� de direction �x � �z � y��jz � yj � �x� � x��jx� � xj
et de �demi�angle� � tel que sin � � r��� jx� � xj�� Il contient en particulier
C�y� �x� 	� o� on d�
nit

	 �� minfL� Arcsin�r���m�g� L �� d�x�� ������ m �� sup
x���

jx� � xj�

ut
En fait� il s�av�re que la propri�t� du 	�c
ne pour un ouvert � est �quiva�

lente au fait qu�il soit � bord lipschitzien� Ceci n�est pas compl�tement �vident
et m�rite certainement une d�monstration� Nous reprenons ici pour l�essentiel
celle donn�e par D� Chenais ����� �� �� Rappelons d�abord la d�
nition d�un
ouvert � bord lipschitzien�
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D��nition �
�
� On dit qu�un ouvert � de RN est � bord lipschitzien si�
pour tout x� � ��� il existe dans un rep�re orthonorm� local d�origine x� � ��
un cylindre K � K�	� � a� a
 centr� � l�origine� avec K� boule ouverte de
R�N��� de rayon r� et une fonction � � K� ��� a� a
 lipschitzienne de rapport
L avec ���� � � et

�� �K � f�x�� ��x����x� � K�g�

� �K � f�x�� xN� � K�xN � ��x��g�
Remarque �
�
� Cette d�
nition exprime que �� est� au voisinage de cha�
cun de ses points� le graphe d�une application lipschitzienne et � est d�un seul
cot� de sa fronti�re� Ceci est � bien di��rencier de la notion de vari�t� lipschit�
zienne qui consisterait � dire que� pour tout x � ��� il existe un voisinage V
de x et une application � � V � RN telle que
� est injective� � et ��� sont lipschitziennes
� � V � fx � V� �N �x� � �g o� on note � � ���� ����N��
Il est facile de voir que la d�
nition ����� implique celle�ci en posant

��x� �� �x�� ���� xN��� xN � ��x����

Par contre la r�ciproque est fausse �voir un exemple dans ����� o� le bord n�est
m	me pas le graphe d�une fonction continue�� Noter cependant que� d�s que
� est C� dans la d�
nition ci�dessus� alors� d�apr�s le th�or�me des fonctions
implicites� on peut construire � de classe C� satisfaisant aux propri�t�s de la
d�
nition �������

Th�or�me �
�
	 Un ouvert � de fronti�re born�e a la propri�t� du 	�c�ne
si et seulement s�il est � bord lipschitzien�

D�monstration� Supposons tout d�abord � � bord lipschitzien� Pour x� �
��� on introduit dans les coordonn�es locales de la d�
nition ����� o� x� � ��

K � K�	�� a� a
� � � K� ��� a� a


avec les m	mes notations� Prenons pour direction du c
ne en x� � � la direc�
tion �verticale�� � �� eN �N i�me vecteur d�une base orthonorm�e� et posons
	 � min�a��� r��� arctan���L���

Fixons nous un point y � � � B��� 	�� et montrons que le c
ne C�y� �� 	�
est inclus dans �� Tout d�abord� gr'ce au choix de 	� pour tout z � C�y� �� 	��
on a aussi z � K puisque� si z � �z�� zN �

max�jz�j� jzN j� � jzj � jz � x�j � jz � yj� jy � x�j � � 	 � min�a� r��

De plus� puisque

zN � yN � �z � y� �� � jz � yj cos 	�
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par d�
nition du c
ne� on en d�duit

�zN � yN �� � cos� 	�jz� � y�j� � jzN � yN j��
d�o�

zN � yN � jzN � yN j �
�

tan 	
jz� � y�j�

On en d�duit

zN���z�� � zN�yN�yN���y�����y�����z�� �
�

tan 	
jz��y�j�Ljz��y�j � �

ce qui prouve bien que z � �� Maintenant� gr'ce � un argument habituel de
compacit� ��� est compact par hypoth�se�� il est clair qu�on peut choisir un
	 � � qui convient pour tous les points du bord�

R�ciproquement� on suppose maintenant que � a la propri�t� du 	��c
ne
pour un certain 	� � �� Fixons 	 tel que �	 � 	�� tan� 	 � �� Soit x� � �� 
x�
et � le vecteur unitaire� direction du c
ne associ� � x�� On travaille dans un
syst�me de coordonn�es locales� avec x� � �� eN � � de telle fa�on que �voir
ci�dessus�

C�y� �� 	� � fz � B�y� 	�� zN � yN �
�

tan 	
jz� � y�jg�

Soit K� �� fy� � RN�� � jy�j � 	 tan 	g et K le cylindre K�	�� 	� 	
� On
veut d�
nir le bord de � dans K comme un graphe d�une fonction lipschit�
zienne� Notons que K � B��� � 	��

V�ri
ons tout d�abord que �� ne peut pas sortir par la base du cylindre K�
Pour cela on va montrer que C������ �	� � �c� En e�et� soit z � C������ �	�"
si on avait z � �� par propri�t� du �	�c
ne on aurait� puisque z � B��� �	��
C�z� �� �	� � �" mais comme le point � appartient � la fois � ce c
ne et � �c�
on a une contradiction et donc z n�appartient pas � ��

Comme aussi le c
ne C��� �� � 	� � � �cf Figure ����� �� est �contraint�
de sortir par les bords lat�raux du cylindre K� D�
nissons alors la fonction
� � K� � R par

��y�� � inffyN � 
�	� 	� � �y�� yN � � �g
�l�ensemble ci�dessus est non vide car �y�� 	� � � pour tout y� � K��� On
v�ri
e facilement que� pour tout y� � K�

! �	 � ��y�� � 	�
! �y�� ��y��� � ���
! �y�� yN � � � � K �
 ��y�� � yN par d�
nition� et donc ��y�� � yN

d�apr�s la ligne pr�c�dente�
! ��y�� � yN � 	 �
 y � �y�� yN � � �� en e�et� par la propri�t� du � 	�c
ne

appliqu�e � �y�� ��y��� � B��� � 	�� le point �y�� yN � appartient au c
ne
C��y�� ��y���� �� � 	� � ��
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K

x
0
=O ∂Ω

Ω

C(O,ξ,2ε)

ξ

Fig� ��� �� La propri�t� du �
c�ne

On a donc bien

� �K � f�y�� yN � � K� yN � ��y��g�
De m	me� on v�ri
e que

�� �K � f�y�� ��y��� y� � K�g�
o� il reste seulement � v�ri
er l�inclusion de gauche � droite� Or si �y�� �� �
�� �K� d�apr�s le ��me point ci�dessus� on a � � ��y��" mais� � � ��y�� est
impossible� car alors� �y�� ��y�� � C��y�� ��� �� 	� � � ce qui est une contradic�
tion�

Il reste � v�ri
er que � est lipschitzienne� Soit y�� z� � K�� Puisque le point
�z�� ��z��� appartient � �� et n�est donc pas dans �� �z�� ��z��� ne peut pas
appartenir au c
ne C��y�� ��y���� �� 	� qui est inclus dans �� Donc

��z�� � ��y�� � �

tan 	
jz� � y�j

et de m	me sym�triquement en �changeant les r
les de y�� z�� D�o�

j��z�� � ��y��j � �

tan 	
jz� � y�j�

ce qui prouve que � est lipschitzienne de rapport �
tan �

� ut
Remarque �
�
� Uniformit� des constantes g�om�triques� Il r�sulte
de la d�monstration ci�dessus que� si � a la propri�t� du 	�c
ne� sa fronti�re
est lipschitzienne au sens de la d�
nition ����� avec des constantes L� a� r qui
ne d�pendent que de 	� Inversement� si � est � bord lipschitzien avec des
constantes L� a� r qui sont uniformes �ce qui est le cas du th�or�me�� alors il
a la propri�t� du ��c
ne avec un � qui ne d�pend que de L� a� r�
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Remarque �
�
� Si � est un ouvert � bord lipschitzien� il en est de m	me
de l�ext�rieur de �� �

c
qui a m	me bord� On d�duit donc du th�or�me que si

� est un ouvert � fronti�re born�e et qui poss�de la propri�t� du 	�c
ne� il en
est de m	me de �

c
�

On se 
xe dans toute la suite de ce paragraphe une boule D et un r�el 	 � �
et on introduit la classe d�ouverts�

O� � f� ouvert� � � D� � a la propri�t� du 	�c
neg� ������

Le r�sultat suivant exprime la compacit� de la classe O� pour les di��rents
types de convergence rencontr�s pr�c�demment� De plus� les convergences ont
lieu de fa�on �tr�s sympathiques��
Th�or�me �
�
�� Soit �n une suite d�ouverts dans la classe O�� Alors il
existe un ouvert � � O� et une suite extraite �nk qui converge vers � �
la fois au sens de Hausdor�� au sens des fonctions caract�ristiques et au
sens des compacts� De plus� �nk et ��nk convergent au sens de Hausdor�
respectivement vers � et ���
D�monstration� On sait d�j�� d�apr�s les r�sultats des paragraphes pr�c��
dents� qu�il existe une suite extraite �nk � un ouvert � et � � L��D� tels que
�nk converge au sens de Hausdor� vers � et ��nk � � dans L� faible�- avec
�� � � � ��

Introduisons � pr�sent� comme d�habitude� les compacts compl�mentaires
Fn � D n �n et F � D n �� On va supposer que ���D� ��� � 	� ce qui est
toujours possible quitte � prendre une boule D de rayon un peu plus gros�On
va commencer par montrer que F a la propri�t� du 	�c
ne�

Soit x � ��� on sait� d�apr�s la proposition ������� qu�il existe une suite
de points xn � ��n convergeant vers x� Soit� pour chaque n� �n la direction
du c
ne associ� � xn� Par compacit� de la sph�re unit� et quitte � extraire
une nouvelle suite� on peut supposer que �n converge vers un vecteur unitaire
�� Soit alors y � B�x� 	� � F " par d�
nition de la convergence au sens de
Hausdor�� il existe yn � Fn convergeant vers y� Comme jyn�xnj � jy�xj � 	
on a jyn�xnj � 	 � partir d�un certain rang� En appliquant alors la propri�t�
du 	�c
ne � Fn pour yn� on en d�duit

C�yn� �n� 	� � Fn�

Mais on sait que l�inclusion est continue pour la convergence de Hausdor� des
ferm�s et comme il est facile de v�ri
er que C�yn� �n� 	� converge� � la fois au
sens de Hausdor� et au sens des fonctions caract�ristiques vers C�y� �� 	� on
en d�duit que

C�y� �� 	� � C�y� �� 	� � F

ce qui prouve que F �et donc que �� poss�de la propri�t� du 	�c
ne�
On va maintenant �tudier de plus pr�s � et montrer que � � � p�p� sur F �

Ceci� joint au fait que � � � p�p� sur �� prouvera que � � �� et on conclura
alors � ��nk � �� gr'ce � la proposition ������
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Soit x � �� et y � B�x� 	� � F � Fixons � � L��D� et notons Cn �
C�yn� �n� 	� et C � C�y� �� 	�� Puisque Cn � Fn par propri�t� du 	�c
ne
appliqu�e � Fn pour n assez grand� on aZ

Cn

� �

Z
Cn

�Fn� �

Z
Cn

�D��
Z
Cn

��n��

Mais �Cn converge fortement vers �C et ��nk � � dans L� faible�-�
Passant � la limite quand nk tend vers l�in
ni dans l��galit� ci�dessus� on
obtient� Z

C

� �

Z
C

�D��
Z
C

�� �

Z
C

��
Z
C

��

c�est���dire que� �� � L��B��
R
C �� � � ce qui implique que � � � p�p� sur C�

et ceci pour tout x � �� et tout c
ne C�y� �� 	�� En cons�quence� � � � p�p�
sur fy � F � d�y� ��� � 	g�
Pour les autres points y� on consid�re toujours une suite yn � Fn qui converge
vers y� et alors
! ou bien il existe une suite extraite ynk telle que d�ynk � ��nk� � 	 �i�e�

B�ynk � 	� � Fnk� et alors on r�p�te l�argument pr�c�dent en rempla�ant
partout Cn par B�ynk � 	� pour conclure que chi � � p�p� sur B�y� 	��

! ou bien on a d�yn� ��n� � 	 pour tout n � n�" alors par propri�t� du
	�c
ne� il existe C�yn� �n� 	� � Fn et C�yn� �n� 	�� C�y� �� 	� �� une suite
extraite pr�s�� On recommence alors la m	me d�monstration en rempla�ant
Cn par Cn�B �puisque C�B � Bn�� pour prouver que � � � p�p� dans un
voisinage de y� On en d�duit donc que � � � p�p� sur fy � F � d�y� ��� �
	g�

Pour la convergence au sens des compacts� on proc�de comme suit �il faut sim�
plement prouver la propri�t� pour des compacts situ�s � l�ext�rieur en vertu
de la proposition ������� Soit L un compact� qu�on peut supposer d�int�rieur
non vide� inclus dans l�ext�rieur de � et supposons� pour un raisonnement
par l�absurde� qu�il existe une suite extraite �nk telle que L��nk �� �� Alors�
il y a deux possibilit�s�
! ou bien �pour une suite extraite� L � �nk � mais alors j�nk n�j � jLj � ��

ce qui contredit la convergence au sens des fonctions caract�ristiques�
! ou bien L� ��nk �� �� Soit alors une suite de points xnk � L� ��nk dont

on peut supposer qu�elle converge �quitte � extraire une nouvelle sous�
suite� vers un point x � L� Par propri�t� du 	�c
ne appliqu� � chaque xnk �
on a existence d�un c
ne C�xnk� �k� 	� inclus dans �nk � Comme ci�dessus
on peut supposer de plus que C�xnk� �k� 	� converge au sens de Hausdor�
vers C�x� �� 	� qui� par continuit� de l�inclusion pour la convergence de
Hausdor�� est donc un c
ne inclus dans �� ce qui est une contradiction
avec le fait que x � L � �

c
�
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Exercices

Exercice ��� Dans R on consid�re la suite d�ouverts d��nis par

�n ��
�n�����
k
	

�
�k

�n
�
�k � �

�n
	�

Montrer que la suite fn � ��n converge faiblement dans Lp�
� ��� pour tout � �
p � �� vers la fonction constante �gale 
 �$�� Quelle est la limite de �n au sens de
Hausdor� et au sens des compacts�

Exercice ��� La fonction volume est�elle continue pour les trois types de conver�
gence vus dans ce chapitre� M%me question pour le diam�tre�

Exercice ��� On suppose qu�une suite d�ouverts �n converge au sens des compacts
vers un ouvert �� Cel
 entra&ne�t�il que�

�x � �� d�x���n�� 
�

M%me question pour la convergence au sens des fonctions caract�ristiques et la
convergence de Hausdor��

Exercice ��� Cet exercice est inspir� de ������
�� Montrer par un exemple que la convergence de Hausdor� d�une suite d�ouverts
�n �resp� de ferm�s Fn� vers un ouvert � �resp� un ferm� F � n�entra&ne pas en
g�n�ral la convergence au sens de Hausdor� du bord de �n vers le bord de ��
�� Soit Kn une suite de compacts qui converge au sens de Hausdor� vers un compact
K� Montrer que �Kn poss�de au moins un point d�accumulation �au sens de la
convergence de Hausdor�� et que tout point d�accumulation F satisfait

�K � F � K�

�� Soit K un compact et � son bord� On note� pour tout r�el positif 	� B��K�
l�ensemble des points de RN situ�s 
 une distance strictement inf�rieure 
 	 de K�
On introduit alors les fonctions�

gK�x� 	� �� d�x�RN n B��K��� gK�	� �� sup
x��

gK�x�	��

Montrer les propri�t�s suivantes�

A � gK�
� � 
� B � gK est une fonction strictement croissante� C � gK�	� � 	�

D � gK�	� est �gal 
 la distance de Hausdor� de � au bord de l�ensemble B��K��
Soit K une famille de compacts de RN� on d��nit la fonction gK par

gK � sup
K�K

gK�	��

�� Montrer que gK est continue 
 droite en � si et seulement si� pour toute suite de
compacts Kn de compacts dans K� on a

Kn
H
�� K �� �n

H
�� ��
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Exercice ��� Montrer que l�enveloppe convexe d�un compact est compacte�
Soit Kn une suite de compacts convergeant au sens de Hausdor� vers le compact
K� Prouver que l�enveloppe convexe de Kn converge au sens de Hausdor� vers
l�enveloppe convexe de K�

Exercice ��� Montrer que� si �n est une suite d�ouverts qui converge au sens des
compacts vers un ouvert � et au sens de Hausdor� vers ��� alors � � �� � �� En
d�duire que� si �n est une suite d�ouverts con�n�s qui converge au sens des compacts
vers un ouvert � de Carath�odory �i�e� �� � ���� alors �n converge au sens de
Hausdor� vers ��

De m%me� montrer que� si �n est une suite d�ouverts con�n�s qui converge au
sens des compacts vers un ouvert � et au sens des fonctions caract�ristiques vers
��� alors � � e� et e� � ��

Exercice ��� Montrer que� si la suite �n converge au sens des compacts vers �
et si le bord de � est de mesure nulle� alors la suite �n converge aussi au sens des
fonctions caract�ristiques�

Exercice ��	 On d�signe par O l�ensemble des ouverts de RN� Pour chaque couple
de compacts �K�L� de RN� on note

VK�L �� f� � O�K � ��L � 
�cg�

�� Montrer que la famille fVK�L�K�L compacts de RNg� est stable par intersection
�nie et est donc une base d�ouverts sur O� on note 
 la topologie engendr�e�

�� Montrer que la convergence d�une suite d�ouverts pour cette topologie co'ncide
avec la convergence au sens des compacts�

�� Etant donn� un ouvert � de RN� d�terminer l�intersection de tous les VK�L
contenant �� En d�duire que la topologie 
 n�est pas s�par�e�

�� Soient � et �� deux ouverts qui sont limites d�une m%me suite d�ouverts au sens
de 
 � montrer qu�alors ils ont m%me adh�rence�

�� Soient ����� deux ouverts tels que �� 	� ��� Montrer qu�il existe deux 
 �ou�
verts V��V� tels que

�� � V�� �� � V�� V� 
 V� � ��


� Soit OQ l�espace quotient de O par la relation d��quivalence

�� � �� 
� �� � ���

Montrer que OQ muni de la topologie quotient de 
 est s�par��

Exercice ��
 Soit fn et f des fonctions continues surRN et consid�rons les ouverts�
inclus dans une grande boule ferm�e B et d��nis par

�n � fx � B� fn�x� � 
g et � � fx � B� f�x� � 
g�

Nous supposerons dans la suite que les ouverts�n sont non vides� On veut d�montrer
le r�sultat de compacit� suivant�
Proposition ������ On suppose les fonctions fn de classe C� sur B avec� de plus




� � Topologies sur les domaines de RN

�i� �x � B��n � N��i� j j
�fn
�xi

�x�j �M et j
��fn
�xi�xj

�x�j �M

�ii� �x � B��n � N� jfn�x�j� jrfn�x�j � ��

Alors on peut extraire de la suite �n une sous
suite qui converge au sens des com

pacts vers un ouvert � � B�
�� Montrer tout d�abord le lemme� On suppose que �� � fx �RN 
f�x� � 
g alors�
si fn converge uniform�ment vers f sur B� on a �n

K
�� ��

�� En d�duire la proposition�

Exercice ���� On note � l�espace quotient de l�ensemble des parties �Lebesgue��
mesurables de RN par la relation d��quivalence�

E� � E� 
� �E� � �E� p�p�

�� V�ri�er que
	�E�� E�� �� Arctg

�
jE��E�j

�
d��nit bien une distance sur ��
�� Etant donn� �En�n��� E des ensembles mesurables de RN� montrer l��quivalence
des trois propri�t�s suivantes�����

���
	�En� E�� 


��n � �E
��L��RN��L��RN��

�� 


�En � �E
L��RN �
�� 
�

������

�� Prouver que � muni de cette distance est complet�
�� Soit �fn�n�� une suite de fonctions int�grables de RN dans Rtelles que� pour tout
ensemble mesurable E de RN

lim
n��

Z
E

fn existe� ����
�

Montrer qu�alors �uniforme int�grabilit� locale des fn�

sup
n

Z
E

jfnj � 
 quand jEj � 
� ������

Indication� utiliser la propri�t� de Baire de ��� 	��
�� Si la suite fn converge faiblement dans L��RN�� la propri�t� ����
� est satisfaite�
Montrer que ������ reste satisfaite si fn est une suite relativement faiblement com�
pacte dans L��RN��

� V�ri�er que toutes ces propri�t�s sont encore vraies si on remplace RN muni de
la mesure de Lebesgue par un espace mesur� ���ni quelconque�

Exercice ���� Avec les notations du paragraphe ���� prouver que� si yn converge
vers y et si �n converge vers � sur la sph�re unit�� alors C�yn� �n� �� converge� 
 la
fois au sens de Hausdor� et au sens des fonctions caract�ristiques vers C�y� �� ���

Exercice ���� Soit �n une suite d�ouverts poss�dant la propri�t� du ��c�ne qui
converge vers �� Montrer que

�n
H
�� � et ��n

H
�� ���




