1 Gleichgewicht

Zentrale Kriftegruppen in der Ebene

Eine zentrale Kriftegruppe kann durch
die Resultierende R = Y F; ersetzt wer-
den. Es herrscht Gleichgewicht, wenn

> F,=0

Y
oder in Komponenten
Z Em =0 ) Z Ey =0
Darin sind
Ey F@ F; = Emew + Eyey )
Fie = Fycos 0y
Yy (67
> Fy = Fysina; ,
: |Fi|=F=\/F2+F}.
T

Bei der grafischen Losung verlangt die Gleichgewichtsbedingung, daf3 das
Krafteck ,,geschlossen “ist.

Lageplan Kréfteplan = Krafteck
fi

S

Zentrale Kriftegruppen im Raum

Gleichgewicht herrscht, wenn die Resultierende R = > F; verschwindet, d.h.
wenn Y, F; = 0 oder in Komponenten
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Darin sind

F; = Fize, + Fyyey + Fice,
Fig = Ficos oy
Fiy = Ficos f;
Fi. = Ficos7; ,

cos? a; + cos? B; +cos?y; =1,

T |Fi| = Fi=\/F3 + F}, + F% .

s

T

Die Kriaftegruppe 1d8t sich ersetzen durch
die Resultierende R = ) F; und ein re-
sultierendes Moment MI({A) um einen belie-
big gewéhlten Bezugspunkt A. Es herrscht

Gleichgewicht, wenn

SFe=0, Y FR,=0, YM"Y=0

Anstelle der beiden Kréftegleichgewichtsbedingungen kénnen zwei weitere Mo-
mentenbedingungen um andere Bezugspunkte (z.B. B und C') verwendet wer-
den. Dabei diirfen A, B und C' nicht auf einer Geraden liegen.

Grafisch erhilt man die Resultierende mit Hilfe des Seilecks und des Kraft-

ecks.
Seileck im Lageplan Krafteck

Pol
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e Die Seilstrahlen s; sind parallel zu den Polstrahlen S; im Krafteck.

e Die Wirkungslinie  der Resultierenden R (Grofie und Richtung folgt aus
dem Krafteck) verlduft im Seileck durch den Schnittpunkt der dufleren
Seilstrahlen s; und ss.

e Damit Gleichgewicht herrscht, miissen Seileck und Krafteck , geschlos-
sen” sein.

Allgemeine Kriftegruppen im Raum

Es herrscht Gleichgewicht, wenn die Resultierende R = > F; und das re-
sultierende Moment MI(_—tA) = Y. r; X F; um einen beliebigen Bezugspunkt A
verschwinden:

S Fi=0|, S M =0

oder in Komponenten

mit

M) = giFi = ziFy . M) = ziF —wiFr . M = 0By — yiFy

iw o y iz

Darin sind z;, y; und 2; die Komponenten des Ortsvektors r; vom Bezugspunkt
A zu einem beliebigen Punkt auf der Wirkungslinie der Kraft F; (z.B. zum
Angriffspunkt).

Anmerkung: Wie im ebenen Fall konnen die Kréftegleichgewichtsbedingun-
gen durch zusétzliche Momentengleichgewichtsbedingungen um geeigne-
te Achsen ersetzt werden.
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Aufgabe 1.1: Eine Kugel vom Gewicht G
hidngt an einem Seil an einer glatten Wand.
Das Seil ist im Kugelmittelpunkt befestigt.
Gesucht ist die Seilkraft.

Gegeben: ¢ = 60 cm, r = 20 cm.

AT

a) Analytische Lisung: Um alle auf die Kugel wirkenden Kréfte angeben zu
kénnen, denken wir uns das Seil geschnitten und die Kugel von der Wand ge-
trennt. An den Trennstellen fithren wir die Seilkraft S und die Normalkraft N
der Wand auf die Kugel als duflere Kréfte ein und erhalten so das dargestellte
Freikorperbild.

Die Gleichgewichtsbedingungen

S
lauten mit dem Hilfswinkel «:
v (o
—: N —Scosa=0, — ‘

T Ssina—-—G=0 .

Hieraus folgen
S = _G , a
sin v
N =Scosa=Gcota . o
Aus der Geometrie liest man ab: g
20 1 N 1~
cosa:£:@:§ und sina = 1—<§> :§\/§
Damit ergibt sich
3
S=—G=~1,06G
= VB8
b) Grafische Lésung: Wir zeichnen
ein geschlossenes Krafteck aus der
nach Grifle und Richtung bekannten
Kraft G und den zwei Kriften .S und g
N, deren Richtungen bekannt sind. G
Am Dreieck liest man ab:
«
S = ,G , N=Gcota .
sin v N
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Aufgabe 1.2: Eine glatte Straflenwal-
ze (Gewicht G, Radius r) stoBt an ein
Hindernis der Hohe h.

Welche Kraft F' mufl im Mittelpunkt S
angreifen, um die Walze iiber das Hin-
dernis zu ziehen?

a) Analytische Lisung: Das Freikorperbild zeigt die auf die Walze wirkenden
Krifte. Dementsprechend lauten die Gleichgewichtsbedingungen

—: Nysina— F =0,
T Ni+ Nycosa—G =0,

wobei der Winkel o aus der gegebe-
nen Geometrie folgt:

r—h

r

cosa —

Die zwei Gleichgewichtsbedingungen
enthalten noch drei Unbekannte:

N]_, N2 und F' .

Die Kraft, welche die Walze iiber das Hindernis zieht, bewirkt ein Abheben
der Walze vom Boden. Dann veschwindet die Normalkraft /V; :

G

N1:0 ~> NQZ .
COS «x

Damit folgt
L= Nysina = Gtana .

b) Grafische Losung: Wegen N; = 0 kann F
das Krafteck aus dem gegebenen Gewicht
G und den bekannten Richtungen von N,
und F' gezeichnet werden. Am Dreieck G N,
liest man ab:

G

Ny = , F=Gtana .
COS (v -
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Aufgabe 1.3: Eine grofle zylindrische
Walze (Gewicht 4G, Radius 2r) liegt
auf zwei zylindrischen Walzen (Gewicht
jeweils G, Radius r), die durch ein Seil
S (Lénge 3r) miteinander verbunden

sind. Alle Walzen sind glatt.
Gesucht sind alle Reaktionskréfte. @?@

Lésung: Im Freikorperbild trennen wir die Korper und tragen die
wirkenden Krifte an. An jedem
Korper (Teilsystem) gehen die Krifte
durch einen Punkt. Wegen der im
Freikorperbild berticksichtigten Sym-
metrie haben wir fiir die obere Wal-
ze eine und fiir eine untere Walze
‘l zwei Gleichgewichtsbedingungen fiir
die drei unbekannten Krifte Ny, No

Ny u Ny und S:

® T 2Njcosa—4G =0,

@ —=: S—N;sina=0,

T Ny—Nycosa—G=0.

Fiir den Winkel « folgt aus der gege-
benen Geometrie
3r 3r 3r/2 1

ina = - = 30°
S1n o« 3 5 > (6]

3r ~  cosa = tana:?.

Damit erhalt man

2G :£G7 S:QGtana:?G, N2:2G+G:3

N1 —
COS & 3

Anmerkung: Die Reaktionskraft N, hitte auch aus dem Gleichgewicht am
Gesamtsystem ermittelt werden kénnen:

T 2Ny —2G —4G =0 ~ Ny = 3G .
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Aufgabe 1.4: Ein Bagger wur-
de zu einem Abbruchgerit umge-
riistet.

Man bestimme die Kréfte in den
Seilen 1, 2 und 3 sowie im Ausle-
ger infolge des Gewichtes G.

Hinweis: Der Ausleger nimmt
nur eine Kraft in Léngsrich-
tung auf (Pendelstiitze).

Losung: Wir schneiden die Punkte A und B frei. Dann liefert Gleichgewicht
in Punkt A

T Sycosa—G =0 Sy = G

cosao

—:  Sysina— S3 =0 S3 =G tan«
S

@ und in Punkt B: (N ist die Kraft im Ausleger)

e

S3 —: —=Sysina+ Nsin2a — Sysinda =0,

@Q

T —=Sscosa+ Ncos2a — S;cosd3a=0.

Alternativ ergibt sich fiir den Punkt B bei ge-
S, schickterer Wahl der Koordinatenrichtungen

o St N —=Sycosa— Sycosa=0

e Sisina — Sesina =0 .

Aus den 2 x 2 = 4 Gleichgewichtsbedingungen erhélt man fiir die 4 Unbe-
kannten S}, Sy, S3, N zusammenfassend die Ergebnisse
G

S =85, = , Sy =Gtana , N =2S,cosa = 2G .
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Aufgabe 1.5: Der durch die Kraft F'
belastete Stab 3 wird in einer rdumli-
chen Ecke durch zwei waagrechte Seile
1 und 2 gehalten.

Gesucht sind die Stab- und die Seil-
krifte.

Losung: Wir schneiden den Punkt A frei und tragen alle Schnittkrifte an
(Zugkraft positiv). Ein zweckméBig gewihltes Koordinatensystem, dessen
Richtungen mit den Seilen 1, 2 und der Kraft F' iibereinstimmen, erleich-
tert die Rechenarbeit. Damit lauten die

Gleichgewichtsbedingungen
g gung . S, /Z
NE,=0: S +S5,=0, - -
T A
ZFyZOZ 52+53y:0, 53 lF
SFE =0 : Sy, +F =0 . Zl

Die Komponenten von S3 verhalten sich zu S5 wie die analogen geometrischen
Léngen (L = Linge von Stab 3).

S _da Sy 34 Sy da
Sy L’ S; L’ Sy L
oder
S3x:53y:s3z:4:3:5-
Einsetzen in die Gleichgewichtsbedingungen liefert
3 3
SSz =—F ) é _SSy = _553z ia
4 4
S1 = =93, = —=53, = -F,
= 7 T

Hinweis: Das Minuszeichen bei S3 zeigt an, dal im Stab Druck herrscht.
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Alternative Losungsvariante: Wir konnen die Aufgabe auch 16sen, indem
wir direkt die Gleichgewichtsbedingung in Vektorform verwenden:

S1+85:2+S5+F=0.

Jede Kraft driicken wir durch den Betrag und den Richtungsvektor (Einheits-
vektor) aus. Letzterer lautet zum Beispiel fiir die Stabkraft Ss:

! RN
€3 = —F—-—o-— = — .
TV 52\ 5

Auf diese Weise folgt fiir die Krifte

1 0
81—5161—51(0), 82—5262—52(1),
0 0

1 4 0
83:5363253ﬁ g s F:FEF:F g_) s

und die Gleichgewichtsbedingung liefert

Si+ Sz =0,

4
52
Spd 28 =0
5v/2 ’

Y
—= S5+ F=0.

5V2

Hieraus ergibt sich

53:—\/51"_’, 52: F, Slz—F.
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Gleichgewicht

Aufgabe 1.6: Eine glatte Kugel (Ge-

wicht G) liegt auf drei Stiitzpunkten A,
B, C auf und wird durch eine Kraft F'
belastet. Die Stiitzpunkte bilden in ei-
ner waagrechten Ebene die Ecken eines
gleichseitigen Dreiecks mit der Hohe

3a=3V3R.

Wie grof} sind die Kontaktkréfte in den
Stiitzpunkten und bei welcher Kraft F'

hebt die Kugel vom Stiitzpunkt C'" ab?

Losung: Die Kontaktkrifte A, B und C stehen senkrecht zur glatten Kugel-

Y
paci)

C A, B

1

oberfliche und bilden mit G und F’ eine zentra-
le Kréftegruppe. Die Gleichgewichtsbedingung
lautet daher in Vektorform

A+B+C+G+F=0.

Wir wihlen zweckméBig ein Koordinatensystem
mit dem Ursprung im Kugelmittelpunkt und
driicken jeden Kraftvektor durch Betrag und
Richtungsvektor aus. Letzteren bestimmen wir
bei den Kontaktkriften mit den Koordinaten
der Stiitzpunkte. Zu diesem Zweck fiihren wir
die Hilfslénge b ein, fiir die wir aus der Geome-
trie ablesen:

b= 3atan30° = ZR .
Damit ergibt sich zum Beispiel fiir den Rich-

tungsvektor der Kraft A (als Druckkraft ange-
nommen!)

Fiir A folgt die Darstellung

A=

_ b
Var+2+R22\ —(rp2) )\ 2

ABA:

Y

L[ -V
4 2



Zentrale Kraftegruppen 19

und analog fiir die restlichen Krifte

—V3 2V/3
B_f( 23), c_j( o )

i) )

Einsetzen in die Gleichgewichtsbedingung liefert die drei Gleichungen

—V3A-—\V3B+2/3C =-4F,
34-3B =0,
2A+2B+2C =4G.

Hieraus erhilt man die gesuchten Kontaktkrifte:

A:B:§<G+%F>, cz§<G—%F>.

Wenn die Kugel vom Stiitzpunkt C' abhebt, verschwindet dort die Kon-
taktkraft:

C=0.

Aus dieser Bedingung ergibt sich fiir die notwendige Kraft F

G—ino ~ F:\/gG.

V3 2

Anmerkung: Die fiir ein Abheben bei C' erforderliche Kraft F' kann man
einfacher aus der Momentengleichgewichtsbe-
dingung um eine Achse durch A und B bestim-

men:
—Jﬂ M —0 G- Lo
| |R/2 ' 2 '
\
J LA1 Hieraus folgt
a
B Fo¥a_Vig
= R 2
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Aufgabe 1.7: Eine Hochspan-
nungsleitung wird {iber einen Iso-
lator durch drei Stdbe gehal-
ten. Die Zugkraft Z in der
durchhéngenden Leitung am Iso-
lator betriagt 1000 N.

Wie grof3 sind die Krifte in den 3
Stdben?

Lisung: Gleichgewicht am Isolator B liefert (ebenes Teilproblem):
*5 . $—2Zsinl5° =0,

- B 15° ~  S§=2Zsin15° =517N.

Mit dem nun bekannten S folgen die 3 Stab-
krifte aus den 3 Gleichgewichtsbedingungen am
Punkt A:

S F,=0: Sysina— S;sina=0,
Y F,=0: Sicosa+ Sycosa+ Szcosf =0,

SF,=0: SysinB—S=0.

Die dabei verwendeten Hilfswinkel oo und J ergeben sich aus der Geometrie:

SRS

51na—3——3«»a—195° tan = \/ﬁwﬁ—%?’
Damit erhdlt man die Ergebnisse
i:sif =1,735 =89 N,
Sy =8y = 5B S — 0,755 = —388N .

2cosa _2tanﬁcosoz

Hinweis: Aufgrund der Symmetrie (Geometrie und Belastung) gilt Sy = 5.
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Aufgabe 1.8: An einem gleichschenkligen
Dreieck greifen die Krifte F', P und die Ge-
wichtskraft G an.

Das angreifende Kriftesystem soll zunéchst
durch eine resultierende Kraft und ein resul-
tierendes Moment im Punkt A ersetzt wer-
den (Reduktion im Punkt A).

Wie grofl mufl der Betrag der Kraft F' sein,
damit das Moment um den Punkt A ver-
schwindet, der Korper also nicht kippt?

Gegeben: G =6 kN, P =+2kN, a = 1 m.

‘ 2a/3 ‘ a/3 ‘

Losung: Die Reduktion eines Kriftesystems auf eine Kraft R und ein Moment
M4 beziiglich eines beliebigen Bezugspunkts A wird auch als Reduktion auf
eine Dyname in A bezeichnet. Die Dyname wird dabei durch R und M}, cha-
rakterisiert.

Wir 16sen die Aufgabe vektoriell. Fiithren wir ein Koor- y
dinatensystem mit Urprung in A ein, so ergibt sich die
resultierende Kraft R aus der Addition der Einzelkréfte @

=—Ge =Fe, un :\/5 e, —€,):
G=-Ge, , F=Fe, d P P (e, y)%////////////////fv

2
R=G+F+P = (F+%2P)e,— (G+2P)e,.

Das resultierende Moment M, berechnet sich mit den Hebelarmen

a a 2a a
’l”AG:——em—i‘gey 5 rAF:——e$+§ey und Tap =a €y

3 3
der jeweiligen Kréfte beziiglich A zu
My = r4¢ XG + mpxF + mmpxP =

Ga Fa V2Pa
—e, — —e, - e,.
3 3 2
Mit den gegebenen Werten fiir G, P und a kann der Betrag der Kraft F
so gewéhlt werden, dal das Moment M, verschwindet. Aus der geforderten
Bedingung My =0 folgt:
Ga Fa +V2Pa 3V2P
2

il L F—G—
3 3 9 ~ E=G

Anmerkung: Das resultierende Moment ist im Gegensatz zur resultierenden
Kraft abhéngig vom Bezugspunkt und 48t sich im 2-dimensionalen Fall
mit ,,senkrechter Abstand zwischen Bezugspunkt und Wirkungslinie der
Kraft mal Betrag der Kraft“ schneller berechnen als durch Auswertung
des Kreuzprodukts.

=6kN —3kN = 3 kN.
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Aufgabe 1.9: Ein homogener glatter
Stab (Gewicht G, Linge 4a) stiitzt sich
bei A an eine Ecke und bei B an eine
glatte Wand.

Fiir welchen Winkel ¢ ist der Stab im 777
Gleichgewicht? ‘,4

Az i

AN

Losung: Wir zeichnen das Freikorperbild. Aus der Bedingung “glatt” folgen
die Richtungen der unbekannten Kréfte
N; und Ns; sie stehen senkrecht zur je-
weiligen Beriihrungsebene. Damit lauten
die Gleichgewichtsbedingungen:

— NISiIl¢—N2:0,

T: Nycosop—G=0,

B ﬁNl—ZacosqﬁG:O.
Aus ihnen lassen sich die 3 Unbekannten Ny, Ny und ¢ ermitteln. Die gesuchte
Lésung fiir ¢ erhdlt man durch Einsetzen der 2. Gleichung in die 3. Gleichung:

aG

1
——— —2acosp G =0 ~ cos®p = = .
cos 2

Einfacher findet man das Ergebnis aus der Aussage: ,Drei Krifte sind
nur dann im Gleichgewicht, wenn ihre
Wirkungslinien durch einen Punkt ge-
hen®. Dann folgt aus der Geometrie:

2acos¢:a/cos¢,
cos ¢
1
3 [——
~ €08’ ¢ 5
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Aufgabe 1.10: Ein gewichtsloser Stab - [ _
der Linge [ wird horizontal zwischen T l ‘
zwei glatte schiefe Ebenen gelegt. Auf »
dem Stab liegt ein Klotz vom Gewicht 7 D G K
S

G.

In welchem Abstand x mufl G liegen,
damit Gleichgewicht herrscht?
Wie grof§ sind die Lagerkrifte?

a) Analytische Lisung: Wir zeichnen das Freikorperbild und stellen die
Gleichgewichtsbedingungen auf:

T: Acosa+Bcosf—-—G=0,
‘G —: Asina— Bsinf =0 ,

Y
T ‘ § A: xG—I[Bcosf=0 .

Daraus folgen

/

B sin (3 B sin v
~ sin(a+p8) sin(a+ 3)
sinacos [

lsin(a—l—ﬁ) 1+ (tanB/tana)

1=
I

b) Grafische Lisung: Drei Krifte sind nur dann im Gleichgewicht, wenn sie
durch einen Punkt gehen. Demnach folgt die Wirkungslinie ¢ von G' unmit-
telbar aus dem Schnittpunkt der Wirkungslinien a und b der Lagerkrifte A
und B. Aus der Skizze kann abgelesen werden:

htana = x

htana + htanf = [ }

l

h = .
T />/ o 1+ tan B/ tan «
a

>\9 b Die Lagerkrifte (z. B. Kraft A) folgen
i \6 aus dem Krafteck (Sinussatz):

A G
B sin3  sin[r — (a+ )]

B sin 3
A A_Gsin(oz-f—ﬁ) '
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Aufgabe 1.11: Eine homogene Kreis-
scheibe (Gewicht G, Radius r) wird
durch drei Stédbe gehalten und durch
ein dufleres Moment M, belastet.

Man

Stiben. Bei welchem Moment wird die
Kraft im Stab 1 gerade Null?

Gleichgewicht

2
\450
o
3

bestimme die Krifte in den

Ay

Losung: Wir schneiden die Kreisscheibe frei und zeichnen in das Freikorper-
bild alle Kréfte ein. Dann lauten die Gleichgewichtsbedingungen

V2

— —Sy+S53—5,=0,
S, 5 V2 3 1
45°
2
TZ gSQ—GZO,
B g
2
Q: rgsg—rsleMo:O.
Si
Aus ihnen erhilt man
M, M,
Si=-—"+G, Sy =vV2G@ Sy=—".

Das gesuchte Moment folgt durch Nullsetzen von Si:

51:0 i MO:—TG.

Anmerkungen:

Anstelle des Bezugspunktes A ist es gilinstiger den Bezugspunkt B fiir
die Momentengleichgewichtsbedingung zu verwenden, da dann nur eine
einzige Unbekannte auftritt:

M,

B: rG-rSi+M, =0 ~ S =2°1q@.
T

Alle Stabkrifte sind Zugkréfte.
Die Stabkraft S, ist unabhéngig von M,.

Dem Moment M, wird durch die beiden Stabkréfte S; und S3 das Gleich-
gewicht gehalten.
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Aufgabe 1.12: Ein Wagen vom Gewicht
G = 10kN und bekannter Schwerpunkts-
lage S wird auf einer schiefen, glatten
Ebene (o = 30°) durch ein horizontal ge-
spanntes Seil gehalten.

Gesucht sind die Raddruckkrafte.

Losung: Wir schneiden das Seil und trennen den Wagen von der Ebene.
Dann erhalten wir das dargestellte Frei-
korperbild.

Als  Gleichgewichtsbedingungen ver-
wenden wir das Kriftegleichgewicht in
Richtung der schiefen Ebene und die zwei
Momentenbedingungen um A und um B.
Fiir letztere zerlegen wir zweckmifig die
Krifte G und C' in ihre Komponenten in
Richtung und senkrecht zur schiefen Ebe-
ne. Damit folgen

YA Ccosa—Gsina =0,
2: 2aB + aGsina — aG cosa — aC' cosa — 3aCsina =0,
ﬁ: —2aA +aGsina+ aG cosa —aC cosa —aC'sina =0 .

Hieraus erhalt man

C:Gtana:£:5,77kN,
V3

C 3
éz5(coso¢—sina)+5(Cosoz+3sinoz):gG:&GGkN,
A= (sina +cosa) — S(cosatsina) =~ 2,80 kN

= —(sina+cosa) — —(cosa +sina) = —= = 2, :
= 2 2 23 =—]—

Zur Kontrolle kénnen wir eine zusitzliche Gleichgewichtsaussage verwenden:

N: A+B—-Gcosa—Csina=0, ~ ﬁ—i-G——G———:
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Aufgabe 1.13: Der Balkenzug A bis
E ist bei A drehbar gelagert und bei B

und C {iber ein Seil gehalten, das rei- A
bungsfrei iiber zwei feststehende Rollen
liuft. F
A B
Wie grof§ ist die Seilkraft bei einer Be- —
5 E
lastung durch F'7 4 3/4a
3 |
C D
a

 EEaT

Losung: Wir schneiden das System auf und beriicksichtigen beim Antragen der
Krifte, dafl an den reibungsfreien Rollen die Seilkrifte an beiden Seiten gleich
sind (die Radien der Rollen gehen daher in die Losung nicht ein!):

Damit der Balkenzug im Gleichgewicht ist, muf§ gelten:

1 Ay 4+ S+ Ssina— F =0,
— Ay + Scosa=0,

1 2aF—aS—a(Ssina)—%a(Scosoz)zO.

Mit
COoSs 5 3 si
0= —=—, now=—
V3T+42 5
folgen
S=-F A ——EF A —§F
- ) H 15 ) Vv — 5

Zur Probe bilden wir das Momentengleichgewicht um C'"

8 AV SQIAH F 0 s F 5 F F 0
ca + — +ar = ~ ——alf — —-a—r +‘arf = .
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Aufgabe 1.14: Zwei glatte Kugeln
(Gewicht jeweils G, Radius r) liegen
in einem diinnwandigen Kreisrohr (Ge-
wicht @, Radius R), das senkrecht auf
dem Boden steht (r = 2R).

Wie grofl mufy () sein, damit das Rohr
nicht kippt?

Losung: Wir trennen die Kugeln und das Rohr und zeichnen die Krifte fiir
den Fall ein, bei dem Kippen gerade eintritt. Dann liegt das Rohr nur noch
im Punkt C auf, und dort wirkt die Einzelkraft N5. (Wenn das Rohr dagegen
nicht kippt, so ist die Kontaktkraft iiber den gesamten Rohrumfang verteilt.)

®

N ® Ny
1 N, N | < +
N Q‘ 27 sin «
4
C

TNg ?Ng,

Die Gleichgewichtsbedingungen an den Kugeln und am Zylinder lauten:

® 1: Nysina-G=0, @ T: N3—Nysina—G=0,
—: N;y— Nocosa=0, — Nocosa— Ny =0,
@ — N4—N1:0, TI N5—Q:0,

A
C: (r+2rsina)Ny—rNy—RQ=0.

Aus ihnen folgt

G G
) N2 = J
tan « sin «
Mit der geometrischen Beziehung

cosa=(R—r)/r=1/3
erhélt man daraus fiir das Gewicht, bei dem Kippen gerade eintritt
QKippen - G/2 .

Damit das Rohr nicht kippt, muf} also gelten:
G
5

N1:N4:

3
N3 =2G, Q:N5:§Gcosa.

Q > QKippen -
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(Gewicht G, Radius r) sind durch ein
dehnstarres Seil der Linge a mitein- I F

ander verbunden. Uber einen Hebel
(Lénge [) greift eine Kraft I an. /
Wie grof} sind die Krifte zwischen Wal- N

zen und Boden?

Aufgabe 1.15: Zwei glatte Walzen /\

7////////////2///////////////
| |

Lésung: Wir schneiden die Walzen und den Hebel frei:

D,

O acgsa
bos

An den 3 Teilsystemen stehen 2 x 2+ 1 x 3 = 7 Gleichungen fiir die 7 Unbe-
kannten (Dy, Dy, Ny, Ny, N3, H, S) zur Verfiigung:

O —: S—=Disina=0, T: Ny—G+ Dycosa=0,
@ —: Dysina—S=0, T: Ny—G—Dycosa=0,
® —: H+D;sina— Dysina =0,

T: Ny—Dycosa+ Dycosa — F =0,

0 : lcosa F'— (acosa+x)Dy + 2Dy =0

Der Winkel « folgt aus der Geometrie:

. T |<—a&>|/<%
Sin & = a/2 s o
a/2
cosaw =/1—4(r/a)?. T\®/| |

Addition der 1. und 3. Gleichung liefert D; = D,. Damit folgt H = 0, N3 = F'
und aus der 7. Gleichung fillt der unbekannte Abstand z heraus. Auflosung
ergibt

M=G-rFLhioale, m=cirlfioaly
a a a a
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Aufgabe 1.16: Die Skizze zeigt in
vereinfachter Form das Prinzip einer
Werkstoffpriifmaschine.

Wie grof} ist bei einer Belastung F' die
Zugkraft Z in der Probe?

+F

‘ 2b

Lésung: Wir trennen das System, wo-
bei wir beriicksichtigen, dafy die Krifte
an den Enden eines Stabes jeweils ent-
gegen gesetzt gleich sind:

. °

® S1 =Sy, (Symmetrie bzw. Momentengleichgewicht)
T S1+5 =27,

b b b b, b
§Q+<__>&—6&—§&:0,

2 6
b ~ S5 =353 -3Q,

=2

©)

Y

Damit erhélt man
Z =51+ 5 =65 —6Q =36F —6Q .
Anmerkungen:

e Durch die Wahl geeigneter Momentenbezugspunkte treten die Lager-
krifte von A und C' in der Rechnung nicht auf.

e Die Last ) dient bei der Priifmaschine als Gegengewicht zu den hier
vernachléssigten Eigengewichten der Hebel und Stangen.

e Durch den Hebelmechanismus wird die auf die Probe iibertragene Kraft
36 mal so grofl wie die aufgebrachte Belastung F'.
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Aufgabe 1.17 Ein hydrau-
lisch angetriebener Baggerarm
soll so bemessen werden, dafl
er in der skizzierten Lage an
der Schneide eine Reilkraft R
ausiibt.

Wie grof} ist dann die Kraft P
im Hydraulikzylinder (@) 7

Wie gro3 mufl der Hebelarm
b des Zylinders (2) sein, da-
mit dieser mit der gleichen
Druckkraft wie der Zylinder
(D betrieben werden kann?

Losung: Wir trennen das System und zeichen das Freikorperbild. Dabei setzen
wir von vornherein gleiche Druckkrifte P in den Zylindern voraus.

D
<£ —»C

Au NI\P - N?\i <51
be 1 why st

Dann lauten die Gleichgewichtsbedingungen fiir die Schaufel

A: 2R—-aD=0 ~ D=2R,
—:  Ay—-D=0 ~ Ay=2R,
1 R—Ay,=0 ~ Ay =R
und fiir den Punkt C
—: D—Pcos45*=0 ~ P=DV2=2/2R,
T: Psind* - N =0 ~> N =2R

sowie das Momentengleichgewicht fiir den Baggerarm
B: 3aAy +2aN — aPcosd5® —bP = 0.

Auflésen liefert den gesuchten Hebelarm:

bzgﬂa.

Anmerkung: Die weiteren Lagerkréifte By und By folgen aus dem Krifte-
gleichgewicht am Baggerarm.
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Aufgabe 1.18: Eine rechteckige, ge-
wichtslose Platte wird durch 3 Seile ge- a

halten. @

a) An welche Stelle muf} eine Last () ge-

legt werden, damit alle drei Seile gleich 2a
beansprucht werden? ‘/
b) Wie groB sind die Seilkrifte, 7| /
wenn die Platte durch eine konstante ‘ 4a
Flachenlast p belastet wird? ‘ 1a /

Lésung: zu a) Wir fiithren ein Koordinatensystem ein und bezeichnen den
noch unbekannten Angriffspunkt von () mit
g und yg. Dann lauten die Gleichgewichts-
bedingungen fiir die Gruppe paralleler Kréfte

YFE,=0 : 35-Q=0,
SM® =0: 2aS —yoQ =0,
Y MO =0: —5aS —aS —2aS+1Q =0.

Hieraus folgen

zu b) Die Flichenlast kann durch die Einzel-
last F' = 4 - 6a?p = 24pa? im Schwerpunkt
ersetzt werden. Damit lauten die Gleichge-
wichtsbedingungen nun:

ZFzZO . 51+52+53—24pa2:0,
ZMéo)zo : 2a24pa® — 4aS; =0,
S M =0 : 3a24pa® —5aS; — aS) —2aS, = 0.

Hieraus erhilt man

S5 = 12pa? , Sy = 3pa® Sy = 9pa’ .
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Aufgabe 1.19: Ein rechteckiges Ver-
kehrsschild vom Gewicht G ist an einer
Wand mit zwei Seilen in A und B be-
festigt. Es wird in C durch ein Gelenk
und in D durch einen Stab senkrecht
zur Ebene des Schildes gehalten. Alle
Mafle in Meter (m).

Gesucht sind die Krifte im Gelenk, in
den Seilen und im Stab.

Losung: Wir schneiden das Schild frei und tragen im Freikorperbild die Kom-
ponenten aller Kréfte ein. Damit lauten die
6 Gleichgewichtsbedingungen im Raum:

SF,=0 : —-A,—B,—C,=0,

>F,=0 : —A,+B,+C,+D=0, *A
SFE =0 : A 4+B.+C.—-G=0, A4
SMO =0: 10,=0,

SMO =0: —4A, -2B,+2G+1C, =0,
SMO =0: —44,+2B,=0.

Dies sind 6 Gleichungen fiir zundchst noch 10 Unbekannte. Weitere 2 x 2 = 4
Gleichungen folgen aus der Komponentenzerlegung der Seilkréifte A und B
(Kraftkomponenten verhalten sich wie entsprechende Lingen!):

A, 4 A, 4 B, 2 B, 2
A, 1,67 A, 2’ B, 1,6’ B, 2
Die Auflésung ergibt schliefilich:
G 2 4
Am:Ba:__a Ca::__Ga A___G7 :__G7
3 3 Y 15 Y 15
G G G 2
— Az:_a Bz:_; 2= & D=—-—
¢ =0. 6 3 ¢ 2 15G
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Aufgabe 1.20: Eine ge-
wichtslose Platte in Form ei-
nes rechtwinkligen Dreiecks
wird durch 6 Stédbe gehalten
und durch die Krifte F' und
() belastet.

Man bestimme die Krafte in
den Stiaben.

33

Damit erhélt man die folgenden Gleichgewichtsbedingungen:

VI, V2

Y F. =0 —52+—S5+F—0

YF, =0 Sgcosa =0,

SE,=0 —Sl—gSZ—Sg—Sﬁsina—S4—§S5—Q:O,

SMO® =0-: —2aS4—2a§S5—aQ:O,

S MO =0 aSi+5Q=0,

SMO® =0: —2a§5‘5—aF:0.

Auflosen liefert die gesuchten Stabkréfte:

i, 52:—§F, 53:—%,
54_%(17—@), 55:—§F, S =0
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Aufgabe 1.21: An der Plattform
eines Fernsehturms greifen infolge
der Aufbauten und der Windlasten
die in der Abbildung dargestellten
Krifte an.

Das angreifende Kriftesystem soll
zundchst durch eine resultierende
Kraft und ein resultierendes Mo-
ment im Lagerpunkt A der Platt-
form ersetzt werden.

Danach ist das Moment am Fuf}-
punkt B des Turms mit Hilfe des
Versatzmoments zu ermitteln.

Gegeben: o = 45°.

Losung: Um die angreifenden Krifte im Lagerpunkt der Plattform zu berech-
nen, werden zunéchst die Kréfte und die zugehdrigen Hebelarme beziiglich des
angegebenen Bezugssystems benotigt. Diese folgen fiir die vertikalen Einzel-
krifte F'1, Fy und F'3 unmittelbar:

Krifte: F,=-2Pe,, Fo=—-Pe,, F3=—-Pe,,
2
Hebelarme: 7ap, = —rey, Tap, = —Te€;, Tap, = g r(e; +ey).

Fiir die Windbelastung, die die kreisférmige Plattform an jeder Stelle senk-
recht anstréomt, erkennt man, dafy die Wirkungslinie der Resultierenden durch
den Lagerpunkt der Plattform verlduft (~ 74z, = 0). Fiir die Kraftresultie-
rende von ¢, folgt

V27
2 2
Aus der Summe der Einzelkrafte berechnet sich dann die resultierende Kraft

F, = T (—e, +ey).

R=F +F,+F;+F, = ggrqw(—ex—i-ey) —4Pe,.
Fiir das resultierende Moment folgt beziiglich des Koordinatenursprungs
MA:irAFi xF;=Pr(2— g)exﬂLPr(g—l)ey.
Bezieht man anls_chlieﬁend das berechnete Moment auf den Fuflpunkt des
Masts, mufl zu M, das Versatzmoment My = rgs x R addiert werden. Dieses

berechnet sich mit dem Hebelarm rg4 = he, zu

2
MV:rBAXRzggrqwh(—ew—ey).

Damit kann das Moment im Fufpunkt des Masts angegeben werden:

Mp = My + My, .



