3. Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit

Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit sind grundlegende Eigenschaften
dynamischer Systeme, die die Lésbarkeit von Regelungsaufgaben ent-
scheidend beeinflussen. Beide Eigenschaften werden in diesem Kapi-
tel ausfiihrlich behandelt. Wie eine grafentheoretische Analyse zeigt,
werden sie hauptsédchlich durch die Struktur des betrachteten Sys-
tems bestimmt.

3.1 Steuerbarkeit

3.1.1 Problemstellung und Definition der Steuerbarkeit

Bei der Losung jeder Regelungsaufgabe steht die Frage, ob das gegebene Sys-
tem durch die Eingangsgrofle w(t) in einer vorgegebenen Weise beeinflusst
werden kann. Was ,vorgegebene Weise“ heifit, kann in einzelnen Anwen-
dungsfillen sehr unterschiedlich sein. Erfiillbar sind die meisten Giiteforde-
rungen jedoch nur dann, wenn das System durch eine entsprechende Wahl der
Eingangsgrofie u(t) im Zustandsraum von einem beliebigen Anfangszustand
xo in einen beliebigen Endzustand x, gebracht werden kann. Ein System, bei
dem dies gelingt, wird vollstindig steuerbar genannt. Dieser Abschnitt ist ei-
ner eingehenden Analyse dieser wichtigen regelungstechnischen Eigenschaft
gewidmet.

Zunichst muss die soeben skizzierte Eigenschaft noch etwas genauer be-
schrieben werden. Da sich der Systemzustand in Abhéngigkeit vom Verlauf
der Eingangsgrofle iiber ein bestimmtes Zeitintervall indert und da aulerdem
die genannte Zustandsiiberfiihrung in endlicher Zeit abgeschlossen sein soll,
wird im Folgenden das Systemverhalten iiber das Zeitintervall

0<t<T, bzw. t€10,Te)

betrachtet und die dabei verwendete Eingangsgrofie mit wujo,7,] bezeichnet.
Mit dem Symbol ujg,7,) soll hervorgehoben werden, dass jetzt nicht der Wert
der Eingangsgrofle zu einem bestimmten Zeitpunkt ¢, sondern der Verlauf
iiber ein gegebenes Zeitintervall von Interesse ist.
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Da im Folgenden die Wirkung der Eingangsgrofie auf den Systemzustand
betrachtet wird, ist nur die Zustandsgleichung

& = Ax(t) + Bu(t), z(0) = xg (3.1)

mafigebend. Das System kann deshalb auch durch die Angabe der beiden
Matrizen A und B, also entsprechend der bereits verwendeten Schreibweise
durch (A, B) abgekiirzt werden.

Definition 3.1 (Steuerbarkeit) Fin System (3.1) heifst vollstindig
steuerbar, wenn es in endlicher Zeit T, von jedem beliebigen Anfangs-
zustand xo durch eine geeignet gewdihlte Eingangsgrofie up 1, in einen
beliebig vorgegebenen Endzustand x(T,) dberfihrt werden kann.

Man sagt dann auch, dass das Paar (A, B) vollstindig steuerbar ist.

Steuerbarkeit in den Nullzustand. Um die Eigenschaft der vollstén-
digen Steuerbarkeit zu priifen, muss entsprechend der Definition die Zu-
standsiiberfiihrung zwischen beliebigen Paaren x(0) = xo und x(T,) = .
untersucht werden. Aus der Bewegungsgleichung (2.23), die hier fiir C = I
und D = O verwendet wird, erhilt man

T
z. = B(T,) xo + /sﬁ(Te — 1) Bu(r) dr
0
und nach Umstellung
Te
/szS(Te — ) Bu(r) dr = 2 — 24 (3.2)
0
mit
x, = P(T.) xo.
Da x( ein beliebiger Vektor sein kann und #(Te) eine regulidre Matrix ist,
ist auch x, ein beliebiger n-dimensionaler Vektor. Das System ist also ge-
nau dann vollstindig steuerbar, wenn das Integral auf der linken Seite von
Gl. (3.2) durch eine geeignete Wahl von w1, einen beliebig vorgegebe-
nen Vektor x, — ¢, = xp darstellt. Genau digse Forderung ist aber bereits
dann zu erfiillen, wenn nicht jede beliebige Uberfiihrung von o nach .,
sondern lediglich die Uberfiihrbarkeit des Systems von einem beliebigen An-
fangszustand x( in den Nullzustand x, = 0 untersucht wird, weil damit auch
beliebige Vektoren x, = x. — s = —®(Te)xo dargestellt werden kénnen.

Die folgenden Betrachtungen kénnen sich also ohne Einschrinkung der All-
gemeinheit auf den Fall ., = 0 beschrinken.
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Umgekehrt kann die Analyse des Systems auch auf die Frage beschrankt
werden, ob das System vom Ruhezustand xy = 0 in einen beliebigen End-
zustand . tberfithrt werden kann. Wenn dies mdoglich ist, ist das System
vollstindig steuerbar.

Steuerbarkeit und vollstéindige Steuerbarkeit. In der Definition 3.1
wird nicht nur die Eigenschaft der Steuerbarkeit, sondern die der wvollstin-
digen Steuerbarkeit erklirt. Das Attribut ,vollstindig® bezieht sich dabei
auf die Tatsache, dass das System zwischen beliebigen Anfangs- und End-
zustdnden umgesteuert werden kann.

Wenn das System nicht vollstéindig steuerbar ist, so erhebt sich die Frage,
ob es dann wenigstens zwischen ausgewihlten Zustinden xo und z, um-
gesteuert werden kann. Auf diese Frage wird im Abschn. 3.1.5 ausfiihrlich
eingegangen.

Wenn es keine Verwechslungen geben kann, wird im Folgenden an Stelle
von ,,vollstindig steuerbar® hiufig nur von ,steuerbar® gesprochen.

Steuerbarkeit und Erreichbarkeit. In der Literatur wird hiufig zwischen
der Steuerbarkeit und der Erreichbarkeit unterschieden. Wahrend man fiir die
Steuerbarkeit fordert, dass das System von einem beliebigen Anfangszustand
aus in den Nullzustand iiberfithrt werden kann, ist mit der Eigenschaft der
Erreichbarkeit die Moglichkeit verbunden, das System vom Nullzustand in
einen vorgegebenen Endzustand zu steuern. Beide Eigenschaften fallen bei
den hier betrachteten linearen zeitinvarianten Systemen offenbar zusammen,
denn in beiden Fillen muss das Integral in Gl. (3.2) einen beliebigen Vektor
annehmen kénnen.

Sobald aber das System zeitveridnderlich oder gar nichtlinear ist, unter-
scheiden sich beide Eigenschaften.

3.1.2 Steuerbarkeitskriterium von KALMAN

Die vollstindige Steuerbarkeit eines Systems kann mit dem von KaLman!
vorgeschlagenen Kriterium gepriift werden. Dieses Kriterium bezieht sich auf
die Steuerbarkeitsmatrix

Ss=(B AB A’B.. A" 'B), (3.3)
die eine (n,n - m)-Matrix ist. Wenn das System nur eine Eingangsgrofie hat,
ist die Matrix Sg quadratisch.

! Ruporr EMIL KALMAN (*1930), amerikanischer Mathematiker, leistete bedeu-
tende Beitrdge zur mathematischen Systemtheorie und entwickelte zusammen
mit RICHARD Bucy das sogen. Kalmanfilter
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Satz 3.1 (Steuerbarkeitskriterium von KALMAN)
Das System (A, B) ist genau dann vollstindig steverbar, wenn die Steu-
erbarkeitsmatriz Ss den Rang n hat:

Rang Sg = n. (3.4)

Im Folgenden wird dieses Kriterium bewiesen, wobei beim Nachweis der
Notwendigkeit der angegebenen Bedingung offensichtlich wird, warum die
Steuerbarkeit durch den Rang der angegebenen Matrix bestimmt wird. An-
schlieflend wird eine Steuerung uo 7,) angegeben, mit der das System von xg
nach x, umgesteuert werden kann, womit gleichzeitig die Hinl&nglichkeit des
Kriteriums nachgewiesen wird.

Notwendigkeit der Bedingung (3.4). Damit das System vollstindig
steuerbar ist, muss es eine Steuerung w1} geben, durch die das Integral
in Gl. (3.2) einen beliebig vorgegebenen Vektor &, — xg darstellt. Gilt insbe-
sondere x, = 0, so muss

T
/SZS(Te — 1) Bu(t) dr = —®(T,) xo
0
gelten. Diese Gleichung kann folgendermaflen umgeformt werden:

Te
_e AT Ty = /eA(Te*T) Bu(t) dr
0
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Die weitere Umformung verwendet die Definitionsgleichung (I-5.10) fiir die
Matrixexponentialfunktion. Man erhilt

T. Te Te
2
—xy = B/u(r) dT—AB/Tu(T) dT-}-AQB/%’U,(T) dr
0 0 0

T
3 7
—A’B gu(T) dr + ...
0

= Bug+ ABuj + A’Buy + ... + A"Bu, + ... (3.5)
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mit
Te

;s = (—1)i/iu(7) ir (i=1,2,.).

!
0

Die Summe (3.5) stellt eine Linearkombination der Spalten von B, AB,
A’ B usw. dar, deren Koeffizienten die Elemente der Vektoren u; sind und die
folglich durch die Funktion u[g 1,; bestimmt werden. Ein beliebiger Vektor xq
kann nur dann durch geeignete Wahl von wupg 7,) durch diese Summe erzeugt
werden, wenn die Spalten der angegebenen Matrizen den n-dimensionalen
Raum aufspannen. Mit anderen Worten, die durch die angegebenen Matrizen
gebildete Matrix

(B AB A’B..A""'B A"B A""'B ..)

muss den Rang n besitzen.

Dass in die Steuerbarkeitsmatrix Ss nach Gl. (3.3) nur die ersten n Ma-
trizen eingehen, ist durch das Cayley-Hamilton-Theorem (A2.45) begriindet.
Demnach koénnen A" und alle héheren Potenzen von A als Linearkombi-
nationen der niedrigeren Potenzen dargestellt werden. Die Matrizen A" B,
A’f“B usw. liefern also keine von den Spalten der niedrigeren Potenzen
A'B, (i = 0,1,...,n — 1) linear unabhiingigen Spalten. Damit ist erklirt,
warum die Bedingung (3.4) notwendig fiir die vollstindige Steuerbarkeit des
Systems (A, B) ist.

Bestimmung von ujy 7). Wenn die Bedingung (3.4) erfiillt ist, so kann
man das System durch die Steuerung

ujo,r,)(t) = —B'e AT W (e ATegy — me) (3.6)
mit
T. ,
W = / cA'BBe At (3.7)
0

von einem beliebigen Anfangszustand xg in einen beliebigen Endzustand .
iiberfithren. Dass dies so ist, erkennt man sofort, wenn man die angegebene
Steuerung in die Bewegungsgleichung einsetzt. Damit ist auch die Hinléng-
lichkeit der Steuerbarkeitsbedingung (3.4) gezeigt.

Die Matrix W heifit GRAMsche Matrix oder gramsche Steuerbarkeitsma-
trix. Man kann mit einer dhnlichen Argumentation wie bei Gl. (3.5) zeigen,
dass diese Matrix fiir eine beliebige Endzeit T, > 0 genau dann positiv definit
und folglich regulir ist, wenn das Kalmankriterium (3.4) erfiillt ist.

Fiir T, = oo kann die Matrix

WSm:/ cAtBBe Aty
0

aus der Gleichung
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AWgo + WeA' = —BB' (3.8)

berechnet werden. Dies ist eine Ljapunowgleichung, die beim Optimalregler-
entwurf eine grofie Rolle spielt und fiir die es deshalb gut entwickelte Losungs-
algorithmen gibt (vgl. Gl. (7.16) auf S. 250).

Wenn das System vollstindig steuerbar ist, so kann man viele verschiedene
Steuerungen wuo,7,] angeben, mit der die betrachtete Umsteuerungsaufgabe
gelost werden kann. Die angegebene Steuerung (3.6) ist eine besonders gute
Losung dieses Problems, denn sie bewirkt die Umsteuerung mit minimaler
Energie

T.
Ty = [ w ity

Deshalb weist diese Steuerung auf einige Aspekte der Steuerbarkeit linearer
Systeme hin:

e Wenn das System vollstéindig steuerbar ist, so kann die Umsteuerung von
einem beliebig gegebenen Anfangszustand x( in einen beliebig gegebenen
Endzustand x, in beliebig kurzer Zeit T, vorgenommen werden.

e Je kleiner die zur Verfiigung stehende Zeit T, ist, umso groflere Stellampli-
tuden sind notwendig, denn umso kleinere Elemente hat die Matrix Wy
und umso grofer sind folglich die Elemente von W 1

Abb. 3.1: Riihrkessel

Beispiel 3.1 Steuerbarkeit gekoppelterRiihrkesselreaktoren

Es soll untersucht werden, ob die gekoppelten Riihrkessel aus Aufgabe I-5.5 voll-
standig steuerbar sind. Das Zustandsraummodell fiir die Regelstrecke lautet

.il _Vil 0 1 Vi1 .Tl(O) 10
() (F ) @) () (0)-(2) o
Va Va

y = (01) (i:) (3.10)

(vgl. Seite I-512). Stellgrofle ist die Zulaufkonzentration co des ersten Reaktors,
die bei konstantem Durchfluss F' durch beide Reaktoren als Stellgrofie dient. Die
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beiden Zustandsvariablen stellen die Konzentrationen des Stoffes A in den beiden
Reaktoren dar (Abb. 3.1).
Die Steuerbarkeitsmatrix heif3t

£ _F?
Vi vz
Ss =
F2
Viva

Diese Matrix ist fiir beliebige Parameter F', Vi und V> regulér, d.h., die Riihrkes-
selreaktoren sind vollstédndig steuerbar. Nur fiir F' = 0 ist die Steuerbarkeit nicht
gewdhrleistet. Dies ist leicht zu erkédren, denn F' = 0 bedeutet, dass keine Fliissig-
keit durch die Reaktoren fliefit. In diesem Fall kénnen die Konzentrationen natiirlich
nicht verdndert werden.

ﬁo_//_\

1
Zeitins

Abb. 3.2: Steuerung der Riihrkesselreaktoren in den vorgegebenen
Zustand

Fiir die Parameter F = 2[m®/min], Vi = 6[m®] und V> = 1[m®] ist die Steue-
rung up,; nach Gl (3.6) in Abb. 3.2 zusammen mit dem Konzentrationsverlauf
in beiden Reaktoren fiir den Fall dargestellt, dass &o = 0 gilt und als Zielzustand
z. = x(2) = (1 5)" vorgegeben ist. Alle Konzentrationen werden in kjrrlf;—‘)l gemes-
sen. Erwartungsgeméf erreicht das System zur Zeit ¢ = Te = 2 den vorgegebenen
Zustand x.. Das Beispiel zeigt jedoch auch, dass der durch den vorgegebenen End-
zustand festgelegte relativ grofle Konzentrationsunterschied zwischen ;1 = 1 und
2 = b nur mit einer sehr groflen Stellgréfle erreicht werden kann. Der Zufluss muss
mit betragsmifig grofien Konzentrationen und mit groflien Konzentrationsinderun-
gen beaufschlagt werden.

Diskussion. Am Beispiel der Riihrkesselreaktoren kann sehr anschaulich gezeigt
werden, was die Steuerbarkeit nach Definition 3.1 bedeutet und auch was sie nicht
bedeutet. Wollte man vom Standpunkt praktischer Regelungsprobleme definieren,
was Steuerbarkeit bedeutet, so wiirde man sicherlich von einem steuerbaren Sys-
tem fordern, dass es durch geeignete Wahl der Stellgrofle in einen vorgeschriebenen
Zustand gefiihrt werden kann und dann dort verbleibt, so wie es in Regelungsauf-
gaben typischerweise gefordert ist. Die Eigenschaft der Steuerbarkeit nach Defi-
nition 3.1 gewahrleistet, dass das System die erste Forderung erfiillt. Steuerbare
Systeme konnen durch geeignete Wahl der Stellgréfien zwischen zwei beliebigen
Punkten xp und x. im Zustandsraum , hin- und hergefahren“ werden. Die zweite
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Forderung ist jedoch i.Allg. nicht erfiillt. Mit der Steuerbarkeit ist nicht die Méglich-
keit verbunden, das System im vorgegebenen Endwert x. festzuhalten. In Abb. 3.2
ist zu sehen, dass das System den Zustand x. nicht beibehilt. Auch wenn man die
Steuerung u(t) fiir ¢ > 2 anders festlegt als durch Gl. (3.6), verlisst das System den
vorgegebenen Endzustand wieder. Um in den gekoppelten Riihrkesselreaktoren ein
Konzentrationsgefille, wie es durch e = (1 5)" vorgeschrieben ist, iiber lingere
Zeit aufrechterhalten zu konnen, ist mehr als die eine StellgréBe notwendig, die hier
zur Verfiigung steht.

Diese Beobachtung gilt allgemein. Bei einem iiber eine Stellgréfle u vollstandig
steuerbaren System reicht tatsachlich die einzige Stellgréfle u aus, um das System
in einen beliebigen Punkt des n-dimensionalen Zustandsraumes zu iiberfithren. Die
Steuerbarkeit sichert jedoch nicht, dass das System dort durch geeignete Wahl von
u gehalten werden kann. Um dies zu ermoglichen, wiren n Stellgrofien notwendig.

Auf einen zweiten Aspekt soll am Beispiel der Riihrkesselreaktoren hingeweisen
werden. Die Moglichkeit, ein steuerbares System zwischen beliebigen Zustédnden
und in beliebig kurzer Zeit umzusteuern, ist durch die Linearitdt des Modells be-
griindet. Sobald man die Stellgréflenbeschrankungen beriicksichtigt, wird die Menge
der erreichbaren Zusténde eingeschrinkt. So kann man bei den Riihrkesselreaktoren
keine negativen Konzentrationen einstellen. Da u andererseits Abweichungen von
einem Arbeitspunkt beschreibt, ist fiir die Riihrkesselreaktoren die angegebene Ein-
gangsgrofle nur dann realisierbar, wenn die Konzentration im Arbeitspunkt so hoch
liegt, dass die negativen Werte von » immer noch positiven Konzentrationswerten
im Zulauf entsprechen. Wird die Endzeit vergréfert und liegen die Konzentratio-
nen im Endzustand nicht zu weit auseinander, so kann der gewiinschte Endzustand
auch mit wesentlich kleineren Stellamplituden erreicht werden. Die mit dem linea-
ren Modell erhaltenen Aussagen sind dann auch unter Beriicksichtigung der durch
die Stellgréflenbeschrankungen entstehenden, jedoch nicht aktiven Nichtlinearitdten
giiltig. O

Anwendung des Kalmankriteriums. Das Kriterium kann bei Systemen
mit einem Eingang durch Berechnung der Determinante tiberpriift werden,
wobei

det Ss #0

gelten muss. Fiir Systeme mit mehreren Eingéingen ist die Rangbestimmung
nicht ganz so einfach. Man kann hier ausnutzen, dass der Rang einer recht-
eckigen Matrix S gleich der Anzahl der von null verschiedenen Singuldrwerte
0;(S) ist (vgl. Gl. (A2.59)). Damit die Matrix Sg den Rang n hat, muss also
die (n,n)-Matrix SsSg vollen Rang haben, was auf die Bedingung

det SsSg # 0
fiihrt.

Steuerbarkeitsindizes. Das Kalmankriterium fordert, dass es in der Steu-
erbarkeitsmatrix Sg n linear unabhéngige Spalten gibt. Fiir Systeme mit
einem Eingang werden diese Spalten durch b und die Produkte Ab, A®b,...,
A""'b gebildet. Bei MehrgroBensystemen braucht man aufler der Matrix
B u.U. gar nicht alle Produkte AB, A’B,..., A" ' B, um diese linear un-
abhéngigen Spalten zu finden. Es reicht moglicherweise, wenn in die Steuer-
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barkeitsmatrix Sg nur v Teilmatrizen geschrieben werden, das Kalmankrite-
rium also auf

Ss(v) = (B AB .. A" 'B)
angewendet wird. Die kleinste Zahl v, fiir die
Rang Ss(v) =n

gilt, wird als Steuerbarkeitsindex bezeichnet.

Man kann diese Untersuchungen noch etwas verfeinern, indem man den
Beitrag betrachtet, den die einzelnen Spalten b; der Matrix B zum Rang
der Steuerbarkeitsmatrix leisten. Dafiir kann man zunéchst die Spalten der
Steuerbarkeitsmatrix Sg so umordnen, dass zuerst alle mit b; gebildeten
Spalten stehen, dahinter die mit by gebildeten usw.

Sg = (b1 Aby ... A" by by Aby... A" 'by .. by Aby .. A"'by,).

Diese Umformung #ndert nichts am Rang der Matrix, so dass das Kalman-
kriterium auch auf die neu entstandene Matrix angewendet werden kann.

Ist der Rang der Matrix Sy gleich n, so sind n der in der Matrix ange-
gebenen Spalten untereinander linear unabhéngig. Man kann diese Spalten
auf unterschiedliche Weise auswihlen. Wieviele Spalten davon zum Eingang
u; gehoren, hingt davon ab, wieviele der Produkte A%b; (j = 0,1,...,n — 1)
untereinander linear unabhéngig sind. Die Zahl dieser linear unabhingigen
Spalten wird als KRONECKER-Index v; des i-ten Eingangs bezeichnet. v; ist
also die kleinste Zahl, fiir die der Vektor A" b; von den Vektoren b;, Ab;,
A’b;,..., AV 'b; linear abhiingig ist, wihrend diese Vektoren untereinander
linear unabhéngig sind.

Man kann nun insgesamt n, linear unabhiingige Spalten der Matrix Sg auf
folgende Weise auswihlen. Man beginnt mit den zum Eingang 1 gehdrenden
Spalten, von denen die ersten v; linear unabhingig sind. Dann verwendet
man b, sowie weitere zum Eingang 2 gehdrenden Spalten, solange diese von
den bereits ausgewihlten linear unabhéingig sind. Wenn noch weitere Spalten
notwendig sind, so verwendet man nun die zum Eingang 3 gehdrigen usw. Die
entstehende Matrix hat die Form

Ss=(by Aby .. A"by by Ab, ... A™by ... b,, Ab,, .. A™b,,),
wobei gilt

m
S
i=1
und
Rang Ss =n.

Es gibt i.Allg. mehrere Matrizen Ss, denn je nachdem, wie man die Eingéinge
numeriert, unterscheidet sich die Anzahl r; der vom i-ten Eingang verwende-
ten Spalten.
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3.1.3 Steuerbarkeit der kanonischen Normalform

Die Steuerbarkeit wird im Folgenden mit Hilfe der kanonischen Normalform
des Zustandsraummodells untersucht, um die Steuerbarkeit in Bezug zu den
einzelnen Eigenvorgingen des Systems zu setzen. Unter der Voraussetzung,
dass die Matrix A diagonalisierbar ist, kann das Modell (3.1) bekanntlich mit
Hilfe der Transformation

2(t) =V ') (3.11)
in die Form (2.5)

‘fl—f = diag \; (t) + Bu(t),  &(0) =V ‘'z, (3.12)
mit

B=V'B

iiberfiihrt werden.

Da sich die kanonischen Zustandsvariablen nicht gegenseitig beeinflussen,
kann man die Betrachtungen zunéchst auf die i-te Zeile der Gl. (3.12) be-
schranken

dz;

wobei lN); die i-te Zeile der Matrix B ist. Wenn B; eine Nullzeile ist, so kann
die i-te Zustandsvariable durch den Eingang u nicht beeinflusst werden und
Z; bewegt sich entsprechend

#i(t) = e i;(0).
Folglich gilt fiir Z;(0) = 0
Z;(t) =0 fiir alle ¢

und es kann kein beliebiger Endzustand #(Te) angesteuert werden. Sobald die
Matrix B eine Nullzeile besitzt, kann also das System nicht vom Nullzustand
zu einem beliebigen Endzustand iiberfithrt werden. Es ist nicht vollstindig
steuerbar.

Der Umkehrschluss, dass das System vollstéindig steuerbar ist, wenn B
keine Nullzeile besitzt, gilt nur unter einer zusitzlichen Voraussetzung an
die Eigenwerte der Matrix A. Dies wird zunichst fiir ein System mit einem
Eingang untersucht.

Systeme mit einem Eingang. Die Steuerbarkeitsmatrix des Paares (diag A;,
b) heifit
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Sg = (B diag \; b diag A\? b ... diag \7™! 5)
IED YD F AN

B R IECIP A a
= diaghi | E

1A, A2 ot
wobei b; die Elemente des Vektors b sind und diag b; eine Diagonalmatrix

mit den Hauptdiagonalelementen b; ist. Das Produkt dieser beiden Matrizen
ist regulir, wenn aufler b; # 0 fiir ¢ = 1,2, ..., n auch noch

Xi #Aj fiir alle ¢ # j (3.13)

gilt, denn die zweite Matrix ist eine vandermondesche Matrix, fiir deren De-
terminante die Beziehung (A2.70) gilt

1A A2 At

2 n—1
det 1 A? A? A% =T =)
o : i<j
1A, A2 ot
Das heifit, das System ist genau dann vollstindig steuerbar, wenn b kein
Nullelement enthilt und wenn alle Eigenwerte einfach sind.

Die Bedingung (3.13) kann man folgendermaflen interpretieren. Wenn
die Matrix A, wie vorausgesetzt wurde, diagonalisierbar ist und die Bedin-
gung (3.13) durch die Eigenwerte A\ = A2 = X verletzt wird, so gibt es zwei
linear unabhéngige Eigenvektoren v; und v,. Fiir diese Eigenvektoren gelte
vb = b # 0 und vhb = by # 0, denn ansonsten wiire das System ohnehin
nicht vollstdndig steuerbar. Die zugehorigen kanonischen Zustandsvariablen
geniigen den Gleichungen

d ~
Ei'l = )\.’fl(t) + blu(t)
d ~
Ei’g = )\.’fg(t) + bgu(t).
Wenn sich das System zur Zeit ¢ = 0 in der Ruhelage befindet, gilt fiir eine
beliebige Steuerung u(t) zwischen den beiden Zustandsvariablen die Bezie-
hung

. by .

I (t) = = .’Eg(t). (314)

ba
Das System kann also in keinen Endzustand &. gesteuert werden, fiir den
diese Beziehung nicht gilt. Es ist nicht vollstdndig steuerbar.
Aus dieser Betrachtung erhilt man die folgenden Regeln beziiglich der

Steuerbarkeit von Systemen mit einer Eingangsgrofle, die fiir einfache An-

wendungen sehr niitzlich sind:
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e Wenn die Systemmatrix diagonalisierbar ist und mindestens einen mehr-
fachen Eigenwert besitzt, so ist das System nicht vollsténdig steuerbar.

e Wenn die Systemmatrix diagonalisierbar ist und das System vollstindig
steuerbar ist, so hat es keine mehrfachen Eigenwerte.

Man sollte jedoch beachten, dass bei einer nicht-diagonaldhnlichen System-
matrix mehrfache Eigenwerte auftreten kénnen, ohne dass dadurch sofort auf
die Steuerbarkeitseigenschaften geschlossen werden kann.

Systeme mit m Eingingen. Um die Steuerbarkeit eines Systems mit mehr-
fachen Eigenwerten und diagonaldhnlicher Systemmatrix zu sichern, miissen
die einzelnen Eingangsvariablen in unterschiedlicher Weise in die Zustands-
gleichungen derjenigen kanonischen Zustandsvariablen eingehen, die zu den-
selben Eigenwerten gehtren. Wenn

AM=X=...=XA=2A
gilt, so sind die ersten p Zustandsgleichungen von Bedeutung:

d _ B -
i = A () + bl u(t)
d . _
pric i AZo(t) + byu(t)

d_
= AZy(t) + byu(t).

Das System ist vollstindig steuerbar, wenn die p Vektoren
v\B = b,

untereinander linear unabhingig sind. Da IN); m-dimensional ist, folgt als not-
wendige Bedingung daraus, dass die Eigenwerte eines Systems mit m Ein-
gangsgroflen und diagonaldhnlicher Systemmatrix héchstens m-fach auftreten
konnen.

Diese Untersuchungen sind in dem folgenden Steuerbarkeitskriterium zu-
sammengefasst, das von GILBERT angegeben wurde.

Satz 3.2 (Steuerbarkeitskriterium von GILBERT)

Das System (diag A;, B), dessen Zustandsraummodell in kanonischer Nor-
malform vorliegt, ist genau dann vollstindig steuerbar, wenn die Matriz B
keine Nullzeile besitzt und wenn die p Zeilen lN); der Matriz B, die zu den
kanonischen Zustandsgriflen eines p-fachen Figenwertes gehdren, linear
unabhdngig sind.
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Steuerbarkeit der Eigenvorginge. Die Steuerbarkeit ist in Definition 3.1
als eine Eigenschaft des gesamten Systems (A, B) definiert worden. Bei der
Steuerbarkeitsanalyse hat man deshalb nur zu entscheiden, ob das System
als Ganzes vollstindig steuerbar ist oder nicht.

Die mit dem Zustandsraummodell in kanonischer Normalform durch-
gefithrten Untersuchungen haben nun aber gezeigt, dass die vollstédndige
Steuerbarkeit bedeutet, dass alle kanonischen Zustandsvariablen unabhéngig
voneinander durch die Eingangsgrofien beeinflusst werden kénnen. Wenn das
System nicht vollsténdig steuerbar ist, so liegt dies daran, dass eine oder meh-
rere kanonische Zustandsvariablen nicht oder nicht unabhingig voneinander
beeinflusst werden kénnen.

Aus diesem Grunde bezieht man haufig die Steuerbarkeit auf die Eigen-
vorginge e ! bzw. sogar auf die Eigenwerte \; der Matrix A und bezeichnet
den Eigenvorgang bzw. den Eigenwert als steuerbar oder nicht steuerbar. Sind
alle Eigenvorgénge bzw. Eigenwerte steuerbar, so ist das System vollsténdig
steuerbar entsprechend Definition 3.1. Ist das System nicht vollstindig steu-
erbar, so gibt es mindestens einen Eigenvorgang bzw. Eigenwert, der nicht
steuerbar ist.

Diese Sprachregelung ist zwar fiir Systeme mit mehrfachen Eigenwerten
problematisch, weil es Systeme geben kann, bei denen ein ,,Exemplar® eines
mehrfachen Eigenwertes steuerbar ist, wihrend ein anderes nicht steuerbar
ist. Fiir die hier behandelten Anwendungen spielen diese Schwierigkeiten je-
doch keine Rolle.

Vorteilhaft ist der Bezug der Steuerbarkeitseigenschaft zu den Eigenwer-
ten vor allem bei nicht vollstindig steuerbaren Systemen. Man kann dann
iiberpriifen, welche Ursachen das Fehlen der vollstéindigen Steuerbarkeit hat
und welche Auswirkungen auf das Regelkreisverhalten daraus abgeleitet wer-
den konnen. Gegebenenfalls weify man auch, wie man die fehlende Steuerbar-
keit durch Verdnderung der Eingriffsmoglichkeiten in das System beheben
kann.

Man sollte jedoch darauf achten, dass zu Eigenvorgéingen und Eigenwerten
Bezug genommen wird. Nur im Falle kanonischer Zustandsvariablen kann
man auch von der Steuerbarkeit einzelner Zustandsvariabler ; sprechen.

Aufgabe 3.1 Steuerbarkeit von Systemen mit mehrfachen Eigenwerten

Betrachten Sie ein System mit m Eingéngen, das einen p-fachen Eigenwert A besitzt.
Beweisen Sie, dass folgende Aussagen richtig sind:

e Das System kann nur dann vollsténdig steuerbar sein und gleichzeitig eine dia-
gonaldhnliche Systemmatrix A besitzen, wenn die Vielfachheit des Eigenwertes
die Zahl der Eingénge nicht iibersteigt (p < m).

e Wenn die Vielfachheit des Eigenwertes die Zahl der Eingiinge iibersteigt (p >
m), so ist das System entweder nicht vollstindig steuerbar oder es hat keine
diagonaldhnliche Systemmatrix. O
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3.1.4 Steuerbarkeitskriterium von HAUTUS

Das von HAuTUS vorgeschlagene Steuerbarkeitskriterium ermdéglicht nicht
nur den Test, ob das System vollstéindig steuerbar ist, sondern es gibt gege-
benenfalls auch an, welche Eigenwerte nicht steuerbar sind. Das Kriterium
ist dquivalent dem Kalmankriterium, wie folgende Uberlegung zeigt.

Wenn das System nicht vollstindig steuerbar ist, so gibt es einen n-
dimensionalen Zeilenvektor q’, so dass das Produkt

dSs=q (B AB.. A" 'B) =0
einen nm-dimensionalen Nullvektor darstellt. Dabei gilt insbesondere
gdB=0, (3.15)

wobei 0" ein m-dimensionaler Nullvektor ist. Da die ersten n Potenzen von
A linear unabhingig sind, stellen die Produkte ¢’ A* linear unabhiingige Zei-
lenvektoren dar. Damit das Produkt q'Ss tatsichlich verschwindet, muss ¢’
ein Linkseigenvektor von A sein. Es muss also

qIA — Aql
bzw.
g —A)=0

gelten. A stellt dabei einen beliebigen Eigenwert von A dar.

Damit das System vollstindig steuerbar ist und deshalb die angegebenen
Bedingungen nicht erfiillt sind, darf also fiir keinen Eigenvektor von A die
Beziehung (3.15) gelten. Dieser Sachverhalt wird im Steuerbarkeitskriterium
von Hautus gefordert.

Satz 3.3 (Steuerbarkeitskriterium von HAUTUS)
Das System (A, B) ist genau dann vollstindig stewerbar, wenn die Bedin-

gung
Rang(A\I — A B)=n (3.16)

fiir alle komplexen Werte X\ erfillt ist.

In der zum Test herangezogenen Matrix (AI — A B) stehen die Matrizen
Al — A und B nebeneinander, so dass es sich hierbei um eine (n,n + m)-
Matrix handelt.

Wenn A kein Eigenwert der Matrix A ist, so ist das Kriterium erfiillt,
weil bereits die Matrix Al — A den geforderten Rang besitzt. Die Bedin-
gung (3.16) muss also nur fiir A = \; gepriift werden, wobei \; (1 = 1,2, ...,n)
die Eigenwerte von A sind.

Vergleicht man das Kalmankriterium mit dem Hautuskriterium, so wird
offensichtlich, dass bei Anwendung der Bedingung (3.4) der Rang einer
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(n,nm)-Matrix bestimmt werden muss, wihrend die Bedingung (3.16) die
Uberpriifung des Ranges von n Matrizen der Dimension (n,n+m) erfordert,
wobei zuvor die Eigenwerte der Matrix A zu bestimmen sind. Trotz dieses
vergleichsweise groflen Aufwandes, den das Hautuskriterium mit sich bringt,
ist dieses Kriterium aus zwei Griinden hiufig das zweckméfigere. Erstens
kann man das Hautuskriterium meist auch dann anwenden, wenn die Ma-
trizen A und B Parametersymbole enthalten, die Elemente dieser Matrizen
also nicht zahlenmiflig, sondern beziiglich ihrer Abhiingigkeit von bestimm-
ten Systemparametern vorgegeben sind. Zweitens zeigt das Hautuskriterium,
welche Eigenwerte gegebenenfalls nicht steuerbar sind.

Das Hautuskriterium zeigt auflerdem, dass die nicht steuerbaren FEi-
genwerte Eingangsentkopplungsnullstellen des Systems sind. Beide Begriffe
konnen synonym verwendet werden. Sie wurde getrennt voneinander ein-
gefiihrt, wobei der Begriff der Entkopplungsnullstellen bei der Analyse der
Nullstellen des Systems definiert wurde, wihrend die nicht steuerbaren Eigen-
werte aus der Steuerbarkeitsanalyse hervorgingen. Die Ubereinstimmung die-
ser beiden Begriffe weist auf die Bedeutung der nicht steuerbaren Eigenwerte
fiir das E/A-Verhalten hin, das im Abschn. 3.3 noch ausfiihrlich untersucht
wird.

3.1.5 Nicht vollstindig steuerbare Systeme

Welche Griinde kann es geben, dass ein System nicht vollstindig steuerbar
ist? Drei wichtige Beispiele sollen im Folgenden diskutiert werden, um diese
Frage zu beantworten.

Eigenvorgénge, die nicht mit dem Eingang verbunden sind, sind nicht steu-
erbar.

Dieser Fall wurde anhand des Zustandsraummodells in kanonischer Normal-
form schon verdeutlicht. Wenn die i-te Zeile b; der Matrix B eine Nullzeile
ist, so wirkt der Eingang u nicht auf die Bewegung der Zustandsvariablen Z;.

Eigenwert A
X Yi

u 1 y
Y;

Eigenwert A ’

Xy

Abb. 3.3: Beispiele fiir nicht vollstindig steuerbare Systeme
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Zwei parallele Teilsysteme mit denselben dynamischen Eigenschaften sind
nicht vollstindig steuerbar.

Beispiel 3.2 Nicht beobachtbare Eigenvorgénge in einer Parallelschaltung

Ein Beispiel ist in Abb. 3.3 (oben) angegeben. Zwei PT;-Glieder mit den Zustands-
variablen z; und z2 und denselben Zeitkonstanten 7' = £ fiihren auf das Zustands-
raummodell

() =00 (3)+(h)e @1

(11) (i;) , (3.18)

fiir das die im Satz 3.2 angegebene Bedingung nicht gilt, denn die Elemente b; und
b2 konnen nicht gleichzeitig von null verschieden und linear unabhéngig sein. Das
System ist nicht vollstandig steuerbar.

Der Grund liegt in der Tatsache, dass beide Teilsysteme fiir sich genommen
durch die Steuerung in beliebige Zustdnde gebracht werden konnen, es jedoch nicht
moglich ist, beide Teilsysteme mit derselben Eingangsgréfie in unabhéngig vonein-
ander vorgegebene Endwerte z1(Te) und z2(Te) zu steuern (vgl. Gl. (3.14)). Da sich
beide Teilsysteme in gleicher Geschwindigkeit bewegen, kann das eine Teilsystem
beispielsweise nicht in einen Zustand mit negativem Vorzeichen gebracht werden,
wahrend der andere Zustand positive Werte annimmt.

Diese Tatsache ldsst sich auf die Parallelschaltung von Teilsystemen hoherer
Ordnung mit identischen dynamischen Eigenschaften verallgemeinern, wie in Auf-
gabe 3.5 nachgewiesen werden soll. O

Y

Lassen sich in der Ubertragungsfunktion eines Eingréfensystems ein oder
mehrere Pole gegen Nullstellen kiirzen, so kann man die mit den Polen
verbundenen Eigenvorgiinge nicht steuern (oder, wie spiter gezeigt wird,
nicht beobachten).

Beispiel 3.3 Nicht vollstindig steuerbares System
Ein Beispiel ist die Reihenschaltung von
1 = ()\1 =+ 1)221 +u
Yyr = 21 +u
und
Tz = Mix2+ 1
Yy = T2

die in Abb. 3.3 (unten) im Blockschaltbild dargestellt ist. Das Zustandsraummodell
der Reihenschaltung lautet
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d [z AM+10 z1 1
w() = () ()= 6)
(0 1)(51)

Aus der Steuerbarkeitsmatrix
_ 1 M +1
Ss = < 1 A+1 )

folgt, dass die Reihenschaltung nicht vollstdndig steuerbar ist. Mit dem Hautuskri-
terium kann man nachpriifen, dass A; der nichtsteuerbare Eigenwert ist, denn

A+10 1 .
Rang ()qI—( 1 )\1> (1>>—1.

Der Grund fiir die Nichtsteuerbarkeit des Eigenwertes A\ liegt also darin, dass das
erste Teilsystem der Reihenschaltung eine Nullstelle bei A; besitzt, die gleichzeitig
eine Entkopplungsnullstelle der Reihenschaltung ist.
In der E/A-Beschreibung treten weder die Entkopplungsnullstelle noch der Ei-
genwert A, auf. Die Ubertragungsfunktion der Reihenschaltung heifit
s — )\1 1 1
G(s) = = .
() S—()\1+1)S—)\1 S—()\1+1)
In ihr kiirzen sich die Linearfaktoren der Entkopplungsnullstelle und des Eigenwer-
tes des zweiten Teilsystems heraus, so dass die Reihenschaltung nur einen Pol bei
A1 + 1 besitzt. O

<
I

Steuerbarer Unterraum. Wohin kann man das System steuern, wenn es
nicht vollstéindig steuerbar ist? Diese Frage kann unter Nutzung der Uberle-
gungen aus dem Abschn. 3.1.2 beantwortet werden. Dort wurde in Gl. (3.5)
gezeigt, dass nur solche Zielzustidnde erreicht werden kénnen, die sich als Line-
arkombinationen der Spalten der Steuerbarkeitsmatrix Sg darstellen lassen.
Die Menge dieser Zusténde stellt einen Unterraum des Zustandsraumes IR"
dar. Man spricht deshalb vom steuerbaren Unterraum des Systems (A, B) .

Fiir Systeme mit einem Eingang kann das System aus der Ruhelage xg =
0 also in alle diejenigen Zusténde x, gesteuert werden, die in der Form

ZTe =cob+c1Ab+ ...+ ¢, 1 A" b (3.19)

mit reellen Koeflizienten ¢; geschrieben werden konnen. Ist die Steuerbar-
keitsmatrix regulir, so sind alle Vektoren A‘b linear unabhingig und jedes
beliebige x, € IR™ lésst sich in der angegebenen Form darstellen. Hat die Ma-
trix Sg jedoch nur den Rang p < n, so sind nur p Vektoren linear unabhingig
und x, muss in einem p-dimensionalen Unterraum von IR™ liegen, um in der
angegebenen Weise darstellbar zu sein.
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Abb. 3.4: Darstellung der Spalten der Steuerbarkeitsmatrix im
dreidimensionalen Zustandsraum

Beispiel 3.4 Steuerbarer Unterraum eines Systems dritter Ordnung
Dieser Sachverhalt ist in Abb. 3.4 fiir das System

z=| 2 =2 -1 |xz@)+ | 0 |u®)
1 2 -3 1

dargestellt. Die Vektoren

() () ()

liegen in der za/xz3-Ebene. Folglich kénnen nur die in dieser Ebene liegenden
Zustinde aus der Ruhelage des Systems durch eine geeignet ausgewé&hlte Steue-
rung u[g,7,.] erreicht werden. O

Betrachtet man das System in kanonischer Normalform, so fithrt bekannt-
lich jede Nullzeile von B dazu, dass eine kanonische Zustandsvariable #; nicht
steuerbar ist. Der steuerbare Teilraum ist dann gerade durch alle steuerbaren
kanonischen Zustandsvariablen bestimmt.

Beispiel 3.5 Steuerbarkeit eines Systems in kanonischer Normalform

Ist die erste kanonische Zustandsvariable nicht steuerbar, weil die erste Zeile l~)’1 der
Matrix B eine Nullzeile ist, so gilt fiir diese Zustandsvariable die Gleichung

d
%ij = )\1i'1, i’1(0) = Zo1.
Das heifit, diese Zustandsvariable bewegt sich unbeeinflusst vom Eingang entspre-

chend
fﬁl(t) =e Altfﬁol.

Wenn alle anderen Zustandsvariablen steuerbar sind, so konnen sie durch eine geeig-
nete Steuerung uo, r.] zur Zeit Te auf vorgegebene Werte Ze2, Te3, ..., Ten gebracht
werden. Der zur Zeit T, erreichte Zustand ist dann
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ien
Seine erste Komponente hingt von dem durch die Steuerung nicht beeinflussba-
ren Anfangswert Zo; ab, wihrend alle anderen Komponenten vorgegeben werden

kénnen. Der steuerbare Unterraum ist der durch die kanonischen Zustandsvariablen
Za, Z3,..., T, aufgespannte (n — 1)-dimensionale Raum. O

Betrachtet man das Steuerbarkeitsproblem in umgekehrter Weise, bei der
das System aus einem von null verschiedenen Anfangszustand xo in den Null-
zustand x, = 0 gebracht werden soll, so gelten die bisherigen Uberlegungen
sinngemé$ fiir die Menge derjenigen Anfangszusténde, fiir die diese Umsteue-
rung moglich ist.

Ganz allgemein kann man also die Bewegung x(¢), die das System mit
Anfangszustand x¢ unter der Einwirkung der Steuerung w(t) ausfiihrt, in
einen steuerbaren und einen nicht steuerbaren Anteil zerlegen:

m(t) = Tstb (t) + Tnstb (t) (320)

Verwendet man kanonische Zustandsvariablen, so ist diese Trennung sehr
einfach vorzunehmen. Die Zustandsvariablen sind in Abh#ngigkeit davon, ob
sie steuerbar sind oder nicht, den beiden Teilvektoren zuzuordnen. Fiir dasim
Beispiel 3.4 angegebene dreidimensionale System gilt

Tgth(t) = | T2

Tnstb (t) = 0 ’

d.h., der steuerbare Zustand liegt in dem durch %, und #3 aufgespannten Un-
terraum, wihrend der nicht steuerbare Anteil in dem durch Z; beschriebenen
Unterraum liegt. Fiir allgemeine Zustandskoordinaten ist diese Aufteilung in-
sofern schwieriger, dass die Zusténde keine Basisvektoren fiir die betreffenden
Teilriume mehr sind, sondern, wie erldutert, die linear unabhéngigen Spalten
der Steuerbarkeitsmatrix als eine Basis des steuerbaren Unterraumes dienen.

Beispiel 3.6 Steuerbarer Unterraum eines Systems zweiter Ordnung
Das System

()= (3 2)(2) () (58)-()

ist offensichtlich nicht vollstdndig steuerbar, denn die Steuerbarkeitsmatrix

11
SSZ<2 2)
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hat den Rang eins. Wendet man das Hautuskriterium fiir die beiden Eigenwerte
A1 = —4 und A2 =1 an, so sieht man, dass der stabile Eigenwert A; nicht steuerbar
ist, wihrend A2 steuerbar ist.

Abb. 3.5: Steuerbare Unterrdume fiir das Beispiel in allgemeiner
(links) und in kanonischer Zustandsraumdarstellung (rechts)

Vom Nullzustand ausgehend kann das System nur Zustdnde . erreichen, die
sich in der Form (3.19)

-(28) ()
Te=\zy(T) ) T\ 2

darstellen lassen, wobei hier nur ein Summand auftritt, da die zweite Spalte der
Steuerbarkeitsmatrix von der ersten linear abhéngig ist. Diese Zusténde bilden eine
Gerade im Zustandsraum IR?, die durch die Richtung des Vektors b festgelegt ist
(Abb. 3.5 (links)).

Transformiert man das System durch

i) [ 1,34 045 (=
i) =\ =126 063 ) \

in kanonische Normalform, so erhélt man

a () =02 ()« (8-

Der steuerbare Unterraum liegt jetzt gerade in Richtung der kanonischen Zustands-
variablen Z1, wie in Abb. 3.5 rechts zu sehen ist.

Fiir verschwindenden Anfangszustand o = 0 wird das System durch die Ein-
gangsgrofle u entlang der Z1-Achse gesteuert und kann dort auf einen bestimmten
Endwert

_ jel
Te = 0

gebracht werden. Hat das System eine Anfangsauslenkung, so bewegt es sich von
diesem Anfangszustand ausgehend, wobei die Bewegung der zweiten Komponente
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fﬁz(t) =e 74ti’02

nicht von der Steuerung beeinflusst ist, wahrend die erste Komponente durch die
Steuerung zielgerichtet beeinflusst werden kann. Der zu einem vorgegebenen Zeit-
punkt T, erreichbare Zustand kann nur in der ersten Komponente festgelegt werden,
was durch die Schreibweise

-i‘el
we - < * >

ausgedriickt wird, in der der Stern einen von der Steuerung unabhéngigen Wert
darstellt. Diese Endzustinde liegen nicht auf der in Abb. 3.5 markierten Geraden,
sondern auf einer Parallelen zu dieser Geraden, die durch den Punkt z2(T,) = *
verlauft. O

3.1.6 Erweiterungen

Ausgangssteuerbarkeit. Die bisherigen Uberlegungen kann man auf das
Problem {iibertragen, den Ausgang des Systems

& = Axz(t) + Bu(t), z(0) = xg
y = Cx(t) + Du(t)

vom Anfangswert y(0) in einen gegebenen Endwert y, = y(T) zu iiberfiihren.
Diese Eigenschaft wird Ausgangssteuerbarkeit genannt, wihrend man die bis-
herige Steuerbarkeit genauer als Zustandssteuerbarkeit bezeichnet.

Bedingungen, unter denen das System vollstindig ausgangssteuerbar ist,
konnen in derselben Weise hergeleitet werden, wie dies fiir die Zustands-
steuerbarkeit getan wurde. Insbesondere folgt aus der Bewegungsgleichung
dhnlich Gl. (3.5), dass alle diejenigen Werte des Ausgangsvektors erreicht
werden konnen, die sich als Linearkombination der Spalten von CB, CA'B
und D darstellen lassen. Das System (A, B, C, D) ist genau dann vollsténdig
ausgangssteuerbar, wenn der Rang der Matrix

Sas = (CB CAB CA’B..CA" 'B D)

mit der Zahl der Ausgangsgrofien iibereinstimmt:

Bedingung fiir Ausgangssteuerbarkeit: Rang Sas = . (3.21)

Da, wie immer, vorausgesetzt wird, dass Rang C = r gilt, ist jedes zustands-
steuerbare System auch ausgangssteuerbar. Die Umkehrung gilt jedoch nicht.
Das heifit, die Ausgangssteuerbarkeit ist eine schwichere Eigenschaft als die
der Zustandssteuerbarkeit.

Steuerbarkeit in einem Unterraum. Eng verbunden mit der Ausgangs-
steuerbarkeit ist die Frage, ob man das System in dem durch

z=Hx
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beschriebenen Teilraumes des Zustandsraums IR™ in jeden beliebigen Punkt
z(Te) steuern kann. Fiir die Dimension (r,n) der Matrix H gilt r < n. Als
notwendige und hinreichende Bedingung dafiir muss die Testmatrix

Ssu=HSs=(HB HAB HA’B .. HA" 'B)

vollen Rang haben. Die fiir die Ausgangssteuerbarkeit maigebende Matrix
Sas erhilt man fiir nicht sprungfihige Systeme (D = O) aus dieser Bezie-
hung mit C = H.

Steuerbarkeitsmafle. Bisher wurde beziiglich der Steuerbarkeit die Frage
gestellt, ob das System in beliebig vorgegebene Zustinde gesteuert werden
kann. Wenn man diese Umsteuerung praktisch ausfiihren will, so ist es auch
interessant zu wissen, wie gut das System steuerbar ist, wie grof} also die
Stellamplituden fiir diese Umsteuerung sein miissen. Im Beispiel 3.1 wurde
erldutert, weshalb man sehr hiufig an kleinen Stellamplituden interessiert ist.

Haufig steht bei der Frage nach dem Grad der Steuerbarkeit ein Ver-
gleich der Steuerbarkeit der einzelnen Eigenvorgénge untereinander im Mit-
telpunkt. Wenn man das System stabilisieren will, ist es beispielsweise proble-
matisch, wenn die bereits stabilen Eigenvorginge gut steuerbar, die instabilen
Vorginge jedoch schlecht steuerbar sind.

In der Literatur sind viele unterschiedliche Bewertungsmafle vorgeschla-
gen worden. Modale Bewertungsmafle driicken aus, wie gut der Eingang iiber
die Zeile I;; der Matrix B auf den i-ten Eigenvorgang zugreift. Man definiert
deshalb als modales Steuerbarkeitsmaf} fiir den i-ten Eigenvorgang

Je grofler s; ist, umso kleiner kann die Amplitude von u sein, mit der das
System den vorgegebenen Zustand erreicht.

Die Steuerbarkeitsmafle haben den Mangel, dass aus ihnen nicht auf die
Groflenordnung der Reglerparameter geschlossen bzw. die fiir eine bestimmte
Regelungsaufgabe notwendigen (maximalen) Stellamplituden berechnet wer-
den konnen. Obwohl die Idee, die Steuerbarkeit quantitativ auszudriicken,
dem Wunsch des Ingenieurs nach Beantwortung dieser praktischen Fragen
Rechnung tragt, ist bisher keine befriedigende Losung gefunden worden.

Aufgabe 3.2"* Steuerbarkeit und Ubertragungsverhalten
Gegeben ist das System

. -1 -1 1
m:(l _3>:1:+<1>u, z(0) = xo.
y=x
1. Untersuchen Sie, welcher Eigenwert nicht steuerbar ist. Ist das System aus-
gangssteuerbar?

2. Stellen Sie die Ubertragungsfunktionsmatrix auf und vergleichen Sie deren Pole
mit den Eigenwerten der Systemmatrix des Zustandsraummodells.
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3. In welche Zustdnde x(Te) = y(T) kann das System aus der Ruhelage xo = 0
gesteuert werden?

4. Wie verdndert sich der Systemausgang, wenn das System nicht aus der Ruhela-
ge, sondern vom Anfangszustand €o = (1 1)’ aus mit derselben Eingangsgrofie
erregt wird? O

Aufgabe 3.3"" Systeme mit Polen und Nullstellen, die sich ,fast“ kiirzen

Wenn ein Eigenwert A der Matrix A zugleich Eingangsentkopplungsnullstelle ist, so
ist er nicht steuerbar und erscheint nicht in der Gewichtsfunktionsmatrix bzw. der
Ubertragungsfunktionsmatrix. Was passiert, wenn sich die Eingangsentkopplungs-
nullstelle um ¢ von A unterscheidet? Untersuchen Sie diese Fragestellung anhand
eines Systems zweiter Ordnung in kanonischer Normalform, indem Sie die Uber-
gangsfunktion in Abhangigkeit von ¢ berechnen. Zeigen Sie, dass der Eigenvorgang
e umso weniger angeregt wird, je kleiner ¢ ist. O

3.2 Beobachtbarkeit

3.2.1 Problemstellung und Definition der Beobachtbarkeit

Bei den meisten technischen Systemen sind nicht alle Zustandsvariablen
messbar. Statt dessen kann nur der Ausgangsvektor y(t) messtechnisch er-
fasst werden. Da die Dimension von y kleiner als die von x ist, ist es schon
aus Dimensionsgriinden nicht moglich, aus dem aktuellen Wert y(t) des Aus-
gangsvektors den aktuellen Wert x(t) des Zustandsvektors zu berechnen.
Wenn beispielsweise die Ausgabegleichung eines Systems zweiter Ordnung

v = o (20

lautet und zum Zeitpunkt ¢;
y(t) =8

gemessen wurde, so kann sich das System in jedem beliebigen Zustand befin-
den, fiir den die Beziehung

X1 (t)
2 4 =8
(2 4) (wz(t) >
gilt. Dies sind alle diejenigen Zusténde, die auf der Geraden

I :4—21172

liegen (Abb. 3.6).

Dem Beobachtungsproblem liegt nun die Uberlegung zu Grunde, dass man
iiber den Zustand des Systems mehr erfahren kann, wenn man die Bewegung
des Systems nicht nur in einem Zeitpunkt, sondern iiber ein bestimmtes Zeit-
intervall beobachtet und aus der Trajektorie y(t) (0 < ¢ < Te) mit Hilfe des
Modells den aktuellen Systemzustand rekonstruiert. Wenn das System durch
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2

AN

Abb. 3.6: Zustande, die dieselbe Ausgangsgrofie erzeugen

eine Steuerung u(t) von auflen in seiner Bewegung beeinflusst wird, so muss
man diese Steuerung kennen und in die Rekonstruktion des Zustandes ein-
flielen lassen. Man nennt ein System beobachtbar, wenn man den Zustand
auf diese Weise berechnen kann.

Da es auch hier wie bei der Steuerbarkeit auf den zeitlichen Verlauf der
Eingangs- und Ausgangsgrofien ankommt, wird im Folgenden an Stelle von
u und y mit den Bezeichnungen wujo,r.,) und yo 1, gearbeitet, die diesen
Sachverhalt hervorheben. Das Modell hat die gewohnte Form

& = Ax(t) + Bu(t), z(0) = xq (3.22)
y(t) = Cx(t), (3.23)

wobei im Folgenden nicht-sprungfihige Systeme betrachtet werden.

Definition 3.2 (Beobachtbarkeit) FEin System (3.22), (3.23) heifst
vollstindig beobachtbar, wenn der Anfangszustand xo aus dem iiber ein
endliches Intervall [0, T,] bekannten Verlauf der Eingangsgrife wjo 1. und
der AusgangsgrofSe Yo,1.] bestimmt werden kann.

Beobachtbarkeit des ungestorten Systems. In der Bewegungsgleichung
des Systems

y(t) = CP(t) zo + / C®(t — ) Bu(r) dr
0

stehen die freie Bewegung
Yrrei (1) = CB(t) o

und die erzwungene Bewegung
t
Yerma(£) = / CB(t — 1) Bul(r) dr.
0

Da der Anfangszustand nur in die freie Bewegung eingeht, kann er auch nur
aus dieser Bewegung berechnet werden. Da andererseits die freie Bewegung



3.2 Beobachtbarkeit 75

mit Hilfe des Modells aus der gegebenen Eingangsgrofie upg 7,) genau be-
stimmt werden kann
t

Ui (t) = 9(t) / C®(t - 7) Bu(r) dr,

wird im Folgenden nur das ungestorte System
z = Ax(t), z(0) = xo
y(t) = Cux(1)

betrachtet. Ist dieses System beobachtbar, so ist auch das gestorte System
beobachtbar. Folglich hingt die Beobachtbarkeit nur von den Matrizen A und
C ab, weshalb man auch von der Beobachtbarkeit des Paares (A, C) spricht.

Beobachtbarkeit und vollstindige Beobachtbarkeit. Wie bei der Steu-
erbarkeitsdefinition fordert die Beobachtbarkeitsdefinition, dass jeder belie-
bige Anfangszustand x¢ aus den Eingangs- und Ausgangsgrofien bestimmbar
sein soll. Deshalb spricht man genauer von wvollstindiger Beobachtbarkeit,
auch wenn im Folgenden dieses Attribut hiufig weggelassen wird.

Wenn das System nicht vollstindig beobachtbar ist, so ist die Beobacht-
barkeitseigenschaft an eine eingeschrinkte Menge von Anfangszustinden ge-
kniipft. Wie bei der Steuerbarkeit ist diese Menge ein Unterraum des Zu-
standsraumes [R™.

Beobachtbarkeit und Rekonstruierbarkeit. Bei dem geschilderten Be-
obachtungsproblem kann man sich einerseits fiir die Bestimmung des An-
fangszustandes x(0) interessieren, wie es in der Definition 3.2 getan wird.
Man kann aber auch am Zustand x(7.) am Ende des Beobachtungsinter-
valls interessiert sein, wobei auch hier als Informationen fiir die Bestimmung
von z(Te) die Verldufe uy 7,; und Y[o,7.] der Eingangs- und Ausgangsgrofien
zur Verfiigung stehen. Wenn x(Te) aus diesen Informationen bestimmbar
ist, so wird das System auch vollstindig rekonstruierbar genannt. Bei den
hier behandelten zeitinvarianten linearen Systemen sind beide Eigenschaften
dquivalent.

Bestimmung der Zustandstrajektorie. Die Beobachtbarkeit wird ent-
sprechend Definition 3.2 auf den Anfangszustand x¢ bezogen. Technisch in-
teressant ist jedoch der aktuelle Zustand x(7.), der am Ende des Beobach-
tungszeitraumes auftritt, oder der gesamte Verlauf x(o 1. des Zustandsvek-
tors. Die Beobachtbarkeitsdefinition muss auf diese erweiterte Fragestellung
keine Riicksicht nehmen, denn wenn es moglich ist, den Anfangszustand xg
zu bestimmen, so kann auch der gesamte Verlauf x[o 7,; mit Hilfe des Modells
und der bekannten Eingangsgréfle berechnet werden. Wenn im Folgenden die
Berechnung von xg im Mittelpunkt steht, so wird dies nur getan, weil sich
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dafiir die Untersuchungen besonders einfach darstellen lassen und alle wei-
terfiihrenden Fragen zur Zustandstrajektorie aus der Kenntnis von &g mit
Hilfe des Modells beantwortet werden konnen.

3.2.2 Beobachtbarkeitskriterium von KALMAN

In diesem und den nachfolgenden Abschnitten werden Beobachtbarkeitskri-
terien angegeben, die den Steuerbarkeitskriterien sehr dhnlich sind. Es wird
deshalb in dhnlicher Weise wie in den Abschnitten 3.1.2 - 3.1.5 vorgegan-
gen und zunéichst das auf KALMAN zuriickgehende Kriterium angegeben und
erldutert. Dabei wird offensichtlich, dass die Beobachtbarkeit eine zur Steu-
erbarkeit duale Eigenschaft ist, so dass die folgenden Untersuchungen dann
wesentlich kiirzer gefasst werden kénnen.
Das Kalmankriterium bezieht sich auf die Beobachtbarkeitsmatrix

c
CA

s,=| CcA? (3.24)

CAn—l

die eine (r - n,n)-Matrix ist. Sie ist quadratisch, wenn das System nur eine
Ausgangsgrofie besitzt.

Satz 3.4 (Beobachtbarkeitskriterium von KALMAN)
Das System (A, C) ist genau dann vollstindig beobachtbar, wenn die Be-
obachtbarkeitsmatriz S den Rang n hat:

Rang S = n. (3.25)

Notwendigkeit der Bedingung (3.25). Das Beobachtbarkeitsproblem ist
16sbar, wenn die Gleichung

yfrei(t) =Ce Atwo

nach xo auflosbar ist. Schreibt man diese Vektorgleichung ausfiihrlich, so
erhilt man r Gleichungen fiir die n Unbekannten im Vektor x,, die wegen
r < n nicht nach xo auflosbar sind. Da y(t) aber fiir das Zeitintervall [0, Te]
bekannt ist, kann diese Gleichung im Prinzip unendlich oft, ndmlich fiir alle
Zeitpunkte des angegebenen Intervalls, hingeschrieben werden. Es miissen die
Fragen untersucht werden, wieviele Gleichungen notwendig sind und ob das
Gleichungssystem eindeutig auflosbar ist.
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Diese Fragen sollen zunéchst fiir ein System mit nur einem Ausgang be-
antwortet werden. Schreibt man die freie Bewegung fiir n Zeitpunkte unter-
einander, so erhilt man das Gleichungssystem

Uieei (1) = /e At
yfrei(tQ) = cle Atz.’l}o
Ynrei(tn) = C'e At"%,
das als Vektorgleichung

Ytrei (tl) cle Aty
Ytrei (t2) cle Atz

. = . Zo
Z/frei(tn) ce Atn

zusammengefasst werden kann. Dieses Gleichungssystem ist genau dann nach
xo auflésbar, wenn fiir die auf der rechten Seite stehende (n,n)-Matrix

CIe At1
cIe Atz

M = _ (3.26)
cle Atn

die Beziehung

Rang M = n, (3.27)
gilt, denn dann erhilt man den Anfangszustand aus
yfrei(tl)
Yfr i(t2)
zo=M1| (3.28)
yfrei(tn)

Die Frage ist, unter welcher Bedingung die n Zeitpunkte ¢; so festgelegt wer-
den konnen, dass diese Matrix invertierbar ist.

Jede Zeile von M hat die Form c'e Ati, die sich mit Hilfe der Defini-
tionsgleichung (I-5.10) fiir die Matrixexponentialfunktion und dem Cayley-
Hamilton-Theorem (A2.45) folgendermaflen umformen lisst:

S 12 13
ceAti = ¢ 4 c'At; + c'A22—" + c'A33—" + ...

= co(ti)c' +c1(t))c A+ ca(ti)c' A + ...+ ¢, 1 (t;)) A" L.

Dabei sind die eingefiihrten Koeflizienten c¢;(¢;) Funktionen der Zeit ¢;. Aus
dieser Gleichung geht hervor, dass die i-te Zeile der Matrix M eine Linear-
kombination der Zeilenvektoren
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c, A, A’ .., A",

ist. Diese Darstellung von M zeigt, dass der Anfangszustand &g nur dann
aus n Messwerten des Ausgangs bestimmt werden kann, wenn die angegebe-
nen Zeilenvektoren linear unabhingig sind. Damit ist die Notwendigkeit der
Bedingung (3.25) fiir Systeme mit einem Ausgang nachgewiesen.

Fiir Systeme mit r Ausgéngen hat die Matrix M die Dimension (rn,n).
Die Auflosbarkeitsbedingung (3.27) bleibt dieselbe, denn unter dieser Bedin-
gung kann x entsprechend

yfrei(tl)

Ytrei (tz)

xo=(M'M)"'M’ (3.29)

Ytrei (tn)

aus den Messwerten bestimmt werden. In Analogie zu den bisherigen Uber-
legungen kann man sehen, dass die Zeilen von M Linearkombinationen der
Vektoren

! ! v I An—1 .
c,, A, c;A%, ... cA (1=1,2,....,7)

sind, wobei ¢} die i-te Zeile der Matrix C darstellt. Die Matrix M kann
bei geeigneter Wahl der Zeitpunkte ¢; genau dann den Rang n haben, wenn
es unter allen diesen Zeilen n linear unabhéngige gibt. Dieser Sachverhalt
wird mit der Bedingung (3.25) ausgedriickt, die damit auch fiir Systeme mit
mehreren Ausgangsgréfien notwendig ist.

Bestimmung von xy. Es wird nun angenommen, dass die Beobachtbar-
keitsbedingung (3.25) erfiillt ist. Fiir die Bestimmung von x, gibt es dann
u.a. die folgenden beiden Wege. Man kann die Gln. (3.28) und (3.29) fiir die
Bestimmung von x einsetzen, wenn man die Zeitpunkte t; so ausgewéhlt
hat, dass die Matrix M den Rang n hat. Dies gelingt h&ufig dadurch, dass
man einfach n beliebige, untereinander verschiedene Zeitpunkte aus dem In-
tervall [0, Te] auswéhlt. Sollte die Matrix M nicht den vollen Rang haben,
so wird die Rangbedingung i.Allg. schon nach geringfiigiger Veréinderung der
ausgewéhlten Zeitpunkte ¢; erfiillt.

Der zweite Weg ist dem bei der Steuerbarkeitsuntersuchung verwende-
ten sehr dhnlich. Wenn die Bedingung (3.25) erfiillt ist, so ist die gramsche
Beobachtbarkeitsmatrix

T.
Wg = / cA'lc'CeAldt (3.30)
0

fiir eine beliebige Endzeit T, positiv definit und folglich invertierbar. Der
Anfangszustand kann dann aus der Beziehung

Te ,
20 = W5 [ A Cye ) dr (3.31)
0
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ermittelt werden, wie man durch Einsetzen der Eigenbewegung
A
yfrei(t) =Ce tmo

leicht nachweisen kann. Zur Berechnung von Wy fiir T, = oo kann man
Gl. (3.8) mit verdnderter rechter Seite anwenden.

Beispiel 3.7 Beobachtbarkeit gekoppelterRiihrkesselreaktoren
Bei den im Beispiel 3.1 betrachteten Riihrkesselreaktoren kann nur die Konzen-
tration im zweiten Behélter gemessen werden. Es ist zu untersuchen, ob die Kon-
zentration im ersten Behilter aus dem Verlauf der Eingangs- und Ausgangsgrofie
rekonstruiert werden kann.

Aus dem auf Seite 56 angegebenen Modell (3.9), (3.10) erhélt man die Beob-
achtbarkeitsmatrix

0 1
‘S«B:<£_£>7
Va Va

die offenbar den Rang 2 besitzt. Also kann man die Konzentration z: des ersten
Behilters aus den Messwerten bestimmen. Voraussetzung ist lediglich, dass die
Reaktoren tatsdchlich durchflossen werden, also F' # 0 gilt. Andernfalls wéren
beide Reaktoren entkoppelt, so dass die Beobachtungsaufgabe aus offensichtlichen
Griinden nicht 16sbar wére.

0 05 1 15 2 25 3
Zeitins

Abb. 3.7: Verhalten der gekoppelten Riihrkesselreaktoren

Wie aus den Messgrofien der Anfangszustand berechnet werden kann, wird im
Folgenden fiir die Riihrkesselreaktoren mit den im Beispiel 3.1 angegebenen Para-
metern erlautert, fiir die das Zustandsraummodell

(:;;«1)_(—0,333 0><x1> (0,333) (:m(O))_(?)
i) =\ 2 2 &z )T 0 )% @)= \2

Y

Il
—~
o
—
N
7N
88
[
N~

entsteht. Das System wird von einem unbekannten Anfangszustand ausgehend
durch die Steuerung
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u(t) =2t

erregt, wobei die in Abb. 3.7 (unten) dargestellte Messkurve entsteht. Diese Kurve
beschreibt die Uberlagerung von erzwungener und freier Bewegung. Um daraus die
freie Bewegung bestimmen zu konnen, wird von dieser Messkurve die erzwungene
Bewegung

—0,333 0

t
yerzw(t):2/ 0 el &7 L) g4
0

subtrahiert, wodurch die in Abb. 3.8 gezeichnete Kurve entsteht.

0 0.5 1 15 2 25 3
Zeitins

Abb. 3.8: Eigenbewegung der Reaktoren

Aus dieser Kurve werden nun zwei Messpunkte entnommen, die hier bei t; = 0,5
und t2 = 2 liegen. Dabei erhélt man den Vektor

yei(0,5) \ _ [ 2,62
yfrei(2) - 1726 ’
In der Matrix M nach Gl. (3.26) steht als erste Zeile

—0,333 0
1 At

deAh — (o 1)e( 27 5 )os = (0,574 0,368).

Nach Berechnung der zweiten Zeile erhélt man

{0,574 0,368
M = (0,594 0,0183> :

Diese Matrix ist regulir. Als Anfangszustand folgt mit Hilfe von GIl. (3.28)

(:m(O)) _ (1,998)
22(0) | = { 4,003 |-

Von diesem Anfangszustand aus hat das System seine Bewegung begonnen. Die
vollstindige Zustandstrajektorie kann mit Hilfe des Modells und dieser Anfangsbe-
dingung berechnet werden.

Diskussion. Bei der Simulation wurde mit dem Anfangszustand zo = (2 4)
gearbeitet. Der Rechenfehler ist nicht durch numerische Ungenauigkeiten, sondern
vor allem durch die begrenzte Genauigkeit beim Ablesen der Messpunkte y(¢;)
verursacht. In der praktischen Anwendung fithren Messungenauigkeiten zu erheblich
grofleren Abweichungen als hier.

Bei diesem Beispiel stimmt die Ausgangsgrifie mit der zweiten Zustandsvaria-
blen iiberein. Der Messwert y(0) gibt deshalb den Anfangswert von x> an. Das
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Beobachtungsproblem beinhaltet deshalb nur die Bestimmung des Anfangswertes
von z1. Deshalb konnte man die Berechnung gegeniiber dem allgemeinen Losungs-
weg in diesem Beispiel etwas vereinfachen. O

Folgerungen aus dem Kalmankriterium. Ahnlich wie bei der Analy-
se der Steuerbarkeit konnen aus dem Kalmankriterium der Beobachtbarkeit
folgende Schlussfolgerungen gezogen werden:

e Wenn das System vollstandig beobachtbar ist, so kann der Anfangszustand
xo aus einem beliebig kurzen Ausschnitt des Verlaufes der Eingangs- und
Ausgangsgrofien berechnet werden, d.h., T, kann beliebig klein sein.

Die Untersuchungen dieses Kapitels betreffen nur die Frage, ob der Zustand
aus den Eingangs- und Ausgangsgrofien bestimmt werden kann. Wie man
dies unter den in der Praxis auftretenden Bedingungen, die insbesondere
Messfehler und Storungen auf das System einschlieflen, tatsichlich macht,
wird im Kap. 8 behandelt.

e In Analogie zu den Steuerbarkeitsindizes kénnen Beobachtbarkeitsindizes
definiert werden. Sie zeigen, wieviele unterschiedliche Messpunkte y(t;)
tatsdchlich notwendig sind, um x( zu berechnen.

3.2.3 Dualitit von Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit

Die Behandlung der Kalmankriterien fiir Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit
hat gezeigt, dass die Steuerbarkeit des Paares (A, B) in sehr dhnlicher Weise
wie die Beobachtbarkeit des Paares (A, C) nachgewiesen werden kann. Ver-
wendet man néimlich das Steuerbarkeitskriterium mit A’ an Stelle von A und
C' an Stelle von B, so geht es in das Beobachtbarkeitskriterium iiber. Man
sagt deshalb, dass beide Eigenschaften dual zueinander sind.

Um diesen Sachverhalt noch etwas genauer auszufiihren, werden die bei-
den Systeme

& = Ax(t) + Bu(t), z(0) = xg

y(t) = Cx(t)

und
7 = A'zy + C'ur (3.32)
Yt = B'zr

betrachtet. Die Matrizen des zweiten Systems sind gerade die transponierten
Matrizen des Originalsystems (A, B, C) , wobei gleichzeitig die Eingangsma-
trix und die Ausgangsmatrix vertauscht wurden. Man bezeichnet das System
(A, B,C) auch als das primére System und das System (A’,C', B') als das
duale System.
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Die Dualitit von Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit duflert sich nun fol-
gendermafien:

Das duale System ist genau dann vollsténdig steuerbar bzw. vollstindig
beobachtbar, wenn das priméire System vollstindig beobachtbar bzw.
vollstandig steuerbar ist.

Diese Eigenschaft kann im Folgenden ausgenutzt werden, um die fiir die
Steuerbarkeit abgeleiteten Kriterien ohne Beweis in Kriterien fiir die Beob-
achtbarkeit zu {iberfiihren.

3.2.4 Weitere Beobachtbarkeitskriterien

Beobachtbarkeit der kanonischen Normalform. Wenn das Modell mit
Hilfe der Transformation (3.11) in die kanonische Normalform transformiert
ist und, zur Vereinfachung der Darstellung, v = 0 angenommen wird, so
erhélt man die Modellgleichungen

Z—f = diag \; (t),  @(0) =V 'x, (3.33)

y(t) = Ci(t) (3.34)
mit

c=cCV. (3.35)

Da der Anfangszustand &o nur dann aus y berechnet werden kann, wenn alle
Eigenvorgénge in y eingehen, ist eine notwendige Bedingung fiir die Steu-
erbarkeit, dass die Matrix C keine Nullspalten enthilt. Diese Bedingung ist
auch hinreichend, wenn alle Eigenwerte einfach auftreten. Andernfalls gelten
dhnliche Zusatzbedingungen, wie sie bei der Steuerbarkeit auftreten und im
folgenden Kriterium aufgefiihrt sind.

Satz 3.5 (Beobachtbarkeitskriterium von GILBERT)

Das System (diag A;, é’), dessen Zustandsraummodell in kanonischer Nor-
malform vorliegt, ist genau dann vollstindig beobachtbar, wenn die Matriz
C keine Nullspalte besitzt und wenn die p Spalten ¢é; der Matriz C, die zu
den kanonischen Zustandsvariablen eines p-fachen Eigenwertes gehdren,
linear unabhdingig sind.

Diese Betrachtungen erméglichen es, die Beobachtbarkeit auf einzelne Fi-
genvorginge bzw. Eigenwerte zu beziehen. Wenn das System nicht vollsténdig
beobachtbar ist, so kann man mit dem Gilbertkriterium ermitteln, welche ka-
nonischen Zustandsvariablen und folglich welche Eigenwerte nicht beobacht-
bar sind.
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Beobachtbarkeitskriterium von HAuTUs. Wendet man die Dualitdt von
Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit auf das Hautuskriterium fiir die Steuer-
barkeit an, so erhélt man das folgende Beobachtbarkeitskriterium.

Satz 3.6 (Beobachtbarkeitskriterium von HAUTUS)
Das System (A,C) ist genau dann vollstindig beobachtbar, wenn die Be-
dingung

A~ A) =n (3.36)

Rang < C

fiir alle komplexen Werte \ erfiillt ist.

Auch hier reicht es aus, die Beziehung (3.36) fiir diejenigen A zu iiber-
priifen, die Eigenwerte der Matrix A sind. Ist die angegebene Bedingung
fiir ein oder mehrere dieser Werte nicht erfiillt, so weifl man nicht nur, dass
das System nicht vollstindig beobachtbar ist, sondern kennt auch die Eigen-
vorgénge, die nicht beobachtet werden kénnen.

Das Hautuskriterium zeigt auch, dass die nicht beobachtbaren Eigen-
werte der Matrix A mit den Ausgangsentkopplungsnullstellen des Systems
(A, B, C) iibereinstimmen.

3.2.5 Nicht vollstindig beobachtbare Systeme

Wichtige Griinde dafiir, dass ein System nicht vollstindig beobachtbar ist,
sind im Folgenden aufgefiihrt.

Eigenvorgénge, die nicht mit dem Ausgang verbunden sind, sind nicht
beobachtbar.

In der kanonischen Normalform des Zustandsraummodells macht sich die-
ser Grund fiir nicht beobachtbare Eigenvorginge in Nullspalten der Matrix
C bemerkbar. Wenn das betrachtete System aus mehreren Teilsystemen be-
steht, muss man das Modell meist gar nicht in die kanonische Normalform
transformieren, weil aus der Zusammenschaltung der Teilsysteme bestimm-
te Strukturen fiir die Matrizen A und C folgen und Nullspalten durch die
Struktur des Gesamtsystems begriindet sind.
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u,
X4 l
Uj—»| X, X, F—> Y,
Yi

Abb. 3.9: Reihenschaltung zweier Teilsysteme

Beispiel 3.8 Nicht beobachtbare Zustéinde einer Reihenschaltung

Ein Beispiel dafiir ist in Abb. 3.9 angegeben. Die Reihenschaltung der beiden Teil-
systeme fithrt auf ein Modell der Form

d 1 t A11 O 1 t _B1 O )
dt (22&;) - (A21 A22> (22&3) + ( 0 BQ> (ZQ) (3.37)
1t _(Cu O 1(t
<32gt§ ) - <C'21 Cs2 > <§25t; ) : (3.38)

Wenn man nur den Ausgang y, zur Verfiigung hat, so kann man den Zustand 2
nicht beobachten, weil das Teilsystem 1 gar keine Informationen iiber das Teilsys-
tem 2 erhalt, was sich in der Nullmatrix in der Ausgabegleichung niederschlagt.
O

Zwei parallele Teilsysteme mit denselben dynamischen Eigenschaften sind
nicht vollsténdig beobachtbar.

Als Beispiel kann wieder die auf Seite 66 angegebene Parallelschaltung zwei-
er Ubertragungsglieder erster Ordnung herangezogen werden. Wendet man
das Hautuskriterium auf das System (3.17), (3.18) an, so sieht man, dass
ein Eigenwert nicht beobachtbar ist. Der Grund liegt darin, dass zwar beide
Zustandsvariablen den Ausgang beeinflussen, aus der Summe beider jedoch
nicht die beiden Anfangswerte berechnet werden konnen, da sich beide Zu-
standsvariablen in derselben Geschwindigkeit bewegen.

Lassen sich in der Ubertragungsfunktion eines Eingréfensystems Pole ge-
gen Nullstellen kiirzen, so kann man die mit den Polen verbundenen Ei-
genvorginge nicht beobachten (bzw. nicht steuern).

Der Grund dafiir ist, dass nicht beobachtbare Eigenwerte Ausgangsentkopp-
lungsnullstellen sind, die in der Ubertragungsfunktion gegen die Pole gleicher
Grofe gekiirzt werden. Dasselbe war ja schon fiir die nicht beobachtbaren
Eigenwerte, die Eingangsentkopplungsnullstellen darstellen, erklirt worden.

Beobachtbarer Unterraum. Wenn das System nicht vollstdndig beobacht-
bar ist, so ist nur die Bewegung innerhalb eines Unterraumes des Zustands-
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raumes |IR™ beobachtbar. Dieser Unterraum wird durch die Zeilen der Be-
obachtbarkeitsmatrix Sp festgelegt. Der nicht beobachtbare Teilraum um-
fasst alle diejenigen Vektoren x, fiir die die Beziehung

SBIBZO

erfiillt ist. Mathematisch gesehen bilden alle diese Vektoren den Nullraum
der Matrix Sy

N(SB):{QZ : SBil?:O}

(siehe Gl. (A2.32)). Fiigt man zu einem gegebenen Vektor x;, der auf die
Ausgangsgrofie

y=Cux

fiihrt, einen Vektor & € A'(Sg) hinzu, so #ndert sich der Wert der Ausgangs-
grofle nicht:

y:le +Cm:Cm1

Das System kann sich also beliebig in N(Sg) bewegen, ohne dass dies am
Ausgang erkennbar wird.

Ahnlich wie bei der Steuerbarkeit kann die Bewegung des Systems dann
in den beobachtbaren und den nicht beobachtbaren Anteil zerlegt werden:

m(t) = mbeob(t) + Znbeob (t) (339)

Verwendet man kanonische Zustandsvariablen, so ist diese Aufteilung wieder
leicht zu iibersehen, denn jede Zustandsvariable Z; tritt nur in einem der
beiden Vektoren auf.

Aufgabe 3.4 Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit von Mehrgrofiensystemen
Untersuchen Sie, ob das System

o= (O L) (54)
11 00
1= (31)=+ (39)e

vollstédndig steuerbar, ausgangssteuerbar bzw. vollstandig beobachtbar ist. O

Aufgabe 3.5 Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit zusammengeschalteter Systeme

1. Untersuchen Sie, ob die Reihenschaltung und die Parallelschaltung zweier In-
tegratoren vollstindig steuerbar ist.

2. Gegeben ist die Parallelschaltung zweier Teilsysteme mit identischen dynami-
schen Eigenschaften. Ist das Gesamtsystem vollstindig steuerbar, ausgangs-
steuerbar bzw. vollstindig beobachtbar? O
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Aufgabe 3.6* Ubertragungsfunktion nicht vollstindig steuerbarer und beobacht-
barer Systeme

Gegeben ist das System

(353)=+ (i)
y=(10)=

1. Untersuchen Sie, ob das System steuerbar und beobachtbar ist.

Bestimmen Sie die Nullstellen des Systems.

3. Berechnen Sie die Ubertragungsfunktion und vergleichen Sie die Ordnung der
Ubertragungsfunktion sowie deren Pole mit der Systemordnung bzw. den Ei-
genwerten der Systemmatrix.

4. Ist das System zustandsstabil und E/A-stabil? O

T

N

Abb. 3.10: Satellit iiber der Beobachtungsstation

Aufgabe 3.7" Beobachtbarkeit der Satellitenbewegung

Ein Satellit bewegt sich geostationdr iiber einer Beobachtungsstation, wie es in
Abb. 3.10 gezeigt ist. Es wird angenommen, dass vom Boden aus nur die Positi-
onsabweichung in Richtung h gemessen werden kann. Diese Abweichung hat aber
i.Allg. auch Abweichungen in radialer Richtung v zur Folge. Kann der Zustand des
Satelliten aus der Messgrofie beobachtet werden?

Die Bewegung des Satelliten ist durch die Gleichungen

B — 2wh — 3w u(t) = 0 (3.40)
h+ 2wt = u(t) (3.41)
beschrieben, wobei w = 2% 4[22‘3] die Winkelgeschwindigkeit der Erde und des

Satelliten um den Erdmittelpunkt ist und » die Beschleunigung des Satelliten durch
seine Steuerdiisen in h-Richtung bezeichnet. O
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u, &)

Abb. 3.11: Behaltersystem

Aufgabe 3.8 Beobachtbarkeit der Fiillstinde eines Behiltersystems

Stellen Sie fiir das in Abb. 3.11 gezeigte Behiltersystem das Zustandsraummodell
auf und untersuchen Sie, ob die Fiillstinde der drei Behélter aus der Kenntnis der
Zufliisse u1 und uz und des Ausflusses y beobachtet werden kénnen. O

3.3 KALMAN-Zerlegung des Zustandsraummodells

Wie die vorangegangenen Untersuchungen gezeigt haben, kénnen in einem

System sowohl steuerbare als auch nicht steuerbare sowie beobachtbare und

nicht beobachtbare Eigenvorgidnge bzw. kanonische Zustandsvariablen auf-

treten. Man kann den Zustandsvektor & deshalb durch eine Transformation
g=T 'z

in einen Vektor & iiberfithren, der in vier Teilvektoren zerlegt werden kann

Ty
- To
= " ,
T3
Ty
so dass

&, die steuerbaren, aber nicht beobachtbaren Zustandsvariablen,

I, die steuerbaren und beobachtbaren Zustandsvariablen,

x3 die nicht steuerbaren und nicht beobachtbaren Zustandsvariablen,
x4 die nicht steuerbaren, aber beobachtbaren Zustandsvariablen

enthilt. Diese Transformation fithrt auf ein Zustandsraummodell, das die
folgende Struktur besitzt:

T ;111 %112 12113 15414 T B1
d | @& O Ay, O Ay Ty B,
L I o2 L 42
dt | s O O Ay Ay | |3 |T| 0 [*® (342)

i4 (0] (0] (0] A44 i4 o
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y(t) = (0 C2 O Cy)| (3.43)
Ty
Dieses System kann als Blockschaltbild wie in Abb. 3.12 angegeben dargestellt
werden. Man spricht von der KALMAN-Zerlegung des Systems.

steuerbar
nicht beobachtbar
X1

f

steuerbar

u y
% beobachtbar

X

nicht steuerbar
nicht beobachtbar
X3

!

nicht steuerbar
beobachtbar
X,

4

Abb. 3.12: Kalmanzerlegung des Zustandsraummodells

Die Eigenwerte der Systemmatrix lassen sich aus den getrennten Eigen-
wertproblemen fiir die in der Diagonale stehenden Matrizen A;; berechnen.
Damit der Vektor in der angegebenen Weise zerlegt werden kann, miissen
die Paare (An,Bl) und (AZQ,BZ) vollstiandig steuerbar und die Paare
(;422, éz) und (;444, (~74) vollstindig beobachtbar sein. Die im transformier-
ten Zustandsraummodell angegebenen Nullmatrizen sichern, dass sich die
Steuerbarkeit bzw. Beobachtbarkeit der Teilsysteme nicht auf andere Teil-
systeme iibertrigt, was die angestrebte Dekomposition zerstoren wiirde. Die
oberhalb der Diagonale stehenden Matrizen Alg, Alg, ;114, ;124 und A34
konnen beliebig besetzt sein. Sie haben keinen Einfluss auf die Steuerbarkeit
und Beobachtbarkeit des Gesamtsystems.

Fiir ein gegebenes System ist es u.U. nicht ganz einfach, die Transfor-
mationsmatrix T zu finden, mit der das transformierte Zustandsraummodell
in der angegebenen Weise zerlegt ist. Man kann sich in jedem Falle damit
behelfen, dass man das Modell in die kanonische Normalform iiberfiihrt und
die kanonischen Zustandsvariablen entsprechend ihrer Steuerbarkeit und Be-
obachtbarkeit sortiert. Bei vielen Systemen kann man aber die angestreb-
te Zerlegung bereits durch Umordnen von Teilvektoren erreichen, weil die
Griinde fiir Nichtsteuerbarkeit und Nichtbeobachtbarkeit hdufig darin liegen,
dass bestimmte Informationskopplungen nicht vorhanden sind, also Nullen in
den Systemmatrizen auftreten.
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HON® X
0
Abb. 3.13: Invertiertes Pendel

Beispiel 3.9 Kalmanzerlegung des Zustandsraummodells des invertierten Pendels
Das Verhalten des invertierten Pendels in Abb. 3.13 ist durch die Wagenposition
z(t) und den Winkel ¢(¢) beschrieben, die beide einschliefilich ihrer ersten Ableitun-
gen als Zustandsvariable im Modell erscheinen. Gemessen werde in diesem Beispiel
nur der Pendelwinkel. Eingangsgrofie ist die den Wagen beschleunigende Kraft, die
durch einen Elektromotor mit der Eingangsspannung u(t) erzeugt wird. Fiir das
Zustandsraummodell gilt

8
~

o~
=

I

T
f mit den Mafleinheiten m
¢

u(t)  mit der MaBleinheit V

y(t) = ¢ mit der Mafleinheit rad
0 0 1 0
o o o 1
A= 0 —0.88 —1.9 0.0056
0 215 39 -0.14
0
0
b= 0.3
—0.62
¢ =(0100)
d = 0.

Man kann sich mit dem Hautuskriterium davon iiberzeugen, dass ein Eigenwert
A = 0 nicht beobachtbar ist, denn die Matrix

0 0 -1 0

A 0 0 0 1
( ,>: 0 088 1.9 —0.0056

¢ 0 —21.5 —3.9 0.14
0 1 0 0

hat nur den Rang drei. Sieht man sich die Modellgleichungen genauer an, so erkennt
man, dass sie bereits in der dekomponierten Form vorliegen, wenn man

)
5}1::12, T2 = CU
¢
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setzt. Misst man nur den Winkel ¢ des Lasthakens, so kann man daraus zwar
die Winkelgeschwindigkeit ¢ und die Wagengeschwindigkeit & bestimmen, nicht
jedoch die aktuelle Position z. Da das System vollstandig steuerbar ist, gibt es die
Komponenten &3 und &4 nicht. Das Zustandsraummodell hat die Form

0] 0 1 0 0
di(?): 0] 0 0 1 (§1>+ 0 |u
£\ T2 0| —0.88 —1.9 0.0056 2 0.3

0] 215 39 —0.14 —0.62

Y

<0|100)(§;>,

in der die Zerlegung der einzelnen Matrizen eingetragen ist. O

E/A-Verhalten nicht vollstindig steuerbarer und beobachtbarer
Systeme. Die Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit betreffen die unabhéngi-
gen Fragen, inwieweit der Eingang u den Systemzustand beeinflusst bzw.
wie der Zustand « in den Ausgang y eingeht. Fiir das E/A-Verhalten spielen
beide Eigenschaften gemeinsam eine entscheidende Rolle, denn das Ubertra-
gungsverhalten wird durch die Wirkungskette u — x — y bestimmt, die
sowohl von der Steuerbarkeit als auch von der Beobachtbarkeit abhingt.

Das E/A-Verhalten beschreibt die Ubertragungseigenschaften des Sys-
tems vom Eingang u zum Ausgang y, wobei vorausgesetzt wird, dass sich das
System zur Zeit ¢t = 0 in der Ruhelage befindet. Wie man aus der Abb. 3.12
erkennen kann, hingt das E/A-Verhalten nur vom steuerbaren und beobacht-
baren Teil des Systems ab. Die anderen Teile werden entweder nicht angeregt,
oder ihr Verhalten schlégt sich nicht im Systemausgang y nieder. Dies hat
zur Folge, dass sowohl in die Gewichtsfunktionsmatrix G(t) als auch in die
Ubertragungsfunktionsmatrix G(s) nur diejenigen Eigenvorgiinge eingehen,
die zur Matrix ;422 gehoren, also steuerbar und beobachtbar sind.

Auf die Tatsache, dass nicht alle Eigenwerte der Matrix A auch Pole der
Ubertragungsfunktion sind bzw. in die Gewichtsfunktionsmatrix eingehen,
ist bereits an mehreren Stellen hingewiesen worden. Jetzt wird offensichtlich,
dass die fehlende Steuerbarkeit oder Beobachtbarkeit die Ursache dafiir ist.
Die fiir Zustandsraummodelle in kanonischer Normalform abgeleiteten Be-
dingungen (I-5.98) sowie die fiir Mehrgroflensysteme erhaltenen Bedingungen
(2.32)

ézi); = Oa
unter denen der Eigenwert \; nicht in G(¢) und folglich auch nicht in G(s)
vorkommt, ist genau dann erfiillt, wenn entweder ¢; eine Nullspalte von C
oder b eine Nullzeile von B ist, der Eigenwert also nicht beobachtbar oder
nicht steuerbar ist.

Dabei ist es gleichgiiltig, ob der Signalweg uw +— « +— y durch ei-
ne Eingangsentkopplungsnullstelle oder eine Ausgangsentkopplungsnullstelle
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blockiert wird. Sieht man sich die in Abb. 3.14 dargestellten Systeme an, so
erkennt man, dass beide Reihenschaltungen dieselbe Ubertragungsfunktion

_ Z1(s)Zx(s)
 Ni(s)Na(s)
haben, in die der Eigenwert —A nicht eingeht. Mathematisch gesehen kiirzt
sich der Linearfaktor (s + A) im Nenner gegen denselben Linearfaktor im

Zéhler. Technisch gesehen sind jedoch die Ursachen dafiir, dass A kein Pol
der Ubertragungsfunktion ist, verschieden.

G(s)

U (stMZ, | Y=Y, z, v
—
I Y (s*MN,
U z, Yi=U, (s*MZ, v
—> —>
(S*N, N,

Abb. 3.14: Nicht steuerbare und beobachtbare Systeme

Im ersten Beispiel ist —\ ein Pol des rechten Ubertragungsgliedes. Die
Ubertragungsnullstelle des linken Ubertragungsgliedes bei —\ wird in der
Reihenschaltung beider Ubertragungsglieder zu einer Eingangsentkopplungs-
nullstelle, auf Grund derer der aus dem zweiten Ubertragungsglied stammen-
de Eigenwert nicht steuerbar ist und deshalb nicht in der Ubertragungsfunk-
tion vorkommt.

Im zweiten Beispiel ist —\ ein Pol des linken Ubertragungsgliedes. Der
zugehorige Eigenvorgang kann durch u angeregt werden. Da jedoch das rechte
Ubertragungsglied eine Nullstelle bei —\ besitzt, wird der Term e =, der in
y; und folglich am Eingang des zweiten Ubertragungsgliedes erscheint, nicht
zum Ausgang y iibertragen.

Beiden Beispielen ist gemeinsam, dass auf dem Signalweg von u nach y
eine Nullstelle bei —\ liegt, die die Ubertragung blockiert. Fiir die Ubertra-
gungsfunktion ist dabei gleichgiiltig, ob diese Blockierung die Anregung des
Eigenvorganges e ~* oder dessen Ubertragung an den Ausgang betrifft.

Diese Uberlegungen fithren auf zwei wichtige Folgerungen, auf die man
achten sollte, wenn man bei der Behandlung von Regelungssystemen haufig
zwischen Zeitbereichs- und Frequenzbereichsbetrachtungen wechselt und die
Modellgleichungen so transformiert, dass man die wichtigsten Eigenschaften
besonders gut erkennen kann.

e Transformationen des Zustandsraumes &ndern nichts an den Eigenschaf-
ten der Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit.

e Uber die Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit kann nicht anhand der
Ubertragungsfunktion oder der Gewichtsfunktion entschieden werden,
denn diese E/A-Beschreibungen geben nur den vollstéindig steuerbaren
und beobachtbaren Teil des Systems wieder.
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Konsequenzen fiir den Regelkreis. Die Zerlegung des Modells der Regel-
strecke entsprechend der Steuerbarkeits- und Beobachtbarkeitseigenschaften
in die angegebenen vier Komponenten hat wichtige Konsequenzen fiir die
Eigenschaften des Regelkreises und insbesondere fiir die Moglichkeiten, die
Regelkreiseigenschaften durch geeignete Wahl eines Reglers zu beeinflussen.

Wie in Abb. 3.12 zu sehen ist, liegt nur der steuerbare und beobachtbare
Teil der Regelstrecke in dem iiber den Regler geschlossenen Kreis. Folglich
kann der Regler nur diesen Teil der Regelstrecke in seinem Verhalten be-
einflussen. Diese Tatsache kann man sich anhand einer proportionalen Aus-
gangsriickfiihrung

u(t) = —Kyy
schnell klarmachen. Fiir den geschlossenen Kreis erhilt man damit das Modell
1 Ay %112 - -?IKyQQ A 15414 - Ele(ih T
d | @ | _ O Ay, -B,K,Cy O Ay,—B)K,C, o
dt -’i3 a O O A33 1:434 -%3 ’
T o o o Ay T4

aus dem hervorgeht, dass nur die zur Matrix As, also zum steuerbaren und
beobachtbaren Teil gehoérenden Eigenwerte durch den Regler verdndert wor-
den sind. Sdmtliche anderen Eigenwerte sind vom Regler unabhingig.

Dieser Sachverhalt wird im Kap. 6 noch ausfiihrlich untersucht, wobei
auch gezeigt wird, dass sich nichts éndert, wenn an Stelle der proportionalen
Riickfiihrung ein beliebiger dynamischer Regler verwendet wird. Da er die
Moglichkeiten, das Regelkreisverhalten durch geeignete Wahl des Reglers zu
verdndern, prinzipiell beschneidet, soll er hier im Vorgriff auf eine spiitere
detaillierte Begriindung bereits erwihnt werden:

¢ Ein instabiles System kann genau dann durch einen Regler stabilisiert
werden, wenn sédmtliche instabilen Eigenwerte zum steuerbaren und be-
obachtbaren Teil der Regelstrecke gehoren.

e Durch geeignete Wahl des Reglers kénnen sdmtliche Eigenwerte der
Regelstrecke genau dann verdndert werden, wenn die Regelstrecke
vollstindig steuerbar und beobachtbar ist.

Beziiglich der Stabilitét ist hierbei die Zustandsstabilitdt gemeint, denn
in der E/A-Stabilitit spielen die nicht steuerbaren oder nicht beobachtbaren
Systemkomponenten keine Rolle.

Auf Grund dieser Tatsachen sind aufler den Eigenschaften der Steuerbar-
keit und Beobachtbarkeit weitere Begriffe eingefiihrt worden, die sich auf die
Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit der instabilen Eigenwerte beziehen. Ein
System wird stabilisierbar genannt, wenn alle instabilen Eigenwerte steuerbar
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sind. Es wird ermittelbar?genannt, wenn alle instabilen Eigenwerte beobacht-
bar sind.

Nutzung der Steuerbarkeits- und Beobachtbarkeitseigenschaften.
Die Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit wurde bisher ausschlielich beziiglich
der Stellgrofle © und der RegelgroBe y untersucht. Genau dieselben Un-
tersuchungen konnen jedoch auch fiir andere Eingangs- oder Ausgangssi-
gnale durchgefiihrt werden, wobei man - im Gegensatz zu den bisherigen
Untersuchungen - hiufig gar nicht an einer vollstdndigen Steuerbarkeit und
Beobachtbarkeit interessiert ist. Die folgenden Beispiele sollen dies deutlich
machen.

e Betrachtet man die Steuerbarkeit eines Systems beziiglich der Stéreingén-

ge, so wird die Regelungsaufgabe vereinfacht, wenn sich zeigt, dass nur
ein Teil der Regelstrecke durch die Storung steuerbar ist. Dies bedeutet
némlich, dass der nicht steuerbare Teil dem Stéreinfluss gar nicht unterliegt
und folglich auch nicht geregelt werden muss (soweit die Regelung der
Storunterdriickung dient).
Andererseits kann es vorkommen, dass ein durch die Stellgrofle nicht steu-
erbarer Teil durch die Stérung steuerbar ist. Das heifit, dass eine Regelung,
die mit dieser StellgroBe arbeitet, den Storeinfluss in dem nicht steuerbaren
Teil nicht kompensieren kann.

e Eine Reihe von Regelungsverfahren nutzen die Nichtsteuerbarkeit aus. So

beruht die Storentkopplung darauf, dass durch eine geeignete Wahl des
Reglers erreicht wird, dass die Regelgrofie nicht mehr von der Storgrofie
abhingt, also die Eigenvorginge des Regelkreises nicht gleichzeitig von der
Storgrofle steuerbar und durch die Regelgrofie beobachtbar sind.
Bei einigen sequenziellen Verfahren fiir die Polverschiebung werden nach-
einander mehrere Regler entworfen, wobei mit jedem Regler ein Teil der
Eigenwerte auf vorgegebene Werte platziert wird. Dabei wird die Regler-
matrix so gewéhlt, dass die zuvor bereits verschobenen Eigenwerte nicht
steuerbar oder nicht beobachtbar sind und der Regler folglich nur die rest-
lichen Eigenwerte beeinflussen kann.

e Betrachtet man gekoppelte Systeme, bei denen mehrere Teilsysteme iiber
Koppelsignale miteinander in Beziehung stehen, so ist es interessant zu un-
tersuchen, welche Eigenvorginge der Teilsysteme durch die Koppelsignale
steuerbar und beobachtbar sind. Nur diese Eigenvorginge werden ndmlich
durch die anderen Teilsysteme beeinflusst. Die iiber die Koppelsignale nicht
steuerbaren oder nicht beobachtbaren Eigenwerte sind im entkoppelten
Teilsystem dieselben wie im verkoppelten Gesamtsystem.

™

An Stelle von ermittelbar spricht man in der deutschsprachigen Literatur auch
von entdeckbar. Beides sind Ubersetzungen der englischen Bezeichnung detecta-
ble. Damit ist gemeint, dass instabile Eigenvorgénge im Ausgangsvektor erkenn-
bar sind.
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3.4 Strukturelle Analyse linearer Systeme

3.4.1 Struktur dynamischer Systeme

Die bisher behandelten Beispiele haben gezeigt, dass die Griinde fiir das Feh-
len der vollstindigen Steuerbarkeit oder Beobachtbarkeit hiufig nicht in ein-
zelnen Parameterwerten zu suchen sind, sondern auf das Nichtvorhandensein
von Signalkopplungen zuriickgefithrt werden kénnen. So ist der Zustand x4
in der in Abb. 3.9 auf S. 84 dargestellten Reihenschaltung nicht von y, aus
beobachtbar, weil es gar keinen Signalweg von @2 nach y, gibt. Derselbe
Grund fithrt dazu, dass der Zustand x; nicht durch us steuerbar ist.

Diese Tatsache legt es nahe zu untersuchen, inwieweit die Eigenschaften
der Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit von den innerhalb des betrachteten
Systems auftretenden Signalkopplungen bestimmt werden und damit weitge-
hend von den konkreten Parameterwerten unabhingig sind. Diese Untersu-
chungen werden auch als ,strukturelle Analyse“ bezeichnet, weil sie sich nur
auf die durch die Struktur des Systems gegebenen Signalkopplungen beziehen
und von Parameterschwankungen weitgehend unabhéngig sind.

Strukturmatrizen dynamischer Systeme. Die Struktur dynamischer
Systeme

& = Axz(t) + Bu(t), z(0) = xq (3.44)
y(t) = Cx(t), (3.45)

wird durch die Lage der von null verschiedenen Elemente in den Matrizen
A, B und C beschrieben. Man klassifiziert deshalb die Elemente in solche,
die fiir simtliche Parameterwerte des Systems verschwinden, und solche, die
einen von null verschiedenen Wert haben kénnen. Wéahrend man die erste
Gruppe durch Nullen kennzeichnet, trigt man fiir die zweite Gruppe Sterne
in die Matrix ein, die kennzeichnen, dass an den betreffenden Stellen ,irgend-
welche“ von null verschiedenen Werte stehen. Indem man die Matrixelemente
in dieser Weise durch Nullen und Sterne ersetzt, geht man von den gegebenen
(numerischen) Matrizen A, B und C zu den Strukturmatrizen [A], [B] bzw.
[C] iiber. Die durch die eckigen Klammern beschriebene Operation ordnet
jedem Matrixelement eine Null oder einen Stern zu.

Beispielsweise kann man die Systemmatrix der im Beispiel 3.1 auf S. 56
betrachteten Riihrkesselreaktoren in Abhéngigkeit von den physikalischen Pa-
rametern des Systems in der Form

F
A=
r _F
Va Va

schreiben. Dabei wird offensichtlich, dass in der oberen rechten Ecke dieser
Matrix fiir beliebige Parameterwerte eine Null steht, wihrend alle anderen
Elemente von null verschieden sind. Die zugehorige Strukturmatrix ist also
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a=(17)

An diesem Beispiel wird offenkundig, dass man Strukturmatrizen auch dann
aufstellen kann, wenn man die genauen Systemparameter nicht kennt. Die
strukturelle Analyse des Systems kommt also dem Umstand entgegen, dass
Systeme haufig fiir ungenau bekannte Parameter analysiert werden miissen,
wie es fiir die Projektierungsphase der Regelung typisch ist.

Ganz allgemein wird im Folgenden immer von einer Strukturmatrix ge-
sprochen, wenn diese Matrix als Elemente nur 0 oder * enthélt. Diese Ma-
trizen werden mit S bezeichnet, wobei ein zusitzlicher Index auf diejenige
Matrix verweist, deren Struktur durch S beschrieben wird.

Durch Strukturmatrizen werden Klassen numerischer Matrizen beschrie-
ben. So beschreibt

S(Sa)=1{A:[A] =S54}

die Menge aller derjenigen Matrizen A, in denen an den durch S 4 vorge-
gebenen Stellen Nullen stehen. Wenn man ausdriicken will, dass eine Matrix
A zu dieser Klasse gehort, so verwendet man an Stelle der ausfiihrlichen
Schreibweise A € S(S 4) hiufig die abgekiirzte Darstellung A € S 4.

Diese Tatsache weist daraufhin, dass es bei der strukturellen Analyse dy-
namischer Systeme stets um die Analyse einer ganzen Klasse von Systemen
geht, ndmlich all derjenigen Systeme, deren Matrizen dieselbe Struktur ha-
ben. Diese Klasse ist durch die Strukturmatrizen S 4, S g und S ¢ festgelegt.
Sie wird mit S(S 4, SRB, S ) bezeichnet:

S(SA,SB,SC) = {(A,B,C) : [A] = SA)[B] = SB)[C] = SC} (346)

Alle im Folgenden abgeleiteten Ergebnisse sind in dem Sinne struktureller
Art, dass sie stets fiir eine solche Klasse von Systemen zutreffen.

Grafentheoretische Interpretation der Systemstruktur. Auf eine an-
schauliche grafentheoretische Interpretation der Systemstruktur kommt man,
wenn man fiir jede Eingangsvariable, Zustandsvariable und Ausgangsvaria-
ble einen Knoten aufzeichnet und zwischen diesen Knoten gerichtete Kanten
eintragt, wenn das zugehorige Element der Strukturmatrizen S 4, Spg und
S ein Stern ist.

Etwas mehr formalisiert heifit das, dass die Knotenmenge des Strukturgra-
fen G aus Knotenmengen fiir die Zustéinde, die Eingiinge und die Ausginge
besteht. Diese Knotenmengen werden mit X', &/ und ) und ihre Elemente
als Zustands-, Eingangs- bzw. Ausgangsknoten bezeichnet. Da jeder Zustand
durch genau einen Knoten repréasentiert wird, wird nicht zwischen dem Na-
men der Zustandsvariablen und des zugehorigen Knotens unterschieden und
beides mit x; bezeichnet. Dasselbe wird fiir die Eingangs- und Ausgangsva-
riablen getan.

Die Adjazenzmatrix Q, des Strukturgrafen bildet man entsprechend
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Sq Sg O\ X
Q=0 ool u
Se oo/ vy

aus den gegebenen Strukturmatrizen des Systems. Man kann sich den Auf-
bau der Matrix @, am einfachsten dadurch veranschaulichen, dass man die
Modellgleichungen in der Form

T A BO T
ul|=(0O0O0 U (3.47)
Y C OO Yy

untereinander schreibt. Die Anordnung der Matrizen im Modell und die An-
ordnung der zugehorigen Strukturmatrizen in Q, sind gleich. In der mittleren
Zeile, die die Beziehung u = 0 ausdriickt, wird spéiter der Regler eingetragen
(vgl. Gl. (3.50)).

Die Matrix Q, hat die Dimension (n +r+m,n +r+m), der Graf G(Q,)
folglich n+r+m Knoten. Von einem Knoten u; gibt es genau dann eine Kante
zu einem Knoten z;, wenn das Element b;; von null verschieden ist, in der
Strukturmatrix S g an der Stelle ¢j also ein Stern steht. In derselben Weise
kann man die Kanten zwischen den Zustandsknoten bzw. von Zustandsknoten
zu Ausgangsknoten mit Matrizenelementen in Verbindung bringen. Der Graf
G(Q,) beschreibt, wie die Signale innerhalb der zur Klasse S(S 4,5g,S¢)
gehodrenden Systeme verkoppelt sind.

Beispiel 3.10 Strukturelle Analyse eines Systems dritter Ordnung
Es wird ein System betrachtet, dessen Zustandsraummodell die Form

ail ai2 ais bll O
T = 0 a2 as |x+ 0 0
0 0 an 0 ba
_ C11 0 0
y= < 00 033> z

hat. In den Matrizen wird zwischen den Elementen unterschieden, die von den Sys-
temparametern abhéngig sind, und denen, die unabhingig von den Systemparame-
tern gleich null sind. Deshalb kann man aus diesen Matrizen sofort die zugehérigen
Strukturmatrizen ablesen:

*
Sp = 0

0

*
Sg=10

0

* 0
50:(00 )

Aus diesen Strukturmatrizen kann man die Adjazenzmatrix Q, des zu zeich-
nenden Grafen bestimmen:

* OO O % *

* O " ¥ ¥ ¥
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@
Q"
®
(5D
@
D
@

Abb. 3.15: Strukturgraf des Beispielsystems

*xx *x0 00
0« 00 00
00« 0= 00
Q, = 000 00 OO
000 00 OO
*00 00 00

00« 00 0O

Der Graf G(Q,) ist in Abb. 3.15 zu sehen.

Die Bildung der Adjazenzmatrix erscheint etwas umstéindlich, weil diese Matrix
so viele Nullen enth&lt. Man kann auf diese Matrix verzichten, wenn man sich
merkt, wie die Kanten in den Grafen anhand der Strukturmatrizen S 4, S g und
S ¢ einzutragen sind. O

3.4.2 Strukturelle Steuerbarkeit und strukturelle Beobachtbarkeit

Mit der strukturellen Analyse einer Klasse S(S 4,Sg,S¢) von Systemen
will man entscheiden, ob die durch die Strukturmatrizen beschriebenen inter-
nen Signalkopplungen ausreichen, damit die Systeme dieser Klasse steuerbar
und beobachtbar sein kénnen. Von diesem Untersuchungsziel ist die folgende
Definition abgeleitet.

Definition 3.3 (Strukturelle Steuerbarkeit und strukturelle Be-
obachtbarkeit)

Fine Klasse von Systemen S(S 4,5 g, S ) heifit strukturell steuerbar bzw.
strukturell beobachtbar, wenn es mindestens ein System (A,B,C) € S
gibt, das vollstindig steuerbar bzw. vollstindig beobachtbar ist.
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Das heifit, dass die strukturelle Steuerbarkeit eine notwendige Bedingung
fiir die vollsténdige Steuerbarkeit ist. Wenn also mit Hilfe der im Folgenden
behandelten Verfahren anhand des Strukturgrafen festgestellt werden kann,
dass die betrachtete Systemklasse nicht strukturell steuerbar ist, dann bedeu-
tet das, dass kein System (A, B,C) € S vollstiindig steuerbar ist. Dasselbe
gilt fiir die strukturelle Beobachtbarkeit.

Obwohl die Definition 3.3 nur die Existenz eines einzigen vollsténdig steu-
erbaren und beobachtbaren Systems in der betrachteten Klasse fordert, sind
die strukturellen Eigenschaften den numerischen sehr &hnlich. Man kann
nédmlich zeigen, dass in einer Klasse strukturell steuerbarer und beobachtba-
rer Systeme ,fast alle“ Systeme vollstindig steuerbar und beobachtbar sind.
Mathematisch gesprochen heifit das, dass die Parametervektoren der nicht
steuerbaren oder nicht beobachtbaren Systeme im Raum der Systemparame-
ter auf einer Hyperebene liegen (siehe Beispiel 3.11).

Kriterien fiir die strukturelle Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit.
Die Priifung der strukturellen Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit erfordert
zwei Schritte. Erstens muss gepriift werden, ob die Zustandsknoten mit den
Eingangs- bzw. Ausgangsknoten iiber einen Pfad verbunden sind. Zweitens
muss eine Bedingung an die Strukturmatrizen iiberpriift werden. Auf beide
Schritte wird jetzt eingegangen.

Man nennt eine Systemklasse S eingangsverbunden, wenn es im Struktur-
grafen G zu jedem Zustandsknoten z; mindestens einen Pfad gibt, der einen
Eingangsknoten u; mit dem Zustandsknoten z; verbindet. Es muss nicht eine
direkte Kante u; — z; geben, aber einen Pfad, der {iber beliebig viele andere
Zustandsknoten fithren kann. Die Systemklasse S heifit ausgangsverbunden,
wenn es von jedem Zustandsknoten zu mindestens einem Ausgangsknoten
einen Pfad gibt.

Man kann sich leicht vorstellen, dass eine Systemklasse eingangs- und aus-
gangsverbunden sein muss, wenn sie strukturell steuerbar und beobachtbar
sein soll, denn andernfalls gibt es gar keine Signalwege, auf denen die Ein-
gangsgrofien alle Zustandsvariablen beeinflussen bzw. alle Zustandsvariablen
in die Ausgangsgrofien eingehen kénnten. Tatséchlich kann man nachweisen,
dass ,fast alle“ Systeme einer eingangs- und ausgangsverbundenen System-
klasse das Hautuskriterium fiir A # 0 erfiillen, dass also fiir fast alle diese
Systeme die Bedingungen

Rang(A\MI - A B)=n
und

Rang < M C_ A >
fiir A # 0 erfiillt sind.

Die Systemklasse muss noch eine zweite Bedingung erfiillen, die sichert,
dass das Hautuskriterium auch fiir A = 0 fiir mindestens ein System erfiillt
ist. Man muss priifen, dass der strukturelle Rang der Matrizen
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(S4 Sg) und (§2>
gleich n ist. Unter dem strukturellen Rang einer Strukturmatrix versteht man
die maximale Anzahl von *-Elementen, die man so auswéihlen kann, dass sie
in getrennten Zeilen und Spalten stehen. Wenn der strukturelle Rang einer
Strukturmatrix gleich n ist, so haben fast alle Matrizen dieser Klasse den
Rang n. Der strukturelle Rang wird mit s-Rang abgekiirzt.

Satz 3.7 (Kriterium fiir strukturelle Steuerbarkeit und struktu-
relle Beobachtbarkeit) Eine Klasse S(S 4,Sg,S¢) von Systemen ist
genau dann strukturell steuerbar, wenn

1. S eingangsverbunden ist,
2. die Bedingung

s-Rang (S4 SB)=n (3.48)
erfillt ist.
Die Klasse S ist genau dann strukturell beobachtbar, wenn

1. S ausgangsverbunden ist,
2. die Bedingung

s-Rang < gg ) =n (3.49)

erfillt ist.

Beispiel 3.10 Strukturelle Analyse eines Systems dritter Ordnung (Forts.)

Wie man aus dem Graf in Abb. 3.15 sofort sehen kann, ist die betrachtete System-
klasse eingangs- und ausgangsverbunden. Fiir die Uberpriifung der Rangbedingun-
gen werden die Strukturmatrizen aufgestellt und es werden #-Elemente gesucht,
die in unterschiedlichen Zeilen und Spalten stehen. Dabei muss man versuchen, so
viele derartiger Elemente wie moglich zu finden. Die folgenden Strukturmatrizen
zeigen, dass der strukturelle Rang gleich drei ist und die betrachtete Systemklas-
se folglich strukturell steuerbar und beobachtbar ist. Die fiir die Rangbestimmung
verwendeten Elemente sind durch e gekennzeichnet:

° * | % 0
ssRang | 0 x ¢ | 00
00=x|0e

I
w
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Um zu zeigen, dass die Matrizen den strukturellen Rang n = 3 haben, gibt es in
diesem Beispiel mehrere Moglichkeiten der Auswahl von e-Elementen.

Das Ergebnis heifit, dass innerhalb der angegebenen Systemklasse fast alle Sys-
teme vollstandig steuerbar und beobachtbar sind. O

Das Beispiel zeigt, dass die grafische Analyse sehr anschaulich ist. Dieser
Vorteil macht sich insbesondere dann bemerkbar, wenn man feststellt, dass
die betrachtete Systemklasse nicht strukturell steuerbar oder beobachtbar
ist. In diesem Fall gibt es ja kein System in S, das vollstédndig steuerbar und
beobachtbar ist. Man kann die Steuerbarkeit bzw. Beobachtbarkeit dann nur
erreichen, indem man neue Stellgrofien bzw. neue Messgrofien einfiihrt oder
gegen vorhandene austauscht. Anhand des Strukturgrafen kann man dabei
erkennen, wo die neuen Stellglieder angreifen miissen bzw. wo man zusétzlich
messen muss.

Beispiel 3.11 Strukturelle Steuerbarkeit paralleler Integratoren

In der Aufgabe 3.5 wurde ermittelt, dass die Parallelschaltung zweier Integratoren
nicht vollstindig steuerbar und beobachtbar ist. Es soll jetzt untersucht werden, ob
dieses Ergebnis strukturelle Ursachen hat.

Das Zustandsraummodell der parallel geschalteten Integratoren heif3t

(£)-

y= (11

T

Die Systemklasse S, zu der dieses System gehort, kann man ermitteln, indem man
die Struktur der in diesem Zustandsraummodell vorkommenden Matrizen ermittelt:

[A]=<88>

n
>
Il

Abb. 3.16: Strukturgraf der parallelen Integratoren

Der Strukturgraf der betrachteten Systemklasse ist in Abb. 3.16 aufgezeichnet
(ohne die gestrichelte Kante). Es ist sofort zu sehen, dass die Systemklasse eingangs-
und ausgangsverbunden ist. Die Priifung der Rangbedingung muss an den Matrizen
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00| =
s-Rang (0 0 i *>

0 0
s-Rang (i 0

* %

erfolgen. Dabei sieht man, dass es keine zwei *-Elemente gibt, die in diesen Matrizen
in unterschiedlichen Zeilen und Spalten stehen. Die Tatsache, dass die parallelen
Integratoren nicht steuerbar und beobachtbar sind, hat also strukturelle Griinde.

Diskussion. Abhilfe schafft die Einfiihrung neuer Mess- und Stellgréfien. Wenn
beispielsweise ein zusatzlicher Eingang u» eingefiithrt wird, der nur den ersten Inte-
grator beeinflusst, so hat die neue Eingangsmatrix B die Struktur

m=(17):

Da die neue Spalte auch die fiir den strukturellen Rang mafigebende Matrix erwei-
tert, ist die Rangbedingung jetzt erfiillt:

00| x e
s-Rang <00I00>'

Schaltet man andererseits nicht zwei Integratoren, sondern zwei PT;-Glieder
parallel, so hat die Matrix

-1 9
A= (7 3)
Ts

die Struktur

a=(50)-

Auch hier ist die Rangbedingung erfiillt. Die Parallelschaltung zweier PT;-Glieder
ist also strukturell steuerbar und beobachtbar. Untersucht man diese Parallelschal-
tung mit dem Kalmankriterium, so sieht man, dass sie nur dann nicht numerisch
steuerbar ist, wenn die Zeitkonstanten der beiden Ubertragungsglieder exakt gleich
grof sind. Die Beziehung 71 = T» beschreibt dann gerade die Hyperebene im Raum
der Parameter T7 und T%, fiir die das System zwar strukturell, aber nicht numerisch
steuerbar ist. Fiir alle anderen, also fiir “fast alle“ parallelgeschalteten PT;-Glieder,
folgt aus der strukturellen auch die numerische Steuerbarkeit.

Wie der Strukturgraf in Abb. 3.16 zeigt, geniigt es bereits, einen der beiden
Integratoren mit einer kleinen Riickfiihrung zu versehen, so dass das Zustands-
raummodell in

& = <g g>m+<E> u(t)
y =011z

iibergeht. Wenn a von null verschiedene Werte annehmen kann, ist die Struktur-
matrix von A jetzt durch

* 0
sa=(i0)
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beschrieben, wodurch eine neue Kante in den Strukturgraf eingefiithrt wird (in
Abb. 3.16 gestrichelt eingetragen). Das System ist strukturell steuerbar und beo-
bachtbar. Nur fiir den speziellen Parameterwert a = 0 besitzt es diese Eigenschaften
nicht. O

3.4.3 Strukturell feste Eigenwerte

Eigenwerte, die nicht steuerbar oder nicht beobachtbar sind, werden auch
als feste Eigenwerte bezeichnet, denn sie lassen sich durch keinen Regler
verdndern. Dieser Begriff ldsst sich auf den der strukturell festen Eigenwerte
einer Systemklasse S(S 4,5 g, S¢) erweitern. Die Systemklasse S hat struk-
turell feste Eigenwerte, wenn alle Systeme (A, B,C) € S feste Eigenwerte
haben, d.h., wenn alle betrachteten Systeme nicht vollstindig steuerbar und
beobachtbar sind.

Man muss beachten, dass entsprechend der gegebenen Begriffsbestim-
mung sémtliche Systeme (A, B,C) € S feste Eigenwerte haben, wenn S
strukturell feste Eigenwerte besitzt. Das bedeutet aber nicht, dass alle Sys-
teme zahlenmifig dieselben festen Eigenwerte haben.

Die Uberpriifung der Systemklasse auf strukturell feste Eigenwerte ist
prinzipiell sehr einfach, denn sobald eine der Bedingungen aus Satz 3.7 ver-
letzt ist, ist die Systemklasse nicht strukturell steuerbar und beobachtbar
und hat strukturell feste Eigenwerte. Es gilt also:

Eine Systemklasse S(S 4,5p,S¢) hat genau dann strukturell feste Ei-
genwerte, wenn mindestens eine der Bedingungen von Satz 3.7 nicht erfiillt
ist.

Diese Eigenschaft hat eine interessante grafische Interpretation, auf die im
Folgenden eingegangen werden soll. Dabei betrachtet man das gegebene Sys-
tem unter dem Einfluss einer Riickfiihrung des Ausgangs y auf den Eingang
u, die durch

u=-Kyy

beschrieben ist. Da die Matrix K keiner Beschrdnkung unterliegt, hat die
Strukturmatrix [Ky| keine Nullelemente.

Bezieht man die Riickfiihrung in den Strukturgrafen ein, so muss man
den bisherigen Grafen um Kanten von allen Ausgangsvariablen y; auf alle
Eingangsgrofien u; erweitern. Formal geschieht das dadurch, dass fiir das
jetzt betrachtete Gleichungssystem

T AB O T
u|=|00 -K, u (3.50)
Y cCO O Yy

die neue Adjazenzmatrix
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Sq Sg O\ X
Q:=| 0 O E| u
Sc 0 0] Yy

aufgestellt wird, in der die Riickfiihrung durch die (m,r)-Matrix

reprisentiert wird. Gleichung (3.50) unterscheidet sich von Gl. (3.47) durch
den Regler. Die Erweiterung des Strukturgrafen ist in Abb. 3.17 fiir das
Beispiel aus Abb. 3.15 veranschaulicht.

| Regler I Strecke

Abb. 3.17: Strukturgraf fiir das Beispielsystem mit
Ausgangsriickfithrung

Da die Eigenwerte der Regelstrecke nur dann durch den Regler beeinflusst
werden kénnen, wenn sie in einer Riickfiihrschleife mit dem Regler liegen, gibt
es strukturell feste Eigenwerte, wenn es fiir einen oder mehrere Zustandskno-
ten keine derartige Schleife gibt. Der Grund dafiir kann nur in der Tatsache
liegen, dass die Regelstrecke nicht eingangs- oder nicht ausgangsverbunden
ist. Strukturell feste Eigenwerte, die aus diesem Grunde vorhanden sind, wer-
den auch als strukturell feste Eigenwerte des Typs I bezeichnet.

Die zweiten Bedingungen im Satz 3.7 kénnen ebenfalls grafisch interpre-
tiert werden, wenn man den Begriff der Schleifenfamilie einfiihrt. Unter einer
Schleifenfamilie versteht man eine Menge von geschlossenen Pfaden (Schlei-
fen) in einem gegebenen Grafen, die keine gemeinsamen Knoten enthalten.
Z3hlt man nun die Zustandsknoten in der Schleifenfamilie, so erhiilt man de-
ren Weite. Die zweiten Bedingungen im Satz 3.7 sind nun gerade dann erfiillt,
wenn es im Grafen G(Q ) eine Schleifenfamilie der Weite n gibt. Wenn struk-
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turell feste Eigenwerte existieren, weil diese Bedingung nicht erfiillt ist, ob-
wohl die Systemklasse eingangs- und ausgangsverbunden ist, so spricht man
auch von strukturell festen Figenwerten des Typs II.

Damit erhilt man fiir die Existenz strukturell fester Eigenwerte folgende
Aussagen:

Satz 3.8 (Existenz strukturell fester Eigenwerte)

FEine Klasse S(S A,SRB,Sc) von Systemen hat genau dann strukturell
feste Eigenwerte, wenn mindestens eine der folgenden Bedingungen erfillt
18t:

1. S ist entweder nicht eingangsverbunden oder nicht ausgangsverbunden.
2. Im Strukturgrafen G(Qpg) gibt es keine Schleifenfamilie der Weite n.

Beispiel 3.10 Strukturelle Analyse eines Systems dritter Ordnung (Forts.)

Wie bereits untersucht wurde, ist die als Beispiel betrachtete Systemklasse struktu-
rell steuerbar und beobachtbar. Folglich besitzt sie keine strukturell festen Eigen-
werte. Mit Hilfe von Satz 3.8 kann man nun auf anderem Wege zu diesem Ergebnis
kommen.

Man betrachtet den in Abb. 3.17 gezeigten Strukturgrafen G(Q ). Die System-
klasse ist, wie schon untersucht wurde, eingangs- und ausgangsverbunden. Man
kann nun eine Schleifenfamilie der Weite drei finden und damit zeigen, dass die
Systemklasse keine strukturell festen Eigenwerte hat. Beispielsweise enthilt die
Schleife us — xs — x2 — 1 — y1 — u2 alle drei Zustandsknoten und stellt
folglich eine derartige Schleifenfamilie dar. Ein anderes Beispiel ist durch die drei
Schleifen us — 3 — y2 — w2, 1 — 1 — y1 — w1 und z2 — x> gegeben, die
ebenfalls alle drei Zustandsknoten enthalten und folglich die Weite drei besitzen. O

Strukturbeschrinkte Regler. Unter einem strukturbeschrinkten Regler
versteht man einen Mehrgréflenregler

u=-K,y,

fiir den vorgeschrieben ist, dass bestimmte Elemente der Reglermatrix K,
gleich null sein miissen. Will man beispielsweise zwischen der Regelgrofie yq
und der Stellgrofle us eines Zweigréflensystems keine Informationskopplung
herstellen, so unterliegt der Regler der Beschrankung ky»; = 0. Im Extrem-
fall kann man auch zwei einschleifige Regler als einen strukturbeschrénkten
Mehrgrolenregler auffassen.

Der Begriff der Strukturbeschriankung ist sehr anschaulich, denn die be-
trachteten Strukturbeschrankungen duflern sich in Nullen in der Strukturma-
trix S g des Reglers. Fiir die als Beispiele genannten Strukturbeschrankungen

gllt
0 * O *
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Die Existenz strukturell fester Eigenwerte hingt offensichtlich von Struk-
turbeschréinkungen des Reglers ab. Erwartungsgeméf gibt es umso mehr feste
Eigenwerte, desto schirfer die Strukturbeschrinkungen fiir den Regler sind,
d.h., desto mehr Nullen in S g stehen.

Die Aussagen des Satzes 3.8 konnen nun ohne weiteres auf strukturbe-
schriankte Regler angewendet werden, wenn man in der Adjazenzmatrix Qg
an Stelle der vollbesetzten Matrix E die Strukturmatrix Sy des Reglers
einsetzt. Das heifit, im Strukturgrafen werden nur noch Kanten y; — u; ein-
getragen, wenn die durch sie reprisentierten Riickkopplungen auch unter den
vorhandenen Strukturbeschrankungen méglich sind. Der Wegfall derjenigen
Kanten, fiir die jetzt Nullen in S g stehen, schrankt natiirlich die Moglichkeit
ein, Schleifenfamilien zu bilden. Nur wenn es trotz der eingefiihrten Struk-
turbeschréinkungen noch eine Schleifenfamilie der Weite n gibt, stellt der
Regler diejenigen Informationskopplungen her, die fiir die Beeinflussung aller
Eigenwerte strukturell notwendig sind.

Aufgabe 3.9" Strukturelle Steuerbarkeit eines elektrischen Rotationsantriebs
Ein elektromechanisches System bestehend aus einem Elektromotor, der iiber ein
Getriebe und eine Welle zwei Schwungmassen antreibt, kann durch das in Abb. 3.18
dargestellte elektromechanische Ersatzsystem beschrieben werden. Das elastische
Verhalten der auf Torsion beanspruchten Welle wird durch eine Drehfeder model-
liert. Eingangsgrofe ist die elektrische Spannung (u(t) = Ua(t)), Ausgangsgrofie
der Drehwinkel der rechten Scheibe (y(t) = ¢2(t)). Folgende Bezeichnungen sind in
Abb. 3.18 verwendet:

'4 Magnetfluss u;(t) induzierte Gegenspannung
Ra Widerstand La Induktivitat

O; Trégheitsmomente der Scheiben d; Dampfung

M(t) Antriebsmoment des Motors U Untersetzungsverhéltnis

n mechanischer Wirkungsgrad ©i(t) Drehwinkel der Scheiben
Ct Torsionsfederkonstante

Abb. 3.18: Elektromechanisches Ersatzsystem fiir einen
Rotationsantrieb

Unter einigen vereinfachenden Annahmen (z.B. der Vernachlissigung von Rei-
bungseffekten) und nach Definition des Zustandsvektors
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z(t) = (z1(t) w2(t) zs(t) wa(t)) = (p1(t) @1(t) @2(t) $2(t))

erhilt man das Zustandsraummodell

0 1 0 0 0

_ct _d1 et 0 Viin

. _ [C] 2] 2] RA O
x(t) = 01 01 01 1d x(t) + AO v u(t),

e 0 -& & 0

y(t)

1. Zeichnen Sie den Strukturgrafen des Systems.

Ist das System strukturell steuerbar und strukturell beobachtbar?

3. Andern sich diese Eigenschaften, wenn an Stelle des Drehwinkels > der zweiten
Scheibe der Drehwinkel 1 der ersten Scheibe gemessen wird? Erkldren Sie das
Ergebnis physikalisch anhand des Ersatzsystems aus Abb. 3.18. O

[0010]a(t).

N

Laufkatze

m,
“ Sk F Se

OOXN

m
zg s

Greifer

Abb. 3.19: Verladebriicke

Aufgabe 3.10" Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit einerVerladebriicke
Fiir die Verladebriicke in Abb. 3.19 werden folgende Zustandsgrofien eingefiihrt:

1 = Sk Position der Laufkatze

To = I Geschwindigkeit der Laufkatze

zz3 = 9 Seilwinkel (¢ = 0: Seil hingt senkrecht nach unten.)
ry = 0 Winkelgeschwindigkeit.

Eingangsgrofie u(t) ist die auf die Laufkatze wirkende Kraft. Parameter des Systems
sind:

my Masse der Laufkatze
mg Masse von Greifer und Last (Das Seil wird als masselos betrachtet)
l Seillénge
g Erdbeschleunigung.
Nach Linearisierung um die Ruhelage erhilt man das Zustandsraummodell
01 00 0
. 1 00 a3 0 b2
e=100 0 1 2t| o |® (3.51)
00 as3 0 b4

mit
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ma

a3 = —¢@ (352)
MK
4y = — MGt mKg (3.53)
mgK l
1
by = pa (3.54)
1
b = —— .
4 p— (3.55)

Wird der Seilwinkel ¥ gemessen, so lautet die Ausgabegleichung
y=(0 01 0).

1. Priifen Sie, ob das System vollstédndig steuerbar und beobachtbar ist und geben
Sie gegebenenfalls an, welche Eigenwerte nicht steuerbar bzw. beobachtbar
sind.

2. Priifen Sie anhand des Strukturgrafen des Systems, ob Ihre Ergebnisse auch
strukturell gelten.

3. Wie verdndern sich Thre Ergebnisse, wenn an Stelle des Seilwinkels die Position
der Laufkatze gemessen wird? O

Aufgabe 3.11" Steuerbarkeit eines Systems inRegelungsnormalform
Betrachten Sie ein System, dessen Zustandsraummodell in Regelungsnormalform

0 1 0 -~ 0 0
0 0 1 -~ 0 0
TR = | o TR + u, zr(0) =xo
0 0 0 1 0
—aop —ai —a2 - —an-1 1

y = (bo b1 b2 - buo1 ) R

gegeben ist. Priifen Sie die Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit dieses Systems. Gel-
ten Thre Ergebnisse auch strukturell? O

3.5 Realisierbarkeit und Realisierung von
Mehrgriflensystemen

Ein lineares System kann sowohl durch ein Zustandsraummodell

& = Az(t) + Bu(t), z(0)=0 (3.56)
y(t) = Cx(t) + Du(t) (3.57)

als auch durch ein E/A-Modell im Frequenzbereich
Y (s) = G(s)U(s) (3.58)

beschrieben werden, wobei beide Modelle dasselbe Ubertragungsverhalten
aufweisen, wenn die Beziehung

G(s)=D+C(sI-A)"'B (3.59)
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erfiillt ist. Als Abkiirzung fiir diesen Zusammenhang wurde

o [ 43

eingefiihrt.

Die Beziehung (3.59) kann ohne Probleme angewendet werden, wenn man
mit ihr den Schritt vom Zustandsraummodell zur Frequenzbereichsdarstel-
lung, also in der Gleichung von rechts nach links, gehen will. Problematischer
ist es, aus einer gegebenen Ubertragungsfunktionsmatrix das dazugehorige
Zustandsraummodell zu finden, denn aus G(s) kann nicht ohne weiteres ab-
gelesen werden, welche dynamische Ordnung das Modell haben muss. Mit
diesem Problem befasst sich dieser Abschnitt.

Wenn die Beziehung (3.59) erfiillt ist, so sagt man, dass das Zustands-
raummodell (3.56), (3.57) eine Realisierung der gegebenen Ubertragungs-
funktionsmatrix ist. Der Begriff der Realisierung stammt aus der Zeit, als
man das Zustandsraummodell mit einer Analogrechnerschaltung oder ei-
ner Operationsverstirkerschaltung in Verbindung brachte, die das gegebe-
ne Ubertragungsverhalten realisieren sollte. Die Uberfiihrung der Ubertra-
gungsfunktionsmatrix in das Zustandsraummodell war also eine wichtige Vor-
aussetzung fiir die Nachbildung des Systems fiir Simulationsuntersuchungen.
Heute denkt man eher an eine Realisierung als digitales Simulationsmodell.
Aber auch dieses kann direkt aus den Gln. (3.56) und (3.57) abgeleitet wer-
den.

Fiir Eingrofiensysteme wurde das Problem der Realisierung im Abschnitt
[-6.5.2 im Zusammenhang mit der Berechnung einer Ubertragungsfunktion
aus einem Zustandsraummodell bzw. aus einer Differenzialgleichung erwéhnt.
Da die Ubertragungsfunktion G(s) eine gebrochen rationale Funktion ist,
stimmen die Koeffizienten ihres Zahler- und Nennerpolynoms mit den Ko-
effizienten der Differenzialgleichung bzw. den Parametern der Regelungsnor-
malform des Zustandsraummodells iiberein. Die Losung des Realisierungs-
problems bereitet also keine Schwierigkeiten.

Bei Mehrgrofiensystemen ist die Bestimmung einer Realisierung schwie-
riger. Wie im Abschn. 2.5 erldutert wurde, stimmt zwar die Menge der Pole
der Elemente G;;(s) der Ubertragungsfunktionsmatrix mit der Menge der
Eigenwerte, die in der zu berechnenden Matrix A vorkommen muss, iiberein.
Um die dynamische Ordnung festlegen zu kénnen, muss man jedoch auch die
Vielfachheit der Eigenwerte kennen.

Man kénnte nun so vorgehen, dass man jedes Element der Ubertragungs-
funktionsmatrix G(s) in der fiir Eingrofensysteme bekannten Weise in ein
Zustandsraummodell {iberfiithrt und aus den erhaltenen Teilmodellen das Ge-
samtmodell zusammensetzt. Dabei entsteht tatsichlich eine Realisierung von
G(s). Dieser Weg fiihrt jedoch i.Allg. auf ein Modell, in dem Eigenvorgénge
des Systems mehrfach nachgebildet sind. Tritt nédmlich ein Eigenvorgang
in mehreren Elementen G;;(s) der Ubertragungsfunktionsmatrix gleichzeitig
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auf, so wird fiir ihn in der Realisierung jedes dieser Elemente eine gesonderte
Zustandsvariable eingefiihrt.

Man sucht i.Allg. aber nicht nur irgendeine Realisierung von G(s), son-
dern eine mit kleinstmoglicher dynamischer Ordnung. Diese wird als minima-
le Realisierung bezeichnet. Ein Weg, eine minimale Realisierung zu finden,
wird im Folgenden beschrieben.

GI1LBERT-Realisierung. Bei dem von GILBERT angegebenen Weg, eine mi-
nimale Realisierung aufzustellen, wird vorausgesetzt, dass die Pole der Uber-
tragungsfunktionsmatrix einfach sind. Auf Grund dieser Voraussetzung ist
bekannt, dass die Systemmatrix A des aufzustellenden Zustandsraummodells
diagonal&hnlich ist. Diese Voraussetzung bedeutet aber nicht, dass auch die
Eigenwerte von A einfach sind.

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kann angenommen werden, dass
kein Element von G(s) sprungfihig ist. Andernfalls miisste man eine kon-
stante Matrix, die die sprungfihigen Anteile enthilt, als Summand abspalten.
Diese Matrix wire gleich der Durchgangsmatrix D des Zustandsraummodells.

Das Verfahren beginnt damit, dass alle Elemente der gegebenen (r, m)-
Ubertragungsfunktionsmatrix G(s) in Partialbriiche zerlegt werden, G(s) al-
so in der Form

G(s) = Z0) _ 3y R (3.60)

S — S;
i=1 v

geschrieben wird. Dabei ist
N(s) =[] (s = 1)
i=1

das gemeinsame Nennerpolynom aller Elemente von G(s). Die (r, m)-
Matrizen R; erhilt man als Residuen von s;:

R; = lim (s — s;) G(s). (3.61)

S§—8;

Sie werden nun in ein Produkt

R, =C;B;
zerlegt, wobei C; eine (r, n;)-Matrix und B; eine (n;, m)-Matrix ist. Die
Spalten- bzw. Zeilenzahl n; ergibt sich aus dem Rang von R;:

n; = Rang R;.
Damit erhiilt man als Gilbertrealisierung der Ubertragungsfunktionsmatrix
G(s) das Zustandsraummodell (3.56), (3.57) mit

s11n,
A = diag s;I,, = (3.62)
sal,

n
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B,
B=| .. (3.63)
B;
C = (Ch..Ch) (3.64)
D = 0.

Die Matrix A ist eine Blockdiagonalmatrix mit 7 Hauptdiagonalblécken
s;I,,, in denen I,, Einheitsmatrizen der Dimension (n;, n;) bezeichnen.
Die Matrizen B und C entstehen durch Untereinander- bzw. Nebeneinan-
derschreiben der Matrizen B; bzw. C; (i =1,..., 7).

Der Pol s; der Ubertragungsfunktionsmatrix kommt n;-mal als Eigenwert
der Matrix A vor. Da die Matrix A diagonaldhnlich ist, besitzt das Sys-
tem damit n; verschiedene Eigenvorgiinge v;e *it. Diese Eigenvorgiinge haben
denselben Exponenten, jedoch verschiedene Vektoren v;, die bekanntlich die
Eigenvektoren der Matrix A zum Eigenwert s; sind.

Die angegebene Realisierung hat die dynamische Ordnung

n
i=1

n ist also i.Allg. grofler als die Zahl n der Partialbriiche von G(s). Sie wird
durch den Rang der Matrizen R; bestimmt, also von der Anzahl verschiedener
Eigenvorginge mit demselben Pol s;.

Beispiel 3.12 Gilbertrealisierung eines (2, 2)-Systems
Gegeben sei die Ubertragungsfunktionsmatrix

2 2
s+3 +1)(s+3
o) CESVERS)
_2 _3_
s+1 s+1

Bevor die Gilbertrealisierung angegeben wird, wird zunéchst die ,direkte“ Reali-
sierung bestimmt, bei der jedes Element der Ubertragungsfunktionsmatrix einzeln
durch ein Zustandsraummodell dargestellt wird. Die Pole der Ubertragungsfunk-
tionsmatrix liegen bei —1 und —3. Drei der Elemente sind PT;-Glieder, die durch
ein Zustandsraummodell erster Ordnung beschrieben werden kénnen. Das verblei-
bende Element ist ein PT»-Glied, dessen Zustandsraummodell die Ordnung zwei
hat. Man erhilt damit das Modell
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mit der dynamischen Ordnung fiinf. Die nicht angegebenen Matrizenelemente sind
Nullen.

Zerlegt man nun jedoch die Ubertragungsfunktionsmatrix entsprechend GI. (3.60)
in der Form

(25),(69)
23 00
G(s) =

s+1 + s+ 3

so wird offensichtlich, dass nur zwei Partialbriiche zu betrachten sind, wobei der
Rang der ersten Matrix gleich zwei und der Rang der zweiten Matrix gleich eins ist.
Es existiert deshalb ein Zustandsraummodell dritter Ordnung, das die angegebene
Ubertragungsfunktionsmatrix realisiert.

Die Residuen kann man in die Produkte

(1) (21)
(i) (o

)

-10 : 0 0: 1
0 0 : -3 2 1
1 0: 1

Yy = x
0 1: 0

erhilt. Dieses Modell ist eine minimale Realisierung der gegebenen Ubertragungs-
funktionsmatrix.

Es fillt auf, dass der Eigenwert —1 nicht nur einmal, sondern zweimal auftritt.
Der Grund liegt darin, dass das System zwei Modi mit diesem Eigenwert, jedoch
unterschiedlichen Eigenvektoren besitzt. Dass dies so ist, kann man nicht auf den
ersten Blick aus der Ubertragungsfunktionsmatrix erkennen. Mit dem beschriebe-
nen Entwurfsverfahren erhilt man diese Tatsache als Nebenergebnis. O

Existenz minimaler Realisierungen. Die beschriebene Vorgehensweise
zur Bestimmung einer minimalen Realisierung lidsst sich auf Systeme mit
nicht-diagonalihnlichen Matrizen A bzw. mehrfachen Polen der Ubertra-
gungsfunktionsmatrix erweitern. Da man dann mit der Jordan-Normalform
der Systemmatrix arbeiten muss, ist die Darstellung dieser Verallgemeinerung
jedoch so aufwendig, dass sie hier iibergangen wird. Es soll statt dessen die
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Frage beantwortet werden, woran man eine minimale Realisierung erkennen
kann. Die Antwort darauf enthilt der folgende Satz:

Satz 3.9 (Minimale Realisierung)
Ein Zustandsraummodell (A, B, C) ist genau dann eine minimale Reali-
sierung der Ubertragungsfunktionsmatriz G(s), wenn

G(s)=C(sI-—A)™'B
gilt und (A, B, C) vollstindig steuerbar und beobachtbar ist.

Dieser Satz, der hier ohne Beweis angegeben wird, ist plausibel, wenn
man sich noch einmal verdeutlicht, dass das Realisierungsproblem nur das
E/A-Verhalten eines Systems betrifft. Modi des Systems, die entweder nicht
steuerbar oder nicht beobachtbar sind, kénnen in einem Zustandsraummodell
zwar fiir die Beschreibung der Eigenbewegung des Systems notwendig sein,
sind fiir das E/A-Verhalten aber tiberfliissig. Streicht man sie heraus (was, wie
bereits behandelt, nicht ganz einfach ist!), so verringert sich die dynamische
Ordnung, doch das E/A-Verhalten bleibt unveréndert.

Der angegebene Satz macht folgende Eigenschaften minimaler Realisie-
rungen deutlich:

Alle minimalen Realisierungen einer gegebenen Ubertragungsfunktionsma-
trix lassen sich durch eine Transformation des Zustandsraumes ineinander
iiberfiihren.

Wenn man also vergleichen will, ob zwei Systeme identisches E/A-Verhalten
aufweisen, so iiberfithrt man beide Zustandsraummodelle beispielsweise in
die kanonische Normalform. Die Systeme sind genau dann identisch, wenn
die Parameter der erhaltenen Modelle iibereinstimmen. Da die Matrizen

CB, CAB, CA’B,.., CA" 'B, (3.65)

die man auch als MARKOV-Parameter eines Systems bezeichnet, unabhéngig
von einer Transformation des Zustandsraumes sind und nur den steuerba-
ren und beobachtbaren Teil des Systems beschreiben, kann man auch diese
Parameter fiir beide Systeme berechnen und miteinander vergleichen.

Aus einer beliebigen Realisierung erhilt man eine minimale Realisierung,
indem man aus der Kalmanzerlegung den steuerbaren und beobachtbaren
Teil ,herausnimmt“.
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Aufgabe 3.12" Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit der Gilbertrealisierung
Beweisen Sie, dass die Gilbertrealisierung (3.62) - (3.64) minimal ist. O

Aufgabe 3.13" Minimale Realisierung eines Dampferzeugermodells
Ein Dampferzeuger mit dem Eingangsvektor

= Frischwassereinspeisung Quw
Brennstoffzufuhr Qg.

und den Regelgroien

_ Dampfdruck p
y= Dampftemperatur 9

ist durch folgende Ubertragungsfunktionsmatrix beschrieben:

0,0081 0,00006353
c (5+0,030)(s + 0,1) (s +0,0385)(s + 0,05)
s) =
(=) —0,001 0,0001125

(5+0,0385)(s +0,1) (s +0,025)(s + 0,05)

Ermitteln Sie fiir diesen Dampferzeuger ein Zustandsraummodell minimaler dyna-
mischer Ordnung. O

3.6 MATLAB-Funktionen zur Steuerbarkeits- und
Beobachtbarkeitsanalyse

Fiir die Bildung der Steuerbarkeitsmatrix Sg und der Beobachtbarkeitsma-
trix Sp von System gibt es die Funktionen

SS
SB

ctrb(System) ;
obsv(System) ;

deren Namen man sich an den englischen Begriffen controllability bzw. ob-
servability leicht merken kann. Fiir den Steuerbarkeits- bzw. Beobachtbar-
keitstest nach Kalman braucht man dann nur den Rang dieser Matrizen zu
bestimmen und mit der Systemordnung zu vergleichen:

rank (ctrb(System))
rank (obsv (System) )

Da dieser Weg zu numerischen Problemen fiihren kann, wenn die Systempara-
meter sich um Groflenordnungen unterscheiden, kann man auch die gramsche
Steuerbarkeits- bzw. Beobachtbarkeitsmatrix bilden und deren Rang bestim-
men. Die Funktionsaufrufe
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WS
WB

gram(System, ’0’);
gram(System, ’c’);

liefern die Matrizen W bzw. Wp nach Gln. (3.7) bzw. (3.30) fir T, =
00. Wenn diese Matrizen den Rang n haben, ist das System steuerbar bzw.
beobachtbar.

Die Funktion

minRealSystem = minreal (System) ;

berechnet fiir System eine minimale Realisierung, d.h., sie eliminiert die nicht
steuerbaren oder nicht beobachtbaren kanonischen Zustandsvariablen.

Aufgabe 3.14"" Steuerbarkeitskriterium von HAUTUS

Welche Folge von Funktionsaufrufen ist notwendig, um mit dem Steuerbarkeits-
kriterium von HAUTUS die nicht steuerbaren Eigenwerte des Systems (A, B) zu
ermitteln? O

Literaturhinweise

Der Begriff der Steuerbarkeit wurde von KALMAN 1960 im Zusammenhang mit
Untersuchungen zur optimalen Steuerung dynamischer Systeme in [42] eingefiihrt.
Dort ist auch das Kalmankriterium angegeben. Die Steuerbarkeitsuntersuchungen
von GILBERT, die sich im Wesentlichen auf die kanonische Normalform des Zu-
standsraummodells beziehen, sind in [31] verdffentlicht. Das Kriterium von HAUTUS
entstand wesentlich spéter [37]. Die Ausgangssteuerbarkeit wurde in [50] untersucht.

Dass die Zahl der steuerbaren und beobachtbaren Eigenwerte invariant ge-
geniiber einer Transformation des Zustandsraumes ist, ist seit langem bekannt und
wurde beispielsweise 1972 in [115] ausfiihrlich diskutiert. Eine Ubersicht iiber Steu-
erbarkeitsmafle kann in [59] nachgelesen werden.

Die Dekomposition eines Systems in steuerbare, beobachtbare bzw. nicht steuer-
bare und nicht beobachtbare Anteile wurde von KALMAN 1963 in [43] ver6ffentlicht.

Die Aufgabe 3.7 ist [27] entnommen.

Die Erweiterung der Regelungsnormalform des Zustandsraummodells auf Mehr-
grofensysteme wurde von LUENBERGER in dem 1967 erschienenen Aufsatz [61] vor-
geschlagen.

Trotz ihrer Anschaulichkeit haben strukturelle Betrachtungen zur Steuerbar-
keit und Beobachtbarkeit noch keinen Eingang in Lehrbiicher gefunden. Fiir dieses
Thema wird auf die Monografien [97] und [112] verwiesen. Die hier verwendeten
Beispiele stammen aus [69]. Aufgabe 3.9 ist [112] entnommen.

Der Realisierung dynamischer Systeme wird in der Literatur zur Systemtheorie
ausfiihrlich behandelt. Das hier behandelte Verfahren wurde von GILBERT in dessen
grundlegender Arbeit [31] zur Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit linearer Systeme
1963 angegeben.



