Kapitel 6

Trigonometrische
Funktionen und
Exponentialfunktion

6.1 Esseiena>0,b> 0 und ¢ € IR. Man definiere f : IR — IR durch
f(x) =a-sin(bz + c).
Zeigen Sie, dafl f die folgenden Eigenschaften hat.
(1) |f(x)] < a fir alle z € R.
(i) f (z+ %) = f() fiir alle z € R.

(iii) f(x) =0 genau dann, wenn = = k";)_c mit k € Z gilt.

Hinweis: Verwenden Sie die entsprechenden Eigenschaften der Sinus-Funktion.

Losung Natiirlich kennen Sie die Sinusfunktion und wissen auch {iber einige
ihrer Eigenschaften Bescheid. Nun kann es aber vorkommen, dal man nicht
nur den sinz in seiner reinen und unverfilschten Form braucht, sondern auch
etwas unschonere Funktionen wie zum Beispiel f(z) = a - sin(bx + ¢), die zwar
eine Menge mit dem Sinus zu tun haben, ihn aber nicht einfach so lassen, wie
Sie ihn gewohnt sind. Um die Eigenschaften einer solchen Funktion zu unter-
suchen, mufli man die entsprechenden Eigenschaften der Sinusfunktion selbst

heranziehen.

(i) Es wird behauptet, da$ fiir alle z € IR die Ungleichung |f(z)| < a gilt.

Da f sehr nah mit dem Sinus verwandt ist, liegt es nahe, nach einer
entprechenden Ungleichung fiir die pure Sinusfunktion zu suchen, und die
ist auch schnell gefunden: es gilt immer |sinz| < 1, ganz gleich, welches
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x € IR Sie auch einsetzen moégen. Bei f(z) geht es aber gar nicht um eine
simples sinz, sondern um sin(bzx + ¢), aber das schadet gar nichts. Der
Betrag des Sinus ist fiir jeden beliebigen Input kleiner oder gleich 1, und
wie ich den Input nenne, spielt dabei iiberhaupt keine Rolle. Schlieflich
ist fiir x € IR auch bx + ¢ € IR, und daraus folgt:

|sin(bz + ¢)| < 1.

Damit ist auch schon fast alles erledigt, denn um an f heranzukommen,
muf ich nur sin(bz + ¢) mit der Konstanten a multiplizieren. Das ergibt
dann:

|f(@)] = |a-sin(bz + ¢)| = |a| - | sin(bz 4+ ¢)| = a - |sin(bx 4+ ¢)| < a-1=a.

In der ersten Gleichung habe ich nur verwendet, dafl f(z) = a-sin(bx +¢)
gilt. In der zweiten Gleichung habe ich den Betrag auf die einzelnen
Faktoren des Produkts a - sin(bz + ¢) gezogen und dann in der dritten
Gleichung benutzt, dafi @ > 0 gilt und deshalb |a| = a ist. AnschlieBend
konnte ich darauf zuriickgreifen, dafl sin(bz + ¢) < 1 ist, und damit habe
ich insgesamt die gesuchte Ungleichung |f(z)| < a bewiesen.

(ii) Hier geht es darum festzustellen, in welchen Abstéinden sich die Funktion-
swerte von f(x) wiederholen. Die Behauptung lautet, daf fiir alle x € IR
die Gleichung f (x + 27”) = f(z) gilt, und wieder ist es am giinstigsten,
nach einer dhnlichen Behauptung fiir die pure Sinusfunktion zu suchen.
Die ist aber schnell gefunden, denn bekanntlich gilt:

sin(x + 27) = sin« fiir alle x € IR.

Das ist schon ein guter Anfang, denn immerhin kommt die omindse Zahl 27
auch in der behaupteten Gleichung iiber f vor. Um nun diese praktische
Eigenschaft des Sinus verwenden zu koénnen, bleibt mir nichts anderes
iibrig, als die Definition von f(x) heranzuziehen, denn in ihr kommt zum
Gliick die Sinusfunktion vor. Nun habe ich aber nicht mehr einfach nur
f(x), sondern den etwas komplizierteren Ausdruck f (z + 27”) Darin liegt
allerdings kein Problem, da ich ja weif}, wie ich jeden beliebigen Input von
f zu behandeln habe: erst wird b - Input + ¢ berechnet, darauf wird der
Sinus geworfen, und zum Schlufl wird noch mit a multipliziert. Daf} jetzt
der Input nicht mehr schlicht x heif3t, sondern x + 27”, spielt dabei keine
Rolle. Deshalb ist:

f(x—i—%r) —a'sin(b~ (m—f—%)—i—c).

Innerhalb der Sinusfunktion kann ich ausmultiplizieren und erhalte:

2
a-sin(b- (x—l—%) —l—c) = a - sin(bx + 27 + ¢).
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Das ist praktisch, da ich oben aufgeschrieben hatte, dafl sich die Sinus-
funktion jeweils nach 27w wiederholt: fiir jeden beliebigen Input « € IR gilt
sin(z + 27) = sinz, und das stimmt natiirlich auch, wenn der Input auf
einmal bx + ¢ heif3t. Damit folgt:

a-sin(bz + 27+ ¢) = a - sin(bx + ¢+ 27) = a - sin(bx + ¢) = f(x),

denn genauso war f(x) definiert. Fafft man alles zusammen, dann habe
ich insgesamt herausgefunden:

f(x—i—%r) = a'sin<b'<x+2%)+c>

= a-sin(bz + 27+ ¢)
= a-sin(bz + c+ 27)
= a-sin(bz + ¢)
_—

Damit ist die gewiinschte Gleichung bewiesen.

Nun muf ich die Nullstellen von f(x) herausfinden. Die Behauptung
lautet, daB genau dann f(z) = 0 gilt, wenn z = % mit k € Z ist.
Auch diese Behauptung fiihre ich natiirlich zuriick auf die entsprechende
Behauptung fiir die Sinusfunktion. Sie wissen, daf3

- =sin(—27) = sin(—n) =sin0 =sinw =sin27r =sin3r=--- =0
gilt, oder etwas knapper formuliert:
sinkm = 0 fir alle k € Z.

Damit ist schon einmal die ganze Zahl k im Spiel, und jetzt ist der Rest
nicht mehr schwer. Zunéchst einmal gilt:

f()=0%a-sin(bz +¢) =0 < sin(bz +¢) =0,

denn ich hatte vorausgesetzt, dafl @ > 0 ist, und somit kann das Produkt
von a mit sin(bx + ¢) nur dann Null werden, wenn sin(bz + ¢) selbst Null
ist. Oben habe ich aber aufgeschrieben, fiir welche Input-Werte der Sinus
das Ergebnis Null liefert: der Input mufl die Form k7 mit einer ganzen
Zahl k haben. Da jetzt mein Input nicht mehr einfach nur z ist, sondern
bx + ¢, bedeutet das:

br +c=krmit k € Z.

Das heifit:
k-m—c

bx = km — ¢, also x = 2
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Schreibt man die gesamte Schluflkette noch einmal am Stiick auf, ohne
daf} ich dazwischenrede, so lautet sie:

fz)=0 & a-sin(bx+¢)=0
< sin(bxr+¢)=0
S br+c=kmrmitkeZ

_kmoe ke

& T b

6.2  Zeigen Sie, dafl fiir alle € IR die folgenden Beziehungen gelten.

(i) sin®z = (1 — cos(2z));
1

2

(if) cos®x = 5(1 + cos(2x));

4 4

(iii) cos* z —sin® & = cos(2x).

Hinweis zu (i) und (ii): Verwenden Sie das Additionstheorem fiir den Cosinus
mit y = x und beachten Sie dann die trigonometrische Form des Pythagoras-
Satzes.

Hinweis zu (iii): Hier brauchen Sie zusétzlich zu den Hilfsmitteln fiir (i) und (ii)

noch die dritte binomische Formel.

Losung Fiir die trigonometrischen Funktionen Sinus und Cosinus gibt es einige
Formeln, die sogenannten Additionstheoreme, die es erméglichen, den Sinus oder
Cosinus der Differenz oder der Summe zweier Inputs zu berechnen, wenn man
die entsprechenden Funktionswerte fiir die einzelnen Inputs kennt. Man findet
sie eigentlich in jeder Formelsammlung und auch in jedem Lehrbuch, in dem in
irgendeiner Form Sinus und Cosinus vorkommen. Die Formeln fiir die Summe
zweier Inputs lauten:

sin(x 4+ y) = sinz cosy + cosxsiny

und
cos(x 4+ y) = coszcosy — sinxsiny.

Und auch der sogenannte trigonometrische Pythagoras ist nicht schwer einzuse-
hen.
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Abbildung 6.1: Trigonometrischer Pythagoras
In Abbildung 6.1 ist ein Winkel = im Einheitskreis eingetragen, und deshalb
gilt ¢ = cosx und s = sinz. Nach dem bekannten Satz des Pythagoras folgt
dann:

12 = ¢® + s2, und deshalb 1 = sin? z + cos?® z,

und diese Formel bezeichnet man oft als den trigonometrischen Pythagoras.
Jetzt habe ich das notige Riistzeug zusammen, um die Aufgabe angehen zu
konnen.

(i) Zum Beweis der Formel sin? z = 3(1—cos(2z)) sollen Sie nach dem gegebe-
nen Hinweis das Additionstheorem fiir den Cosinus mit y = z anwenden.
Wenn man schon einen Hinweis erhélt, dann kann es nicht schaden, ihn zu
befolgen und zu sehen, wohin er fithrt. Ich setze also im Additionstheorem
y = x und erhalte:

cos(z + x) = cosx cos T — sin x sin z,

also
2 .2
cos(2x) = cos” x — sin” .

Das ist noch nicht so ganz das, was ich herausfinden soll, denn in der
gesuchten Formel kommen nur noch sin? z und cos(2z) vor, withrend hier
noch zusétzlich der quadrierte Cosinus gebraucht wird. Sie haben aber
noch nicht den gesamten Hinweis verwertet, denn schliefilich wird uns
dort auch geraten, den trigonometrischen Pythagoras anzuwenden. Aus
sin? x + cos? z = 1 folgt natiirlich cos® z = 1 — sin” z, und das kann ich in
die oben erreichte Formel einsetzen. Dann erhalte ich:

2

cos(2x) = cos’z —sin?z = 1 —sin®z — sin®z = 1 — 2sin® 2.
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Damit ist 2sinz = 1 — cos(2x), und daraus folgt die gewiinschte Formel:
1
sin®z = 5(1 — cos(2x)).

(ii) Die Gleichung cos?z = (1 + cos(2z)) kann man ganz genauso beweisen
wie die Gleichung aus (i), und ich werde Thnen zunéichst diesen Weg zeigen.
Anschliefend fithre ich Thnen dann noch vor, wie es auch etwas kiirzer
gegangen wire. Ich verwende also wieder das Additionstheorem fiir den
Cosinus mit y = z. In der Zwischenzeit hat es sich nicht gedndert, und
deshalb gilt nach wie vor:

cos(x 4+ x) = cosx cosx — sinx sin z,

also
cos(2z) = cos® z — sin® z.

Wenn Sie sich ansehen, was ich hier beweisen soll, dann geht es diesmal
um cos? z, und ich muB zusehen, wie ich den stérenden Term sin’z aus
meinem Zwischenergebnis entferne. Das geht natiirlich wieder mit dem
trigonometrischen Pythagoras, denn aus sin’® x + cos? z = 1 folgt sin® z =
1 — cos? z, und das setze ich in mein Zwischenergebnis ein. Dann erhalte
ich:

2 2 2

cos(2x) = cos’ z —sin? 2 = cos’ z — (1 — cos’ ) = 2cos? z — 1.

Damit ist 2 cos? = 1+ cos(2z), und daraus folgt die gewiinschte Formel:

1
cos® = 5(1 + cos(2x)).

Dieser Beweis ist vollig in Ordnung, aber wir hitten uns das Leben auch
etwas leichter machen kénnen. Man mufl das Rad nicht bei jeder Aufgabe
neu erfinden, und da ich eine &hnliche Formel bereits in (i) bewiesen hatte,
macht es vielleicht Sinn, darauf zuriickzugreifen. In (i) hatte ich bewiesen,
daf} immer

1
sin?z = 5(1 — cos(2z))

2 2

gilt. Nun ist aber sin® x = 1 — cos® z, und wenn ich das hier einsetze, dann

finde ich:

N | =

cos(2x).

|~

1
1 —cos’z = 5(1 —cos(2z)) =

Auflsen nach cos? z ergibt dann:

1 1 1
cos?z = = 4 = cos(2x) = = (1 + cos(2x)).
2 2 2
Es kann also durchaus Sinn machen, nicht immer wieder von vorn anzu-
fangen, sondern die Ergebnisse, die man unterwegs erzielt hat, auf neue
Probleme anzuwenden.
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(iii) Die Gleichung cos* z—sin? 2 = cos(2x) sieht schlimm aus, ist aber eigentlich

ganz leicht einzusehen, vor allem dann, wenn man den Hinweis auf die
dritte binomische Formel beachtet. Bereits in (i) und (ii) hatte ich die
Formel

cos® x — sin® z = cos(2z)

aus dem Additionstheorem fiir den Cosinus hergeleitet, und diese Formel
hat ja immerhin eine gewisse Ahnlichkeit mit der behaupteten Gleichung.
Schade ist nur, daf3 die Exponenten verschieden sind: wo hier eine 2 steht,
habe ich dort eine 4. Dieses Problem verschwindet aber ganz schnell.
Die dritte binomische Formel, die hier zum Einsatz kommen soll, lautet
bekanntlich a? —b? = (a—b)- (a+b), und so, wie meine Gleichung aussieht,
koénnte ich es mit a? = cos* z und b? = sin* z versuchen. Ich setze also

a = cos?z und b = sin? z.

Dann ist natiirlich
a? = cos* z und b? = sin* 2,

und mit der dritten binomischen Formel folgt:

cos? z—sin* z = a®>—b? = (a—b)-(a+b) = (cos? x—sin® z)-(cos? z+sin® z).
Was ist damit gewonnen? Vergessen Sie nicht den trigonometrischen
Pythagoras, der mir nach wie vor zur Verfiigung steht und aussagt, dafl
cos?x + sin®z = 1 gilt. Die zweite Klammer meines letzten Produkts
ist also nur eine besonderes komplizierte Schreibweise fiir die 1, und das
bedeutet:

(cos?  —sin? 2) - (cos® z + sin® z) = cos® z — sin® x = cos(2z).

Damit Sie den gesamten Weg ohne Unterbrechung vor sich sehen, schreibe
ich noch einmal alles vom Anfang bis zum Ende auf. Es gilt:

costz —sin*z = (cos’x —sin®z) - (cos® z 4 sin® x)
= cos’x —sin’z
cos(2x).
6.3 Zeigen Sie:
tanx + tan
tan(z +y) = +tany

1—tanztany’

Hinweis: Verwenden Sie die Additionstheoreme fiir Sinus und Cosinus.
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Losung In Aufgabe 6.2 haben Sie schon gesehen, dafl es Additionstheoreme
fiir die Sinus- und die Cosinusfunktion gibt, und was man damit anfangen kann.
Bei dieser Aufgabe handelt es sich um ein Additionstheorem fiir den Tangens,
denn es sagt aus, wie man aus den Tangenswerten fiir x und y den Tangenswert
fiir  +y berechnen kann. Zum Beweis werde ich einfach auf die Additionstheo-
reme fiir Sinus und Cosinus zuriickgreifen: der Tangens ist definiert als Quotient
aus Sinus und Cosinus, und man sollte erwarten, dafl dann ein Additionsthe-
orem fiir den Tangens irgendwie mit Hilfe der Additionsformeln fiir Sinus und
Cosinus nachgewiesen werden kann. Zunéchst einmal ist

sin(z + y)

tan(z +y) = cos(z +y)’

und das gibt Anlafl zur Hofflnung, weil ich im Z&hler das Additionstheorem fiir
den Sinus und im Nenner das Additionstheorem fiir den Cosinus verwenden
kann. Mit den Formeln aus Aufgabe 6.2 folgt dann:

tan( + y) sin(z +y) sinzcosy+ coszsiny
an(x = = .
Y cos(x+y) cosxcosy—sinzsiny

Ich gebe sofort zu, daf3 dieser Bruch keinen sehr einladenden Eindruck macht.
Dennoch ist er nicht annéhernd so schlimm, wie er aussieht, und vor allem liefert
er ein schones Beispiel dafiir, wie man von einem Term, den man zur Verfiigung
hat, auf einen Term kommt, den man gerne hitte. Bisher habe ich den Z#hler
sin x cos y + cos x sin y erreicht, aber wie Sie der Behauptung entnehmen kénnen
hétte ich gern den Zéahler tanx + tany. Wegen tanx = % kann ich aus
dem zweiten Summanden meines gegenwértigen Zahlers kaum einen Tangens
von z erzeugen, aber der erste Summand enthélt immerhin den Faktor sin .
Wenn ich also den Bruch durch cosz kiirze, dann steht da immerhin schon
einmal % = tanx cosy. Nun bin ich aber schon beim Kiirzen, und dann
kann ich es auch gleich richtig griindlich machen und den stérenden cosy mit
herauskiirzen. Ich werde jetzt also den bisher erreichten Bruch durch cosz cosy
kiirzen und nachsehen, was dabei herauskommt. Da Kiirzen bedeutet, dafl ich
Zahler und Nenner durch die gleiche Zahl teilen muf}, erhalte ich:

. . cos xsiny
sinzcosy +coswsiny  tanz+ oo

COSl‘COSg—SiH.ﬁSiDy " cosxcosy _ sinzsiny °
COS T COos Y COS T COoS Y

Damit habe ich den tanx am Anfang meines Zihlers erhalten. Der zweite
Summand im Zéhler lautet jetzt aber

coszsiny  siny

tany,
COSTCOSYy  COoSY

womit ich also im Z#hler genau das bekommen habe, was ich wollte. Der er-
ste Summand des Nenners ist offenbar genau 1, und der zweite Summand des
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Nenners 148t sich vereinfachen durch:

sinzsiny sinz siny

= =tanz - tany.
COSTCOSY  COST COSY

Insgesamt erhalte ich daher:

coszsiny

tanx + COS T Cos Y _ tanx+tany
coswcosy _ sinzsing ] _tapngtany’
COS T Ccos Yy COS T COs Y

und genau das sollte auch herauskommen.
Wie schon héufiger schreibe ich auch jetzt noch einmal die gesamte Glei-
chungskette am Stiick auf. Es gilt:

sin(z + y)

cos(z + y)
sinx cosy + cos zsiny

tan(z + y)

cosz cosy — sinxsiny
tanx + cosrsiny

- cos T cosy
T coszcosy _ sinzsiny
cos T cosy cos cosy

tanz + tany
1 —tanztany’

6.4 Bestimmen Sie alle reellen Losungen der folgenden trigonometrischen Gle-
ichungen.

(i) sin(2z) = cosx;

(i) sin(2z) = tanx;
(iii) 2cos?x — 5cosz = —2.
(iv) 2sin’z =sinz + 1.

Hinweis: Verwenden Sie in (i) und (ii) das Sinus-Additionstheorem mit y =
und vereinfachen Sie anschlieend die Gleichung so weit wie moglich. In (iii) und
(iv) setzen Sie z = cosx bzw. z = sinz und 16sen die entstehende quadratische
Gleichung.

Losung Im Gegensatz zu algebraischen Gleichungen wie beispielsweise quadra-
tischen Gleichungen oder Gleichungen dritten Grades kommen bei trigonome-
trischen Gleichungen nicht nur Potenzen von z vor, sondern vor allem die
auf die Unbekannte x angewandten trigonometrischen Funktionen. Das schafft
natiirlich Probleme, denn wihrend es zum Beispiel fiir quadratische Gleichun-
gen eine einfache Losungsformel gibt, die auf der bekannten binomischen Formel
beruht, ist so etwas fiir trigonometrische Gleichungen nicht méglich: die trigo-
nometrischen Funktionen sind zu kompliziert, um einfache Losungsformeln zu
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gestatten. Dazu kommt noch, dafl man mit einer Unmenge an Losungen rechnen
mufl. Schon die ausgesprochen einfache Gleichung sinz = 0 hat als Losungen
alle Nullstellen der Sinusfunktion, das heifit die Losungsmenge dieser simplen
Gleichung lautet {k7 | k¥ € Z}. Man muf} also bei solchen Gleichungen mit
Schwierigkeiten rechnen, und Sie werden diese Schwierigkeiten auch gleich ken-
nenlernen.

(i) Zur Losung der Gleichung sin(2z) = cos z ist immerhin ein Hinweis vorhan-
den: ich soll das Additionstheorem der SInusfunktion mit y = x verwen-
den und anschliefend die Gleichung so weit wie moglich vereinfachen. Mit
y = z folgt aus dem Additionstheorem:

sin(z + x) = sinz cosx + coszsinz, also sin(2z) = 2sinx cosx.
Die Gleichung kann ich also auch schreiben als
2sinx cosz = cosz.

An dieser Stelle wird oft und gern ein bestimmter Fehler gemacht: da
auf beiden Seiten der umformulierten Gleichung der Term cosx auftritt,
konnte man ja einfach durch diesen cosx dividieren und wére ihn dann
ein fiir allemal los. Konnte man, kann man aber nicht. Bedenken Sie,
dafl der Cosinus durchaus auch zu Null werden kann, und daf Sie durch
Null nicht teilen diirfen. Noch schlimmer: Fiir irgendein  mit cosxz = 0
haben Sie offenbar auf beiden Seiten der Gleichung eine Null stehen, so
daf} dieses z tatséchlich schon eine Losung der Gleichung ist, die Sie durch
das Abdividieren des Cosinus verlieren wiirden.

Man kann aber etwas anderes machen, das nicht viel anders aussieht und
doch wesentlich besser ist. Zuerst bringe ich den cosx auf die linke Seite
und dann klammere ich ihn aus. Das ergibt:

2sinzcosz —cosz =0, also cosx - (2sinz — 1) = 0.

Noch einmal: ich darf auch jetzt unter keinen Umsténden einfach so durch
cos teilen. Ich kann mir aber zu Nutze machen, dafl ich weif}, wann ein
Produkt Null wird: genau dann, wenn einer der beiden Faktoren Null
wird. Es gilt also:

cosx - (2sinz —1)=0 <& cosz=0oder 2sinz—1=10

. 1
& cosx =0 oder sinx = 3

Jetzt ist die Gleichung schon wesentlich iibersichtlicher geworden, denn
ich mufl nur noch herausfinden, wann cosxz = 0 oder sinx = % ist. Die
erste Frage ist leicht zu beantworten, denn es gilt:

3

T
cos— =cos—m=cos—mm =---=0,

2 2 2
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das heift, der Cosinus ist genau dann Null, wenn sein Input von der Form
5 + km mit einer ganzen Zahl k ist. Es gilt also:

Cosx:0<:>x:g+k7rmitk€Z

Zur Frage, wann sinz = % gilt, finden Sie vielleicht mit Hilfe eines
Taschenrechners heraus, daf§ sin30° = %, also im Bogenmaf sin § = %
ist. Das ist aber noch nicht alles, denn es gilt immer sin(7m — ) = sinz,
und daraus folgt sin %7‘(‘ = % Da sich der Sinus natiirlich bei jedem vollen

Durchgang um 27 wiederholt, folgt daraus:

5
sinsz@x:%—i—lemitkeZoderfc:67r—|—2k7rmitk€Z.

Da die Losungsmenge der Gleichung aus allen z-Werten besteht, fiir die
cosxz = 0 oder sinx = % gilt, folgt:

sz{%Jrkw}kez}u{%wkw‘kez}u{gwmkﬂ

vezy.

Nun 16se ich die Gleichung sin(2x) = tan x, und es ist nicht sehr iiberraschend,

daB auch hier wieder die Formel fiir sin(2z) zum Einsatz kommt, die ich
schon in Teil (i) gebraucht habe. Wegen sin(2z) = 2sinx cosz ist diese
Gleichung also dquivalent zu der Gleichung

2sinx cosx = tan .

Auf der rechten Seite steht noch tanz, aber das kann man leicht in Sinus
und Cosinus umformen. Damit ergibt sich die Gleichung:

sinx

2sinxcosx = .
cosx

Auch hier kann sich die Versuchung ergeben, unzulissig durch sinz zu
dividieren, da der Sinus von x auf beiden Seiten der Gleichung in der
passenden Position steht. Das wire aber genauso verboten wie das Teilen
durch cos z in Teil (i), denn natiirlich kann auch sin « zu Null werden, und
wir wiirden durch voreiliges Dividieren Losungen verlieren. Ich kann aber
alles auf eine Seite bringen und danach vorklammern. Das fiithrt zu:

sinx

2sinxcosx —

1
=0, also sinzx - (2cosx— ) = 0.
cosx cosx

Nach dem alten Prinzip, daf ein Produkt genau dann Null ist, wenn wenig-
stens einer seiner beiden Faktoren Null ist, bedeutet das:

. 1
)zO@smszoderZeosx— =0

COST

sinz- | 2cosx —
CcoS X
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Der erste Teil ist wieder einfach. Sie wissen, dafl
sin0 =sinm =sin27r =--- =0
gilt, und das heifit:

sint =0& 2z =Fkrmit k € Z.

Nun muf ich noch herausfinden, wann 2 cos x — Colsx = 0 gilt. Dazu bleibt
mir nicht viel anderes iibrig, als mit cosx durchzumultiplizieren. Das

ergibt dann:

1 1 1
2cos’z —1 =0, und damit cos®z = 3 also cosx = i\/;z iax/i

Der Einsatz Ihres Taschenrechners liefert

1
cos45° = cos315° = 5\/5,

also im Bogenmaf:

s 7 1
— = — = — 2.
cos 1 cos 47r 2\/_
Weiterhin ist

1
cos 135° = c0s225° = —5\/5,

also im Bogenmaf:

3 5 1
COSs Zﬂ- = COS 171' = —5\/5

Mit anderen Worten: multipliziert man 7 mit einer ungeraden ganzen

Zahl, dann ergibt sich fiir diesen Input der Cosinuswert %\/5 oder —%\/5

Da die Losungsmenge der Gleichung aus allen z-Werten besteht, fiir die
sinz = 0 oder 2cosz — —— = 0 gilt, folgt:

cosx

L= {kw|kel}u{£(2k+1)‘ke Z}.

(iii) Die Gleichung 2 cos? x —5cosx = —2 legt ein anderes Verfahren nahe, das
auch schon der zugehorige Hinweis beschreibt. Setzt man hier z = cosz,
so ergibt sich fiir die Unbekannte z die Gleichung:

5
222 — 5z = —2, also 222 — 52 + 2 = 0 und damit z2—§z+1:0.

Das ist nun eine ganz normale quadratische Gleichung mit der Unkannten
z, die ich wie iiblich mit Hilfe der p, g-Formel 16sen kann. Es gilt:

5 125 5 /9 5 3
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Also ist z1 = % und zo = 2. Nun darf man aber nicht vergessen, daf} die

Sache noch keineswegs zu Ende ist, denn z war nur eine Hilfsvariable,
die fiir den Cosinus von z steht. Ich muf} also noch die Gleichungen
cosr = % und cosx = 2 nach z auflésen und damit die x-Werte fiir
jeden der beiden z-Werte bestimmen. Fiir z; = % kann man wieder mit

dem Taschenrechner feststellen, dafl
[e] [e] 1
c0s60° = cos 300° = >

also im Bogenmaf}

™ 5 1
COS — = COS =T = —

3 3 2
gilt. Da sich auch der Cosinus in Zyklen von 27 wiederholt, heifit das:

1
cosx:5@x:g—i—lemitkéZoderngﬂ—i—%mmitkeZ.

Fiir zo = 2 ist alles etwas einfacher, denn die Gleichung cosz = 2 kann
keine Losung haben, da stets |cosz| < 1 gilt. Ich habe also nur z; als
brauchbaren z-Wert, und damit ergibt sich die Losungsmenge:

s 5
L:{§+2kw‘kez}u{gﬂ+2kw

kez).

Die Gleichung 2sin?z = sinz + 1 lift sich nach dem gleichen Prinzip
angehen wie die Gleichung in Teil (iii), nur daf ich hier z = sinz setzen
muf}. Dann erhalte ich die neue Gleichung:

1 1

222:z+1<:>222—z—1:0<:>22—52—5:0.

Die p, g-Formel liefert:

i, AT, o s
2Tmr VI T2 TV 1

Also ist 21 = —% und zo = 1. Fir z; = —% muf ich nun feststellen, wann

sinx = —% wird. Laut Taschenrechner ist aber

1
sin 210° = sin 330° = —3

also im Bogenmaf}

L7 .11 1
sin o = sin o = — 2.

6 2
Da sich der Sinus in Zyklen von 27 wiederholt, heifit das:

1 7 11
sinx:—§®x=67T+2k7rmitkEZodeerKW—l—ZkﬂmitkEZ.



