Zweidimensionale Verteilungen

Héngt die Dauer der Arbeitslosigkeit vom Ausbildungsstand ab, oder vom Alter und vom
Geschlecht? Beeinflufit die Wachstumsrate der Geldmenge die Inflationsrate? Um wieviel
verringert sich die Nachfrage, wenn Volkswagen seine Preise um 5% erhoht? Solche und
dhnliche Fragestellungen erfordern die Untersuchung von Zusammenhingen und
Abhingigkeiten zwischen zwei oder mehreren Merkmalen, die gemeinsam erhoben
werden miissen. In diesem Kapitel wird ausgefiihrt, wie zweidimensionales Datenmaterial
aufbereitet und dargestellt werden kann. Vor allem aber werden Verfahren und
Malzahlen vorgestellt, mit denen die Zusammenhinge und Abhéngigkeiten aufgedeckt
und gemessen werden konnen.

3.1 Streudiagramm und gemeinsame Verteilung

Jede statistische Einheit o, (i= 1, - - -, n) einer Grundgesamtheit Q) kann Triger einer
Vielzahl von Merkmalen sein. Die univariate Statistik beachtet davon nur ein Merkmal
bzw. nur eine Variable, die multivariate Statistik beobachtet von jedem Merkmalstriger
@ , mehrere Variablen

X(0,), Xy (@), -+, X, (@) (3-1)

und analysiert die Beziehungen zwischen den Variablen. Der einfachste Fall einer mehr-
dimensionalen Statistik ist die zweidimensionale. Bei ihr sind zwei Variablen

X(w;) und Y(w,)

von Interesse. Das Ergebnis der Erhebung sind Wertepaare (x,, y,). Im Streudiagramm
werden Wertepaare

(x;, ) = P,
(X, ¥,) =1 P,
(x39 )’3) = P3

(x,y) =P,
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als Koordinaten von Punkten P, angesehen und in ein Koordinatensystem eingezeichnet:

Yi4——— - —— —— + ®

BILD 3.1 Punkfe im Streudiagramm

Die Kontingenztabelle oder Korrelationstabelle

- ... insge-

Y1 Y2 Vi M samt

X o M ny; oY .
X My Ny ;i "y .
X M ;i n M
Xk M T My M e
insge- n n n n n

samt el 2 *j ol

stellt die gemeinsame Verteilung der statistischen Variablen X und Y iibersichtlich dar.l
Dabei gehen wir davon aus, daf} die Merkmale jeweils nur k respektive m Ausprigungen

1 Bei der Behandlung der eindimensionalen statistischen Variablen wurde i als Laufindex
und j als Summationsindex verwendet, und es konnte sorgfiltig zwischen beiden
unterschieden werden. In der Kontingenztabelle der zweidimensionalen statistischen
Variablen (X, Y) bezeichnet i gleichzeitig den Summationsindex und Laufindex von X,
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annehmen oder annehmen konnen. Sehr oft werden aber auch bei der Anfertigung von
Kontingenztabellen GroBenklassen gebildet. In der Tabelle bedeutet

n; = absH(X =x, r\Y:yj) , (3-2)

fir i=1,---,k und j=1,---,/, die absolute Haufigkeit, mit der die Wertekombination

(x;» y;), und

/
ni- = Zl’llj bzw. I’l.j = ZI’ZI.]. (3_3)

j=1 i=1

die absolute Haufigkeit, mit der der Wert x, bzw. y. beobachtet wurde. Es gilt natiirlich,
daf} die Summe der Zeilensummen gleich der Summe der Spaltensummen ist:

Natiirlich konnen in Kontingenztabellen auch die relativen Hiufigkeiten oder Prozent-
werte angegeben sein, was meist anschaulicher ist. Fiir die relativen Héaufigkeiten
hl.j =ny /n gilt entsprechend:

3.2 Randverteilungen

Natiirlich kann man auch bei zwei- oder mehrdimensionalem Datenmaterial das Augen-
merk nur auf das eine oder andere Merkmal richten und die Zusammenhénge zunéchst
unbeachtet lassen. Man wird dann diese eindimensionalen Merkmale getrennt behandeln
und mit den Verfahren des vorigen Kapitels auswerten. Bildlich gesprochen bedeutet
dies, da} man nur auf die Réinder der Kontingenztabelle schaut und das innere der Matrix
nicht beachtet.

wihrend j Summations- und Laufindex von Y ist. k bezeichnet die Anzahl der
verschiedenen Auspriagungen von X und / die von Y, 7 ist die Anzahl der Beobachtungen
bzw. Merkmalstriger.
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Definition: Die beiden eindimensionalen Verteilungen

n,
ho=relH(X =x,) = =1 Q=1 k (3-4)
beziehungsweise
n, .
— — — *J | — oo -
hy=relHY=y) = —5  j=l-1 (3-5)

heiBlen Randverteilungen der statistischen Variablen X bzw. Y.

Betrachtet man aber nur die Rinder, geht die wesentliche Information einer zwei-
dimensionalen Statistik, namlich die {iber das gemeinsame Verhalten der Merkmale und
deren Abhingigkeit oder Unabhéngigkeit, leider verloren.

Berechnung von Mittelwert und Varianz

Die Randverteilungen geben die Verteilung einer Variablen an, ganz unabhingig davon,
welchen Wert die andere Variable gerade hat. Mit der jeweiligen Randverteilung lassen
sich Mittelwert und empirische Varianz fiir jede Variable einzeln berechnen als

k !
X=) h,x, beziehungsweise ¥= Zh.j Y, (3-6)
i=1 j=1
und
2 < 2 2% 2
Sy = 2 =%)" bzw. sy =2 h (v, -) (3-7)
i=1 Jj=1

Beispiel [1] Abstraktes Rechenbeispiel fiir eine zweidimensionale Hiufigkeits-
verteilung.

Die Komponente X hat die k =4 Merkmalsausprigungen
x, =30, x,=40, Xy= 50, x,= 60.

Die Komponente Y hat die /=5 Merkmalsauspriagungen
y=1y,=2 y,=4,y,=5, y;=8.

Die Anzahl der Merkmalstriger bzw. Wertepaare ist n = 200.
Die gemeinsame Verteilung sei gegeben durch die folgende Tabelle der
absoluten Hiufigkeiten:
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X Y 1 2 4 5 8 i;‘:rgni'
30 4 8 8 0 0 20
40 4 8 16 20 12 60
50 12 10 16 28 14 80
60 0 4 10 16 10 40

igjﬁi' 20 30 50 64 36 | 200=n

Die relativen Hiufigkeiten erhélt man durch Division aller Werte durch

n =200:
Y

x 1 2 4 5 8 By
30 | 002 004 004 0 0 | 010
40 | 002 004 008 010 006 | 030
50 | 006 005 008 014 007 | 040
60 0 002 005 008 005 | 020
h 0.10 015 025 032 0.8 1

°j

In der letzten Spalte und der untersten Zeile erkennt man die beiden Rand-
verteilungen dieser gemeinsamen Verteilung, und zwar die fiir X

X 30 40 50 60
he | 010 030 040 020
und die fiir die Komponente Y
Y 1 2 4 5 8
h 0.10  0.15 0.25 0.32 0.18

°j

Mittelwerte und Varianzen werden mit den Randverteilungen berechnet.



86 KAPITEL 3 Zweidimensionale Verteilungen

Zunichst fir X

4
X=Yhx, =0.1-30+0.3-40+0.4-50+0.2-60
=l = 3+12+20+12 =47

sy = ihi.(xi ~%)° = 0.1-(30 - 47)° + 0.3-(40 - 47)°
= +0.4-(50—47)% +0.2-(60 — 47)
= 0.1-(-17)* + 0.3-(=7)* + 0.4-(3)* + 0.2 - (13)?
= 28.9+14.7+3.6+33.8 = 81

sX=\/a=9

und dann fiir Y

Vo= 2 kv =010-1+0.15-2+0.25-4+0.32:5+0.18-8

/=l =0.10-1+0.15-2+0.25-4+0.32-5+0.18-8
0.10 +0.30 +1.00 +1.60 + 1.44 = 4.44

5

Yohy: = 01017 +0.15-2% +0.25-47 +0.32-5” +0.18-8
i 0.10-1+0.15-4 +0.25-16 + 0.32-25 + 0.18 - 64
0.10 + 0.60 + 4.00 +8.00 + 11.52 = 24.22

sy = 2422 (4.44) = 24.22-19.7136 = 4.5064

sy = V45064 = 2.1228.
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3.3 Bedingte Verteilungen und statistische
Zusammenhange

Besonders interessiert bei einer zweidimensionalen statistischen Variablen die Verteilung
der relativen Haufigkeiten iiber einer Variablen, wenn (unter der Bedingung, dal) die
andere auf einem bestimmten Wert festgehalten wird. Auf diese Weise erhilt man einen
wichtigen Einblick in die Art des Zusammenhangs zwischen beiden.

Definition: Die j=1,---,/ eindimensionalen Verteilungen
by, = relH(X=x;|Y=y,), i=1-,k (3-8)
und die i =1,---, k eindimensionalen Verteilungen
hy, = relH(Y=y;| X=x;), j=1,---,1 (3-9)

heillen bedingte Verteilungen.

Die bedingten Verteilungen lassen sich leicht aus der Kontingenztabelle entnehmen; man
braucht nur die Zeilen oder Spalten der Tabelle durch den ihnen entsprechenden Wert der
Randverteilung zu dividieren:

Definition: Ist die gemeinsame Verteilung /.. der statistischen Variablen X und Y
gleich dem Produkt der beiden Randverteilungen

hy = hiy-h,; (3-10)

fir i=1,---,k und j=1,---,1, so heifen X und Y statistisch unab-
héngig.

Bei unabhingigen statistischen Variablen sind die bedingten Verteilungen identisch und
jeweils gleich der Randverteilung. Es gilt also fiir alle j=1,---,/ bedingten Verteilungen

von X
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und fiir alle i =1,---, k bedingten Verteilungen

Beispiel [2] Fiir die gemeinsame Verteilung aus dem Zahlenbeispiel [1] gibt es fiinf
bedingte Verteilungen von X und eine Randverteilung von X:

X hi\Y:l hi\Y=2 hi\Y=4 hi\Y:S hi\Y:S hie
30 0.2 0.267 0.160 0 0 0.10
40 0.2 0.267 0.320 0.313 0.333 0.30
50 0.6 0.333 0.320 0.437 0.389 0.40
60 0 0.133 0.200 0.250 0.278 0.20

1 1 1 1 1 1

Alle diese fiinf bedingten Verteilungen sind verschieden und keine ist gleich
der Randverteilung. Die beiden Komponenten X und Y sind deshalb hier nicht
unabhingig.

Es gibt vier bedingte Verteilungen von Y und eine Randverteilung von Y:

Y 1 2 4 5 8

hjx=30 | 0200 0400 0400 0 0 1

hj‘X:40 0.067 0.133  0.267 0.333  0.200 1

hj‘X:50 0.150 0.125  0.200 0.350  0.175 1

hj‘X:@ 0 0.100  0.250 0.400  0.250 1

h.j 0.10 0.15 0.25 0.32 0.18 1
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Zusammenfassende MaBzahlen

Die Elemente @, (i =1,---, n) einer statistischen Masse 2 vom Umfang n sind nach zwei
Merkmalen untersucht, und die statistischen Variablen

x, =X(w,) und v, =Y(w,)

als Wertepaare erhoben worden. Von beiden Variablen seien sowohl Mittelwerte x und

y als auch die Varianzen s§( und s% berechnet. Es gilt fiir die Summe Z:=X + Y:
z=X+y, (3-11)

das heiBBt, der Mittelwert einer Summe ist gleich der Summe der Mittelwerte. Ent-
sprechend ist der Mittelwert einer Differenz gleich der Differenz der Mittelwerte. Dies
gilt ohne Ansehen der gemeinsamen Verteilung der beiden Variablen und ebenso fiir
statistisch unabhiingige wie fiir statistisch abhingige Variablen.

Beispiel [3] Das deutsche Einkommensteuergesetz kennt sieben Einkunftsarten. Viele
Steuerpflichtige erzielen Einkiinfte aus zwei oder mehreren Einkunftsarten.
Seien X die von den Steuerpflichtigen erklidrten Einkiinfte aus nichtselb-
standiger Arbeit, Y die aus Kapitalvermdgen und Z die Summe aus beiden.
Dann gilt sicherlich fiir den Mittelwert der Summe z = x +y . Aber wie ist
es mit der Streuung?

Fiir die Varianz der Summe Z = X + Y erhalten wir durch Anwenden der binomischen
Formel

s§(+Y = %Zl[(xj"—yj)_(f’*’)_})]z
j=

1 — 2

= D0, =)+ (v, ~ )]

n
_ 1 =2 =25 = -
= 200 =X+ (=) 20 (x =X, )
2 2 2 1 _ _
SX+Y :SX"‘SY"'?-';Z(XJ-_X)(J’]-_J/) (3-12)
und entsprechend fiir die Varianz der Differenz

2

2 2 1 _ _
SX—Y :SX+SY_2';Z(xj_x)(yj_y)' (3—13)
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Nur fiir den Spezialfall, daB der letzte Term in (3-12) bzw. (3-13) verschwindet, wire die
Varianz einer Summe oder Differenz gleich der Summe der Einzelvarianzen:

2
Syry = Sy T8y (3-14)

1 _ _
falls ZZ(xj —x)(yj -y)=0

Ob nun dieser Term, der den linearen statistischen Zusammenhang beider Variablen
widerspiegelt, verschwindet oder nicht, hingt von der gemeinsamen Verteilung von X
und Y ab.

3.4 Kovarianz und Korrelationskoeffizient

Definition:  Die aus den n Wertepaaren (x,, y,) berechnete GrofRe

=—2(x -, -7 (3-15)

Jj=l1

heilit empirische Kovarianz oder kurz die Kovarianz zwischen den
statistischen Variablen X und Y.

Die Kovarianz ist nichts weiter als das arithmetische Mittel des Produkts der Ab-
weichungen der einzelnen Beobachtungen von ihrem jeweiligen Mittel.

Ahnlich wie bei der Varianz gibt es auch bei der Kovarianz eine vereinfachte Be-
rechnung. Statt die Abweichungsprodukte zu mitteln, kann man auch das Produkt der
Werte selbst mitteln

1 n
und anschlieBend das Produkt der beiden Mittelwerte abziehen. Die Kurzschreibweise
Coy = Xy—Xy (3-15a)

driickt dies prédgnant aus. Der Beweis ist leicht; man braucht nur die Abweichungs-
produkte in (3-15) auszumultiplizieren und die vier Summanden getrennt zu mitteln.
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y=y
y (GO
S I -,
[ ¢ I [ ]
[ ° .I
y = . S ' x—-X
Coe )
*®
t X
X

BILD 3.2 lllustration der Kovarianz

Zur Illustration der Kovarianz ist in BILD 3.2 ein Hilfs-Koordinatensystem eingezeichnet,
das durch den Schwerpunkt (X,y) der Punktewolke geht. In diesem Koordinatensystem
werden die Abweichungen der Beobachtungswerte von ihrem eigenen arithmetischen
Mittel gemessen. Deshalb sind seine Achsen mit x—Xx und y-—y bezeichnet. Die
einzelnen Abweichungsprodukte (x; —X)(y; —y) entsprechen den Flichen der von den
einzelnen Punkten aufgespannten Rechtecke. Sind die Abweichungen grof3, gibt es grof3e,
sind sie klein, gibt es kleine Rechtecke. Die Rechtecksfldchen im I. und III. Quadranten
entsprechen positiven Abweichungsprodukten. Im II. und IV. Quadranten haben die
Abweichungen verschiedene Vorzeichen, was ein negatives Produkt ergibt. Uberwiegen
die positiven Abweichungsprodukte, bleibt ihre Summe positiv, liberwiegen die Beobach-
tungswerte im II. und IV. Quadranten, wird sie negativ.

Eine positive Kovarianz beschreibt somit eine gemeinsame Tendenz der beobachteten
Werte x, und y: Relativ groBe Werte von X gehen im Durchschnitt der Beobachtungen
mit relativ groBen Werten von Y einher. Entsprechend zeigt eine negative Kovarianz an,
daf} die Beobachtungswerte im II. und IV. Quadranten tiberwiegen, das heiflt grole Werte
der einen Variablen eher mit kleinen Werten der anderen einhergehen.

Die Kovarianz kann nur fiir Wertepaare berechnet werden, oder — was dasselbe ist —
fiir zwei Variablen, die eine gemeinsame Verteilung besitzen. Unter Verwendung ihrer
gemeinsamen Verteilung hij erhilt die Definition die folgende Schreibweise:
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k1
Coy = Z;Zlhff(xi -0, - ) (3-15b)
=l j=

Hierin wird deutlich, dall jedes in den Beobachtungen vorkommende Abweichungs-
produkt mit seiner relativen Haufigkeit gewichtet beriicksichtigt wird.

Sind zwei Variablen X und Y statistisch unabhingig, ist die Kovarianz zwischen ihnen
Null.

Man beachte, da3 dieser Satz nicht umkehrbar ist; aus der statistischen Unabhingig-
keit folgt zwar das Verschwinden der Kovarianz, jedoch liegt keineswegs immer Un-
abhingigkeit vor, wenn die Kovarianz verschwindet. In der Tat mifit die Kovarianz nur
den linearen Anteil der statistischen Abhéngigkeit.

Definition: Der Quotient

o, = ){Y (3-16)

hei3t (empirischer) Korrelationskoeffizient zwischen X und Y.

Natiirlich 146t sich dieser Quotient nur dann ausrechnen, wenn beide Standard-
abweichungen im Nenner grofier als Null sind. Einige wichtige FEigenschaften des
Korrelationskoeffizienten seien beachtet:

1. Mit der Division durch die beiden Standardabweichungen erhilt man ein normiertes
Mal fiir die Strenge des linearen statistischen Zusammenhanges. Denn ein groBer
Zahlenwert der Kovarianz kann auch daher riihren, daf die Streuung der beiden
Komponenten fiir sich genommen schon grof ist, obwohl gar keine allzu grof3e lineare
Abhingigkeit zwischen ihnen besteht. Die GroBe r,, hat das gleiche Vorzeichen wie
die Kovarianz, liegt aber stets zwischen —1 und +1, das heil3t

-l<r, <+

2. Eine weitere Folge der Normierung ist, dal der Korrelationskoeffizient unverindert

bleibt, wenn man eine oder beide Variablen linear transformiert, das heiflit den

Mafstab dndert. Es ist ihm egal, ob man in Dollar, Yen oder Euro rechnet. Um das zu
zeigen, definieren wir zwei neue Variablen
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U:w=a +bX, mith #0
Vo= az+b2Y, rnitb2 #0

als lineare Transformation von X respektive Y und berechnen den Korrelations-
koeffizienten zwischen ihnen. Wir erhalten unter Beriicksichtigung der Rechenregel
(2-18)
Cov __ bibyey,  bb -

XY b
v B sk lby sy ‘blez‘

V. =
uv
Su

X
daB sich der Korrelationskoeffizient nicht veréndert, solange b, und b, beide positiv
oder beide negativ sind. Andernfalls @ndert sich lediglich das Vorzeichen von r, was ja
nur plausibel ist.

. Vertauscht man die Variablen X und Y, dndert sich dadurch nichts am Korrelations-
koeffizienten, vielmehr ist

Beide Merkmale werden in der Korrelationsrechnung symmetrisch behandelt, keines
ist gegeniiber dem anderen bevorzugt. Es wird zwar eine statistische Abhingigkeit
konstatiert, ohne festzulegen, welche der beiden die abhinge oder die unabhiingige
Variable ist. Das ist in der Regressionsrechnung des folgenden Kapitels anders.

rey =097 ryy =—0.52 rey = 0.06

BILD 3.3 Punktewolken und Korrelationskoeffizienten

Beispiel [4] Fiir die gemeinsame Verteilung aus dem Zahlenbeispiel [1] erhédlt man

fiir die Kovarianz
ZZh (x, =X)y, =) = ZZ gy XY
i=1j=1 i=1j=1

tiber den Umweg der vereinfachten Berechnung zunichst
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4 5
ZZhijxiyj =0.02-30-1+0.04-30-2+0.04-30-4+0-30-5+0-30-8
i=1j=1 +0.02-40-14+0.04-40-2+0.08-40-4+0.10-40-5+0.06-40-8
+0.06-50-1+0.05-50-2+0.08-50-4 + 0.14-50-5+ 0.07-50-8
+0-60-1+0.02-60-2+0.05-60-4 + 0.08-60-5+ 0.05-60-8
=06+24+48+08+3.2+12.8+20.0+19.2
+3.0+5.0+16.0+35.0+28.0 +2.4+12.0+24.0+24.0
=78+56+87+62.4 =213.2

und dann

Cyy = 213.2-47-4.44 = 213.2-208.68 = 4.52.

Der Korrelationskoeffizient betrdgt somit

L 4S8
xr T 921228

was eine schwache positive Korrelation bedeutet.

= +0.2366,

Es ist sehr wichtig zu betonen, dal Kovarianz und Korrelationskoeffizient nicht zwingend
eine kausale Beziehung zwischen den Merkmalen bedeuten: Lediglich die gerade
vorliegenden Beobachtungen zeigen eine statistische Tendenz, diese konnte aber auch
rein zufillig sein. Je strenger die Korrelation allerdings ist, um so eher wird man geneigt
sein, einen substantiellen Zusammenhang zu vermuten, der aber durch theoretische und
sachliche Uberlegungen sowie durch weitere empirische Forschungen gestiitzt werden
miifite.

Bravais-Pearson und Spearman

Der oben definierte Korrelationskoeffizient wird oft als BRAVAIS1-PEARSONZ-
Korrelationskoeffizient oder PEARSON r bezeichnet. Denn es gibt noch einen anderen,
ndmlich den Korrelationskoeffizienten nach SPEARMANS oder Rangkorrelations-
koeffizienten.

1 AUGUSTE BRAVAIS, 1811 —1863) franzosischer Physiker, Professor an der Ecole
Polytechnique, Paris, beriihmt durch die Entdeckung der Gitterstruktur der Kristalle
(Bravais-Gitter). Wahrscheinlich hat er den Korrelationskoeffizienten ,,erfunden®.

2 KARL PEARSON, 1857 — 1936, englischer Mathematiker und Antropologe am University
College, London. Er ist einer der Begriinder der modernen Statistik. AuBlerdem war er
noch Rechtsanwalt, Poet und radikaler Politiker, aber nicht verwandt und nicht
verschwigert mit dem Verlag, in dem dieses Lehrbuch erscheint.

3 CHARLES EDWARD SPEARMAN, 1863 — 1945, englischer Psychologe und wie PEARSON
Professor am University College, London. Er schuf die Ansitze zur objektiven Messung
von Intelligenz und anderen menschlichen Fahigkeiten.
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Man verwendet ihn bei ordinal skalierten Merkmalen. Er ist nichts anderes als der
Korrelationskoeffizient zwischen den Rangpldtzen der Beobachtungen

Sp .

oy = (3-17)

Tra(x), re(r)
Die Formel zur Berechnung dieses Koeffizienten ist im Prinzip die gleiche, mit dem
Unterschied, da3 nicht mit den gemessenen Variablenwerten (xl., yi) selbst, sondern mit
ihren Rangplitzen [rg(x,), rg(y,)] gerechnet wird. Die Rangplétze sind die Indizes,
nachdem die Beobachtungswerte der GroBe nach sortiert worden sind. Es spielt dabei
keine Rolle, ob man dem grofiten oder dem kleinsten Wert den Rangplatz 1 zuweist.

Treten dabei zwei oder mehrere gleich groBe Werte auf, so numeriert man zunichst
einfach durch, ordnet aber dann den gleichen Werten das arithmetische Mittel ihrer
Rangplitze zu.

Beispiel [5] Die folgende Tabelle zeigt die Ergebnisse der Abiturpriifungen von zehn
Schiilern in den Fachern Deutsch (Merkmal D) und Geschichte (Merkmal G).
Die maximal erreichbare Punktzahl betrigt jeweils 15.

Sch.iiler Deutsch Geschichte re(D) r2(G)

i D G

1 13 15 4 1

2 14 8 2.5 (2) 4 (3)
3 8 1 9 10

4 10 7 7 6.5 (6)
5 15 9 1 2

6 1 5 10 9

7 14 8 2.5 (3) 4 4)
8 12 7 5 6.5 (7)
9 9 6 8 8

10 11 8 6 4 (5)

Sind die Noten korreliert? Gehen gute Leistungen in Deutsch mit guten
Geschichtskenntnissen einher? Zuerst werden fiir jeden Schiiler in jedem der
beiden Ficher die Rangplitze bestimmt. Dazu ordnen wir die Schiiler nach
den von ihnen erzielten Ergebnissen in den Fichern an. Schiilern mit
gleichem Ergebnis wird das arithmetische Mittel derjenigen Rangplitze
zugeordnet, die sie bei willkiirlicher Anordnung erhalten hitten (sind in
Klammern jeweils angegeben). So kann es zu Rangplitzen 2.5 oder 6.5
kommen. Dann berechnen wir Varianzen, Standardabweichungen und die
Kovarianz der Rangplitze und erhalten mit

Sp_ 6.95

695  _ gsg
p6 T .8636.2.8284

eine recht positive Korrelation, was zu erwarten war.



96 KAPITEL 3 Zweidimensionale Verteilungen

Man wird im Einzelfall auch dann lieber die Rangkorrelation berechnen, wenn man der
Qualitdt der Skala eines oder beider Merkmale nicht recht traut, also nicht weif3, ob sie
abstandstreu ist. Bei Examensnoten etwa werden die meisten zustimmen, daf3 eine 1 wohl
besser ist als eine 2, aber ob die Differenz zwischen der 1 und der 2 genau so viel
bedeutet wie die zwischen der 2 und der 3, ist fraglich.

Wihrend der BRAVAIS-PEARSON-Korrelationskoeffizient den linearen statistischen
Zusammenhang angibt, milit der SPEARMANsche Rangkorrelationskoeffizient nur den
monotonen Anteil des statistischen Zusammenhangs der beiden Variablen. Streng
monotone Transformationen der beiden Variablen veridndern ihn nicht, denn sie lassen die
Rangplitze unverindert. Die linearen Transformationen gehoren natiirlich zu den
monotonen Transformationen, aber auch etwa das Logarithmieren wére eine monotone
Transformation. Auch hier dndert der Korrelationskoeffizient allenfalls das Vorzeichen,
ndmlich genau dann, wenn die eine Transformation streng monoton fallend war und die
andere steigend.

3.5 Kontingenzkoeffizient

Die Berechnung und sinnvolle Interpretation der Kovarianz und des Korrelations-
koeffizienten setzt voraus, daf3 die statistischen Variablen eine metrische Melbarkeit
haben. Fiir den Rangkorrelationskoeffizienten reicht eine ordinale Mefbarkeit aus, aber
wie mifit man den statistischen Zusammenhang, wenn nur nominalskalierte Merkmale
vorliegen?

Ausgangspunkt fiir die Uberlegungen ist der Begriff der statistischen Unabhiingigkeit.
Nach der der Definition (3-10) wiirden zwei Komponenten X und Y als statistisch
unabhingig bezeichnet werden, wenn sich ihre gemeinsame Verteilung aus dem Produkt
der beiden Randverteilungen

= hi.‘h.j (3-18)
fir i=1,---,k und j=1,---,/ berechnen lieBe. In absoluten Hiufigkeiten ausgedriickt
wiirde das Unabhingigkeitskriterium

nio : noj
E. :=nh,h, = (3-19)
if ie Toj n

lauten. Dabei ist zu beachten, dal} die Zahlen E . eben hypothetische Werte sind, die auch
keineswegs ganzzahlig zu sein brauchen. Um das Ausmall der Abhéngigkeit zu quan-
tifizieren, wird man auf die Abweichungen

schauen. Im allgemeinen aber sind empirische gemeinsame Verteilungen nicht un-
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abhingig, sondern es gibt mehr oder weniger groBe Abweichungen. Je stirker die
tatsidchlichen Héaufigkeiten von den hypothetischen abweichen, um so grofer wird der
statistische Zusammenhang sein. Um eine Mafzahl zu gewinnen, quadriert man die
Abweichungen, teilt sie durch den hypothetischen Wert und summiert iiber alle Felder der
Kontingenztabelle auf.

Definition: Die Summe der relativen quadratischen Abweichungen

2
(n,‘]‘ _Eij)

k1
i=1 j=1 i

heilt quadratische Kontingenz oder Chi-Quadrat-Koeffizient.

Die quadratische Kontingenz wire im Falle vollkommener Unabhédngigkeit natiirlich
Null, in allen anderen Fillen positiv, und sie kann, wenn Abhéngigkeit vorliegt, fiir grof3e
n sehr grof} werden. Deswegen ist sie als Zusammenhangsmalf} nicht besonders geeignet.
Man wiirde ein normiertes MaB vorziehen. Der Kontingenzkoeffizient

_ | 9K
KK = OK +n

ist ebenfalls Null, wenn die quadratische Kontingenz Null ist. Fiir groes QK wird auch
KK groRer, erreicht den Wert Eins aber nicht ganz, sondern maximal den Wert KK

0< KK < KK, = "=L <1,
m

der von der GroBe der Kontingenztabelle abhédngt, das heiflt von ihrer Zeilenzahl k und
Spaltenzahl [, wobei m die kleinere von beiden ist. Unter Beriicksichtigung dieses
Sachverhalts korrigiert man den Kontingenzkoeffizienten in einem zweiten Normierungs-
schritt.

Definition: Die Grofle

= KK OK -m

KK = KK_ ~ V(©QK+n)(m-1)

(3-21)

heillt korrigierter Kontingenzkoeffizient.

Es ist nun 0< KK~ <1, und man kann damit auch die Stirke des Zusammenhangs von
verschiedenen Kontingenztabellen eher vergleichen als mit KK.
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Beispiel [6] Streben minnliche und weibliche Jugendliche in Deutschland in die
gleichen Berufe? Die folgende Kontingenztabelle zeigt die gemeinsamen
Hiufigkeiten der beiden Merkmale Geschlecht und Ausbildungsbereich in
Deutschland im Jahr 1999 (in tausend Personen):

TABELLE 3.1a Azubis in Deutschland

Ausbildungs-

bereich ménnlich weiblich gesamt
Industrie und Handel 471.5 361.5 833.0
Handwerk 485.5 131.4 616.9
offentlicher Dienst 17.6 29.9 47.5
974.6 522.8 1497.4

Quelle: Deutschland in Zahlen 2001, Institut der deutschen Wirtschaft

Wire die Berufswahl unabhdngig vom Geschlecht, miifite die gemeinsame
Verteilung etwa so aussehen:

TABELLE 3.1b  Verteilung der Azubis bei Unabhdangigkeit

Ausblld.ungs— ménnlich weiblich gesamt
bereich
Industrie und Handel 542.17 290.83 833.0
Handwerk 401.52 215.38 616.9
offentlicher Dienst 30.92 16.58 475
974.6 522.8 14974

Mit Hilfe der folgenden Arbeitstabelle berechnen wir zuerst die quadratische

Kontingenz:
2
n.-n_. (n.—E.)
i J n E =—2 Y Y
ie Ly ij U n
i
1 1 833.0 974.6 471.5 542.1676 9.2114
2 1 616.9 974.6 485.5 401.5165 17.5665
3 1 47.5 974.6 17.6 30.9159 5.7354
1 2 833.0 522.8 361.5 290.8324 17.1711
2 2 616.9 522.8 131.4 215.3835 32.7473
3 2 47.5 522.8 29.9 16.5841 10.6918

QK =93.1231
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Der korrigierte Kontingenzkoeffizient

. 93.1231-2
KK = \/ (93.1231+1497.4)-(2-1)

=0.3422

zeigt, dal die Berufswahl auch heute durchaus nicht unabhingig vom
Geschlecht ist.

Der Kontingenzkoeffizient kann natiirlich auch fiir ordinale und sogar metrische Merk-
male berechnet und sinnvoll interpretiert werden. Jedoch ist zu beachten, daf} er nur an-
gibt, wie stark der Zusammenhang ist, aber nichts iiber die Richtung des Zusammen-
hanges aussagt, wie es etwa der Korrelationskoeffizient tut. Man kann aufgrund eines
groBBen KK eben nicht sagen, daf grole Werte der einen Variablen tendenziell mit grof3en
Werten der anderen einhergehen. Das liegt daran, dafl eben bei der Berechnung der QK
nur das Nominalskalenniveau beachtet wird. Groflen und Abstinde der Merkmalswerte
werden nicht beriicksichtigt, sie kommen in den Formeln gar nicht vor. Auch beliebige
Umstellungen von Spalten oder Zeilen in der Kontingenztabelle verindern nichts an den
KontingenzmalBen.

Beispiel [7] Die folgenden Verteilungen haben alle die gleichen korrigierten Kon-
tingenzkoeffizienten, aber verschiedene Korrelationskoeffizienten:

Y Y Y
13 s 2 6 10 15 20
4|12 10 | 12 110 3
5 20 X 2 12
6 3010 30 10 3 8
r=0.9438 r=0.3679 r =0.4895
KK =0.9560 KK =0.9560 KK =0.9560

Der korrigierte Kontingenzkoeffizient einer Verteilung ist genau dann eins, wenn in jeder
Zeile hochstens eine Spalte und jeder Spalte hochstens eine Zeile mit Hiufigkeiten
besetzt ist und somit vollkommene Abhdngigkeit besteht.

Kontrollfragen

1 Was ist der Unterschied zwischen univariater und multivariater Statistik?
Uberlegen Sie sich ein Beispiel der bivariaten Statistik!

2 Welchen Aufbau und welche Funktion haben Kontingenztabellen? Gibt es
auch Kontingenztabellen fiir mehr als zwei Merkmale?
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Wie viele Randverteilungen hat eine 3-dimensionale statistische Verteilung?
Wann ist die Varianz einer Summe kleiner als die Summe der Varianzen?

S Was ist statistische Unabhingigkeit? In welchem Zusammenhang steht hierbei
die Kovarianz?

6 Was sagt der Korrelationskoeffizient aus? Bedeutet ein empirischer Korrela-
tionskoeffizient von 0, daf’ es keinen sachlichen Zusammenhang zwischen den
betrachteten Merkmalen gibt?

7 Was ist eine Rangkorrelation? Womit mifit man sie?

8 Warum ist die quadratische Kontingenz nicht von den Variablenwerten ab-
héngig?
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PRAXIS

Zahlt sich ein Studium aus?

Haufig ist die Frage gestellt worden, ob sich ein Studium iiberhaupt lohnt. Wird man im
spateren Leben ein hoheres Einkommen erzielen, wenn man besser ausgebildet ist, einen
Master oder gar einen Doktortitel hat? Um die Frage zu kldren, werden die Erhebungen
der Einkommens- und Verbrauchsstichprobe (EVS) herangezogen. Die EVS wird vom
STATISTISCHEN BUNDESAMT seit 1962 in der Regel alle fiinf Jahre erstellt und erfafit 0.2%
aller privaten Haushalte in Deutschland. Aus den Daten von 1993 errechnen wir die
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absolute Haufigkeitsverteilung des jdhrlichen Bruttoeinkommens des Haushaltsvor-
standes in Abhédngigkeit vom Ausbildungsabschlufl und erhalten:

TABELLE 3.2  Verteilung des Bruttoeinkommens

Bruttoeinkommen Berufs- Meister/ .
in tsd DM fachschule  Techniker FH Uni 2
bis 30 1336 311 196 318 2 161
30 - 50 2958 539 394 542 4433
50 - 70 3565 831 770 654 5820
70 — 90 2185 688 852 995 4720
90 - 110 1295 456 578 774 3103
110-130 626 270 331 517 1744
130 - 150 334 130 257 357 1078
150 -170 157 70 127 245 599
170 - 190 80 44 61 120 305
iiber 190 69 32 57 157 315
> 12 605 3371 3623 4679 24278

Quelle: Einkommens- und Verbrauchsstichprobe 1993

Bruttoeinkommen Berufs- Meister/ FH Uni alle
in tsd DM fachschule | Techniker
bis 30 10.6 9.2 5.4 6.8 8.9
30 - 50 23.5 16.0 10.9 11.6 18.3
50 — 70 28.3 24.7 21.3 14.0 24.0
70 — 90 17.3 20.4 23.5 21.3 19.4
90 - 110 10.3 13.5 16.0 16.5 12.8
110 - 130 5.0 8.0 9.1 11.0 7.2
130 - 150 2.6 39 7.1 7.6 4.4
150 - 170 1.2 2.1 3.5 5.2 2.5
170 - 190 0.6 1.3 1.7 2.6 1.3
iiber 190 0.5 0.9 1.6 34 1.3
> 100 100 100 100 100
arithm. Mittel 66.715 75.411 86.179 92.444 75.786
Standard- 34.139 38.091 41.006 | 46.196 | 39.761
abweichung
Median 59.820 70.100 79467 86730 68.963
3. Quartil 83.907 95.905 106.833 118.661 95.852
90%-Quantil 110.141 123.178 139.568 153.187 128.041

Wie wir sehen, kann man auch mit geringer Ausbildung hohe Einkommen erzielen und
umgekehrt. Zur Beantwortung der Frage nach der statistischen Abhdngigkeit oder
Unabhingigkeit von individueller Ausbildung und Einkommen schauen wir auf die
bedingten Verteilungen, aber auch auf die durchschnittlichen Einkommen und die
Medianeinkommen. Die Durchschnittseinkommen sind grofier als die Mediane, die
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Verteilungen sind also rechtsschief, was typisch ist fiir Einkommensverteilungen. Der
Kontingenzkoeffizient KK betragt 0.281.

Fazit: Es ist also eine deutliche Abhéngigkeit der Bruttoeinkommen vom
Ausbildungsniveau erkennbar. Gleichwohl sind die absoluten Einkommensunterschiede
wenig dramatisch, auch verglichen mit den Standardabweichungen innerhalb einer
Gruppe. Aufierdem wird durch den progressiven Einkommensteuertarif, die Sozial-
gesetzgebung und die offentlichen Leistungen eine weitere Nivellierung der Netto-
einkommen erreicht. Um die eingangs gestellte Frage zu beantworten, wéren noch die
Kosten eines Studiums zu bedenken, die Alternativkosten des entgangenen Einkommens
bei einer anderen Beschéftigung, aber auch weitere, sich nicht in Geldeinkommen
ausdriickende Ertrage.

AUFGABEN

3.1 Zwillingsforschung. Der bekannte Psychologe A. Skinner mifit den Intelligenz-
quotienten IQ von sieben eineiigen Zwillingen, die nach der Geburt
voneinander getrennt worden waren. In der folgenden Tabelle stehen in der
ersten Zeile (X) die IQs der im Elternhaus aufgewachsenen, in der zweiten Zeile
(Y) die der bei Pflegeeltern aufgewachsenen Testpersonen. Untereinander
stehen jeweils die IQs eines Zwillingspaares:

X: 98 100 104 104 102 102 104
Y: 94 94 103 105 99 102 103

Untersuchen Sie den Zusammenhang in dieser Statistik

a) indem Sie den moglichen statistischen Zusammenhang geeignet graphisch
darstellen und erlautern und

b) den Zusammenhang rechnerisch ermitteln und interpretieren.

3.2  Berechnen Sie fiir die statistischen Reihen in Aufgabe 2.11 die Kovarianzen und
Korrelationskoeffizienten

a) b)

Cxyr Cyz Czur Cvr+ Cyv

) Ty Tz Tyr
3.3  Gegeben ist die statistische Reihe X. Sie hat den Mittelwert 240 und die Varianz

81. Die statistische Reihe Y errechnet sich aus X, indem man jedes Element der
Reihe X mit dem konstanten Faktor b > 0 multipliziert, also

y; =bx;, furi=1,---,n.

a) Berechnen Sie dir Kovarianz zwischen X und Y und den Korrelationskoeffi-
zienten.

b) Welchen Wert hat r,, , wenn der Faktor b negativ ist?
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Refa. Gehen Sie von dem Sachverhalt und dem statistischen Material der
Aufgabe 2.9 aus.

a) Zeichnen Sie ein sorgfiltiges Streudiagramm. Berechnen Sie den
Korrelationskoeffizienten.
b) Welcher der folgenden Aussagen:
(1) Die Korrelation zwischen den Arbeitszeiten fiir den 1. und
2. Arbeitsgang ist positiv
(2) Die Korrelation ist stark negativ
(3) Die Korrelation ist schwach negativ
(4) Es gibt keinen linearen statistischen Zusammenhang
wiirden Sie zustimmen?

c) Versuchen Sie, das statistische Ergebnis der Erhebung beziiglich Geschick-
lichkeit und Sorgfalt verbal zu interpretieren.

Erwerbstiitige. In der amtlichen Statistik finden Sie folgende Verteilung der
Erwerbstétigen in der Bundesrepublik Deutschland fiir April 1990 (in 1000
Personen):

Alters- Selbstindige o
gruppe und mithelfende abha.r.lg.lg
Familien- Beschiftigte
von ... bis unter ... angehorige
15-25 99 5002
25-35 531 7009
35-45 1243 5731
4555 937 6051
55-65 595 2284
65175 160 63
75-95 42 16

Quelle: Statistisches Jahrbuch 1992

a) Was sind die statistischen Einheiten, Grundgesamtheiten und Merkmale?

b) Zeichnen Sie ein Histogramm der Randverteilung und der beiden bedingten
Verteilungen des Merkmals Alter.

¢) Zeichnen Sie beide bedingten Verteilungsfunktionen in ein Koordinaten-
system. Geben Sie die bedingten Mediane an.

d) Berechnen Sie die beiden bedingten Mittelwerte.

e) Miissen die Selbstindigen langer arbeiten? Welcher Anteil der Selbstandigen
und welcher Anteil der Unselbstdndigen ist 55 Jahre und &lter? Welcher
Anteil der tiber 65jahrigen Erwerbstdtigen ist selbstindig? Kann man aus
diesen Daten die durchschnittliche ,, Lebensarbeitszeit” berechnen?

Hinweis: Gehen Sie von der Annahme einer gleichméfiigen Verteilung inner-
halb der Altersgruppen aus.
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3.6 Der Verschiebungssatz fiir die empirische Kovarianz lautet:

cxy = (x=a)(y=b) - (x-a)-(y-b),

wobei a und b konstanten Grofien sind. Beweisen Sie diesen Satz.

LOSUNGEN

3.1 b) 0.936 34 a) -3.3333; —0.5556
32 a 0,0 b) 0; 0; - 35 <) 46; 39
c) 0.09167;, —; 0 d) 46.2; 39.4

e) 22.1%; 9.0%
33 a) 81h; 1 b) -1 71.9%; 28.1%



