Vorwort

The world is continuous, but the mind is discrete.

David Mumford

Unser Ziel ist es, einige kritische Liicken zwischen diversen Gebieten der Ma-
thematik zu schliefen, indem wir das Zusammenspiel zwischen dem stetigen
und dem diskreten Volumen von Polytopen untersuchen. Beispiele fiir Poly-
tope in drei Dimensionen sind unter anderem Kristalle, Quader, Tetraeder
und beliebige konvexe Objekte, deren Oberflichen alle flach sind. Es ist un-
terhaltsam zu sehen, wie viele Probleme aus der Kombinatorik, Zahlentheorie
und vielen weiteren mathematischen Gebieten in die Sprache von Polytopen,
die in einem euklidischen Raum existieren, iibersetzt werden kénnen. Umge-
kehrt liefert uns die flexible Struktur von Polytopen zahlentheoretische und
kombinatorische Informationen, die auf natiirliche Weise aus ihrer Geometrie
hervorquellen.

Das diskrete Volumen eines Korpers P kann intuitiv als die Anzahl der
Rasterpunkte, die in P liegen, beschrieben werden, wenn ein festes Raster im
euklidischen Raum gegeben ist. Das stetige Volumen von P hat die iibliche
intuitive Bedeutung des Volumens, das wir alltdglichen Gegenstédnden in der
wirklichen Welt zuordnen.

Abb. 0.1. Stetiges und diskretes Volumen.
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Den Unterschied zwischen den beiden Volumenbegriffen kann man sich
physikalisch wie folgt denken. Auf der einen Seite liefert uns das Raster auf
Quantenebene, das von der molekularen Struktur der Wirklichkeit vorgege-
ben wird, einen diskreten Begriff des Raums und damit ein diskretes Volumen.
Auf der anderen Seite liefert uns der Newton’sche Begriff des stetigen Raums
das stetige Volumen. Wir betrachten die Dinge stetig auf der Newton’schen
Ebene, aber in der Praxis berechnen wir oft Dinge diskret auf der Quantene-
bene. Mathematisch gesehen hilft uns das Raster, das wir in den Raum legen
— entsprechend dem durch die Atome, aus denen ein Gegenstand besteht, ge-
bildeten Raster — auf iiberraschende Weise dabei, das iibliche stetige Volumen
zu berechnen, wie wir noch sehen werden.

Um das stetig-diskrete-Zusammenspiel der drei Felder Kombinatorik, Zah-
lentheorie und Geometrie in Aktion zu sehen, konzentrieren wir uns zunéchst
auf das leicht zu stellende Miinzenproblem von Frobenius. Die Schonheit dieses
konkreten Problems besteht darin, dass es leicht zu verstehen ist, ein niitzli-
ches Berechnungstool liefert und trotzdem die meisten Zutaten der tieferge-
henden Theorien, die hier entwickelt werden, enthélt.

Im ersten Kapitel geben wir detaillierte Formeln, die sich auf natiirliche
Weise aus dem Frobenius’schen Miinzwechselproblem ergeben, an, um die
Verbindungen zwischen den drei oben genannten Gebieten aufzuzeigen. Das
Miinzenproblem gibt uns ein Geriist, um die Verbindungen zwischen diesen
Gebieten zu identifizieren. In den nachfolgenden Kapiteln entfernen wir dieses
Geriist und konzentrieren uns auf die Verbindungen selbst:

(1) Aufzéhlung ganzzahliger Punkte in Polyedern — Kombinatorik,
(2) Dedekind-Summen und endliche Fourier-Reihen — Zahlentheorie und
(3) Polygone und Polytope — Geometrie.

Wir legen besonderen Wert auf Berechnungstechniken und auf die Berech-
nung von Volumina durch Z&hlen ganzzahliger Punkte unter Benutzung di-
verser alter und neuer Ideen. Daher sollen die Formeln, die wir erhalten, nicht
nur schon sein (was sie wahrlich sind!), sondern sie sollen es uns auch erlauben,
Volumina effizient zu berechnen, indem wir einige schone Funktionen verwen-
den. In den wirklich seltenen Féllen mathematischer Darstellungen, in denen
wir eine Formulierung haben, die sowohl ,,leicht zu schreiben“ als auch ,,schnell
berechenbar® ist, haben wir ein mathematisches Juwel gefunden. Wir haben
uns bemiiht, dieses Buch mit solchen mathematischen Juwelen zu fiillen.

Vieles vom Material in diesem Buch wird vom Leser in den mehr als 200
Aufgaben entwickelt. Die meisten Kapitel enthalten Aufwirmiibungen, die
nicht auf dem Material in dem Kapitel aufbauen und gestellt werden konnen,
bevor das Kapitel gelesen wird. Einige Aufgaben sind von zentraler Bedeu-
tung, in dem Sinn, dass das aktuelle oder spitere Material von ihnen abhéingt.
Diese Aufgaben sind mit & markiert, und wir geben detaillierte Losungshin-
weise dazu am Ende des Buches. Die meisten Kapitel enthalten auch eine
Liste offener Forschungsprobleme.
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Es stellt sich heraus, dass sogar ein Fiinftkléssler eine interessante Arbeit
iiber Gitterpunktaufzihlung schreiben kann [144], wihrend das Thema sich
zur tiefergehenden Untersuchung anbietet, die die aktuellen Anstrengungen
fithrender Forscher anzieht. Es handelt sich also um ein Gebiet der Mathema-
tik, das sowohl unsere unschuldigen Kindheitsfragen als auch unsere verfeiner-
te Einsicht und tiefere Neugierde anzieht. Das Niveau der Untersuchung ist
sehr angemessen fiir eine vertiefende Grundstudiumsvorlesung in Mathematik.
Da die drei oben skizzierten Themen sich zur weiteren Untersuchung anbieten,
wurde unser Buch auch mit Erfolg fiir einen einfithrenden Hauptstudiumskurs
verwendet.

Um dem Leser dabei zu helfen, die Tragweite der Verbindungen zwischen
dem stetigen und dem diskreten Volumen voll zu erfassen, beginnen wir un-
sere Abhandlung in zwei Dimensionen, wo wir leicht Skizzen machen und
schnell experimentieren kénnen. Wir fithren behutsam die Funktionen, die
wir in hoheren Dimensionen brauchen (Dedekind-Summen) ein, indem wir
das Miinzenproblem geometrisch als das diskrete Volumen eines verallgemei-
nerten Dreiecks, auch Simplex genannt, betrachten.

Die Techniken sind am Anfang recht einfach, im Wesentlichen nichts weiter
als Partialbruchzerlegung rationaler Funktionen. Daher ist das Buch fiir einen
Studenten, der die iiblichen Vorlesungen iiber Analysis und lineare Algebra
gehort hat, leicht verstdndlich. Hilfreich wéren ein grundlegendes Verstédndnis
der Partialbruchzerlegung, unendlicher Reihen, offener und abgeschlossener
Mengen im IR?, komplexer Zahlen (insbesondere Einheitswurzeln) und modu-
larer Arithmetik.

Ein wichtiges Berechnungstool, das wir uns das ganze Buch hindurch zu
Nutze machen werden, ist die Erzeugendenfunktion f(z) = > °_,a(m)z™,
wobei die a(m) eine beliebige Folge von Zahlen bilden, die wir untersuchen
mochten. Wenn die unendliche Folge von Zahlen a(m),m = 0,1,2,..., in ei-
ner einzigen Funktion f(x) zusammengefasst wird, stellt sich oft heraus, dass
wir aus bis dahin unvorhergesehenen Griinden die ganze Reihe f(x) in iiber-
raschend kompakter Form aufschreiben kénnen. Es ist diese Umformulierung
der Erzeugendenfunktionen, die es uns erlaubt, die Kombinatorik der zugrun-
deliegenden Folge a(m) zu verstehen. Fiir uns kénnte die Folge zum Beispiel
die Anzahl der moglichen Zerlegungen einer ganzen Zahl mit gegebenen Miinz-
werten oder die Anzahl der Punkte in einem immer grofer werdenden Korper
sein, und so weiter. Hier finden wir noch ein weiteres Beispiel fiir das Zu-
sammenspiel zwischen dem Diskreten und dem Stetigen: Wir bekommen eine
diskrete Menge von Zahlen a(m) und fithren dann die Untersuchung auf der
Erzeugendenfunktion f(z) in der stetigen Variable x durch.

Was ist das diskrete Volumen?

Die oben gegene physikalisch intuitive Beschreibung des diskreten Volumens
steht auf einem soliden mathematischen Fundament, sobald wir den Begriff
des Gitters einfithren. Das Raster wird mathematisch durch die Sammlung
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aller ganzzahligen Punkte im euklidischen Raum beschrieben, namlich Z? =
{(z1,...,2q) : alle 2 € Z}. Diese diskrete Sammlung gleichmiflig verteilter
Punkte wird Gitter gennant. Zu einem gegebenen geometrischen Korper P ist
sein diskretes Volumen einfach als die Anzahl der Gitterpunkte in P definiert,
also als Anzahl der Elemente der Menge Z% N P.

Intuitiv erhalten wir, wenn wir das Gitter um einen Faktor k verkleinern
und die Anzahl der so geschrumpften Gitterpunkte in P zihlen, eine besse-
re Anndherung an das Volumen von P, relativ zum Volumen einer einzel-
nen Zelle des geschrumpften Gitters. Es stellt sich heraus, dass, nachdem
dass Gitter um einen ganzzahligen Faktor k geschrumpft wurde, die Anzahl
# (77 N IICZd) geschrumpfter Gitterpunkte in einem ganzzahligen Polytop P
wie von Geisterhand ein Polynom in k ist. Diese Zahlfunktion # (P N IICZd) ist
als Fhrhart-Polynom von P bekannt. Wenn wir das Gitter durch Grenzwert-
bildung immer weiter schrumpfen, dann kommen wir natiirlich beim durch
das Riemann-Integral aus der Anaylsis definierten stetigen Volumen heraus:
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Wenn wir aber bei festgelegten Streckungen des Gitters stehenbleiben, erhal-
ten wir iiberraschende Flexibilitdt fiir die Berechnung des Volumens von P
und fiir die Anzahl der Gitterpunkte, die in P enthalten sind.

Wenn also der Kérper P ein ganzzahliges Polytop ist, verhalten sich die
Fehlerterme, die die Diskrepanz zwischen dem diskreten und dem stetigen
Volumen messen, recht erfreulich; sie sind durch Ehrhart-Polynome gegeben,
und diese Aufzdhlungspolynome bilden den Inhalt von Kapitel 3

Die Fourier-Dedekind-Summen sind die Bausteine: Zahlentheorie

Jedes Polytop hat ein diskretes Volumen, das durch gewisse endliche Summen,
die als Dedekind-Summen bekannt sind, ausgedriickt werden kann. Bevor wir
deren Definition geben, motivieren wir diese Summen zunéchst mit einigen
Beispielen, die ihr Verhalten als Bausteine der Gitterpunkt-Aufzéhlung il-
lustrieren. Konkret betrachten wir als Beispiel ein 1-dimensionales Polytop,
gegeben durch das Intervall P = [0, a], wobei a eine beliebige positive reel-
le Zahl ist. Es ist klar, dass wir die Gaufi-Klammer |z| bendtigen, um die
Gitterpunkte in P zu zéhlen, und tatséchlich ist die Antwort |a| + 1.

Als nichstes betrachten wir einen 1-dimensionalen Geradenabschnitt in
der 2-dimensionalen Ebene. Wir wihlen unseren Geradenabschnitt P so, dass
er im Koordinatenursprung beginnt und im Gitterpunkt (¢, d) endet. Wie nach
kurzem Nachdenken klar wird, enthélt die Anzahl der Gitterpunkt auf diesem
endlichen Geradenabschnitt einen alten Bekannten, ndmlich den gréfiten ge-
meinsamen Teiler von ¢ und d. Die genaue Anzahl der Gitterpunkte auf dem
Geradenabschnitt ist ggT(c,d) + 1.

Um diese beiden Beispiele zu vereinheitlichen, betrachten wir ein Dreieck P
in der Ebene, dessen Ecken rationale Koordinaten haben. Es stellt sich heraus,
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dass eine bestimmte endliche Summe vollig natiirlich ist, da sie gleichzeitig die
Gaufl-Klammer und den grofiten gemeinsamen Teiler verallgemeinert, obwohl
letzteres weniger offensichtlich ist. Ein Beispiel fiir eine Dedekind-Summe in
zwei Dimensionen, die auf natiirliche Weise in der Formel fiir das diskrete
Volumen eines rationalen Dreiecks P auftaucht, ist das Folgende:
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Die Definition benutzt die Gaufl-Klammer. Warum &hneln diese Summen auch
dem grofiten gemeinsamen Teiler? Gliicklicherweise geniigen die Dedekind-
Summen einem bemerkenswerten Reziprozitidtsgesetz, ganz dhnlich dem eu-
klidischen Algorithmus, der den ggT berechnet. Dieses Reziprozititsgesetz
erlaubt es, Dedekind-Summen in etwa log(b) Schritten zu berechnen, anstatt
der b Schritte, die die obige Definition nahelegt. Das Reziprozitatsgesetz fiir
s(a, b) bildet das Herzstiick einiger erstaunlicher Zahlentheorie, die wir elemen-
tar behandeln, die aber auch aus dem tiefergehenden Gebiet der Modulformen
und anderer moderner Hilfsmittel kommt.

Wir befinden uns in der gliicklichen Position, eine wichtige Spitze eines
enormen Ideenbergs zu sehen, der in die Wasser der Geometrie getaucht ist.
Wihrend wir immer tiefer in diese Gewésser eintauchen, zeigt sich uns immer
mehr versteckte Schonheit, und die Dedekind-Summen sind ein unverzichtba-
res Hilfsmittel, das es uns erlaubt, je weiter zu sehen, desto tiefer wir dringen.

Die relevanten Korper sind Polytope: Geometrie

Die Beispiele, die wir benutzt haben, ndmlich Geradenabschnitte und Polygo-
ne in der Ebene, sind Spezialfille von Polytopen in beliebigen Dimensionen.
Ein Weg, Polytope zu definieren, ist es, die konvexe Hiille einer endlichen
Menge von Punkten im euklidischen Raum IR? zu betrachten. Das heifit, an-
genommen, jemand gibt uns eine Menge von Punkten vi,...,v, im R% Das
durch die gegebenen Punkte v; bestimmte Polytop ist definiert als die Menge
aller Linearkombinationen ¢1vy + covy + - - - + ¢, vy, wobei die Koeffizienten
c¢; nichtnegative reelle Zahlen sind, die der Bedingung ¢; +ca +---+c¢, =1
geniigen. Diese Konstruktion wird V-Beschreibung des Polytops genannt.

Es gibt eine weitere dquivalente Definition, die H-Beschreibung des Po-
lytops. Wenn uns nédmlich jemand die linearen Ungleichungen gibt, die eine
Sammlung von Halbriumen im R¢ definieren, dann kénnen wir das dazu-
gehorige Polytop als Durchschnitt aller durch die gegebenen Ungleichungen
definierten Halbrdume definieren.

Es gibt einige ,,offensichtliche” Tatsachen iiber Polytope, die den meisten
Studenten intuitiv klar sind, die aber in Wirklichkeit vertrackt sind und de-
ren Beweis aus elementaren Axiomen nicht trivial ist. Zwei dieser Tatsachen,
nédmlich dass jedes Polytop sowohl eine V- als auch eine H-Beschreibung hat,
und dass jedes Polytop trianguliert werden kann, bilden eine unabdingbare
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Eine diskrete Version Die Zerlegung eines Poly-
des Satzes von Green tops in seine Kegel

Kapitel 10

Euler-MacLaurin-
Summation im R?

Kapitel 11
Raumwinkel

Abb. 0.2. Die partiell geordnete Menge der Kapitelabhéngigkeiten.

Basis fiir das Material, das wir in diesem Buch erarbeiten werden. Wir bewei-
sen beide Tatsachen sorgfiltig in den Anhéngen. Die beiden Hauptaussagen
der Anhénge sind intuitiv klar, so dass Neulinge die Beweise iiberspringen
konnen, ohne dass ihre Fahigkeit zur Berechnung stetiger und diskreter Volu-
mina Schaden nimmt. Alle Sétze im Text (auch die in den Anhéingen) werden
aus grundlegenden Axiomen hergeleitet, mit Ausnahme des letzten Kapitels,
in dem wir einige Grundbegriffe der Funktionentheorie voraussetzen.
Der Text ist in zwei Teile gegliedert, wie wir jetzt erldutern.
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Teil 1

Wir haben uns sehr bemiiht, den Inhalt der ersten sechs Kapitel nahtlos zu
einem Text zusammenfliefen zu lassen.

Die Kapitel 1 und 2 fithren einige Grundkonzepte von Erzeugendenfunktio-
nen ein, im visuell ansprechenden Kontext diskreter Geometrie, mit einer
Fiille detaillierter motivierender Beispiele.

Die Kapitel 3, 4 und 5 entwickeln die gesamte Ehrhart-Theorie diskreter
Volumina rationaler Polytope.

Kapitel 6 ist ein ,,Nachtischkapitel“ in dem Sinn, dass es uns Gelegenheit
gibt, die entwickelte Theorie auf die Aufzdhlung magischer Quadrate an-
zuwenden, einem antiken Thema, das sich aktiver gegenwirtiger Forschung
erfreut.

Teil I1

Wir fangen jetzt noch einmal von Vorne an.

Nachdem wir Erfahrung mit einer Vielzahl von Beispielen und Ergebnissen
iiber ganzzahlige Polytope gesammelt haben, sind wir bereit, mehr iiber
die Dedekind-Summen aus Kapitel 8 zu lernen, die die atomaren Einhei-
ten der diskreten Volumenpolynome bilden. Auf der anderen Seite miissen
wir uns, um Dedekind-Summen vollstindig zu verstehen, mit endlicher
Fourier-Analysis vertraut machen, die wir daher aus elementaren Grund-
lagen in Kapitel 7 entwickeln, wobei wir lediglich Partialbruchzerlegungen
verwenden.

Kapitel 9 beantwortet eine einfache aber vertrackte Frage: Wie lésst sich
die endliche geometrische Reihe in einer Dimension auf hoherdimensionale
Polytope erweitern? Der Satz von Brion gibt die elegante und endgiiltige
Antwort auf diese Frage.

Kapitel 10 erweitert das Zusammenspiel zwischen dem stetigen und dem
diskreten Volumen eines Polytops (das wir bereits im ersten Teil im De-
tail untersucht haben) durch Einfithrung von Euler-Maclaurin-Summa-
tionsformeln in allen Dimensionen. Diese Formeln vergleichen die steti-
ge Fourier-Transformation eines Polytops mit dessen diskreter Fourier-
Transformation, dabei ist das Material vollig in sich abgeschlossen.
Kapitel 11 entwickelt eine spannende Erweiterung der Ehrhart-Theorie, die
Raumwinkel eines Polytops definiert und untersucht; diese sind natiirliche
Erweiterungen 2-dimensionaler Winkel auf héhere Dimensionen.
Schliellich enden wir mit einem weiteren , Nachtischkapitel®, das funk-
tionentheoretische Methoden verwendet, um eine Integralformel fiir die
Diskrepanz zwischen diskreten und stetigen Fldchen, die von einer ge-
schlossenen Kurve in der Ebene umschlossen sind, zu finden.
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Da Polytope sowohl von theoretischem Nutzen (in triangulierten Mannig-
faltigkeiten zum Beispiel) als auch in der Praxis unverzichtbar (in Compu-
tergrafik zum Beispiel) sind, werden wir sie benutzen, um Ergebnisse aus der
Zahlentheorie und der Kombinatorik zu verbinden. Viele Forschungsarbeiten
werden iiber diese Zusammenhénge geschrieben, noch wihrend wir dies schrei-
ben, und es ist unmoglich, diese alle hier abzudecken; wir hoffen allerdings,
dass diese bescheidenen Anfinge dem Leser, der nicht mit diesen Gebieten
vertraut ist, ein gewisses Gefiihl fiir ihre Schonheit, grenzenlose Verbunden-
heit und Niitzlichkeit geben. Wir laden den allgemeinen mathematischen Leser
herzlich ein in das, was wir fiir eine atemberaubende Welt des Z&hlens und
der Verbindungen zwischen Gebieten der Kombinatorik, Zahlentheorie und
Geometrie halten.

Es gibt eine Reihe hervorragender Biicher, die sich nichttrivial mit unse-
rem iiberschneiden und Material enthalten, das die hier behandelten Themen
erginzt. Wir empfehlen herzlich die Monografien von Barvinok [12] (iiber
Konvexitit allgemein), Ehrhart [80] (die historische Einfithrung in Ehrhart-
Theorie), Ewald [81] (iiber Verbindungen zur algebraischen Geometrie), Hibi
[95] (iiber das Zusammenspiel algebraischer Geometrie mit Polytopen), Miller-
Sturmfels [131] (iiber algorithmische kommutative Algebra) und Stanley [171]
(iiber allgemeine Aufzéhlungsprobleme in der Kombinatorik).
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1

Das Miinzenproblem von Frobenius

The full beauty of the subject of generating functions emerges only from tuning in
on both channels: the discrete and the continuous.

Herb Wilf [186]

Angenommen, wir untersuchen eine unendliche Folge von Zahlen (ay),,, die
geometrisch oder rekursiv definiert ist. Gibt es eine ,,gute Formel“ fiir ay in
Abhéngigkeit von k7 Erfiillt die Folge Gleichungen in mehreren ays? Indem
wir die Folge in ihre Erzeugendenfunktion

F(z) :Zakzk

einbetten, erhalten wir auf erstaunlich einfache und elegante Art Antworten
auf die obigen Fragen. In gewisser Weise hebt F'(z) dabei unsere Folge aj, aus
ihrem diskreten Kontext in die stetige Welt der Funktionen.

1.1 Warum Erzeugendenfunktionen?

Um diese Konzepte zu veranschaulichen, wirmen wir uns mit der klassischen
Folge der Fibonacci-Zahlen f; auf, die nach Leonardo Pisano Fibonacci
(1170-1250?)* benannt und durch die Rekursion

fo=0, fi=1 und fryo= frq1+ fix fir >0

definiert sind. Dadurch erhalten wir eine Folge (fi);e, = (0,1,1,2,3,5,8,13,
21,34,...) (siehe auch [164, Sequence A000045]). Jetzt wollen wir schauen,
was Erzeugendenfunktionen fiir uns leisten konnen. Wir setzen

! Fiir mehr Informationen iiber Fibonacci siehe
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Fibonacci.html.
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F(z):kaz]~C

k>0

und {ibersetzen beide Seiten der Rekursionsgleichung in Aussagen iiber ihre
Erzeugendenfunktionen:

ka+2 2* = Z (fro1 + fr) 28 = kaH 2k + ka 2k, (1.1)

k>0 k>0 k>0 k>0

Die linke Seite von (1.1) lautet

1 1 1
ka+2zk: 52 ka+2zk+2: 52 kazk: 22 (F(z) = 2),

k>0 k>0 k>2

wéhrend die rechte Seite von (1.1) gleich

ka+1zk+2szk: iF(Z)+F(Z)

k>0 k>0

ist. Also kann (1.1) als

umformuliert werden, bzw.

Fz)=,

1—z—22"

Es ist eine nette Ubung, (z.B. mit dem Computer) nachzurechnen, dass wir,
wenn wir F' als Potenzreihe entwickeln, tatséchlich die Fibonacci-Zahlen als
Koeffizienten bekommen:

z

L amr 2432 57 1820 11827 213

Wir wenden nun unser Lieblingswerkzeug im Umgang mit rationalen Funk-
tionen an: Die Partialbruchzerlegung. In unserem Fall zerfillt der Nenner in

die Faktoren 1 — z — 22 = (1 - 1+2\/5 z) (1 - 1_2‘/5 z), und die Partialbruch-
zerlegung lautet (s. Aufgabe 1.1)

Flo) = z _ 1/V5 B 1/V5 (1.2)
1—2—22 1_1+2\/5Z 1_172\/52' ’

Die beiden Terme legen es nahe, die geometrische Reihe

> k= 1ix (1.3)

k>0
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(siehe Aufgabe 1.2) mit z = 1+2\/5 z bzw. © = 1*2\/5 z zu verwenden:

z 1 1+5 oy 1-+5 *
F(Z)—l_z_zz\/5z< 2 Z) \/5Z< 2 Z)

k>0
k k
vy ! <1+¢5> - (1\/5> i
= V5 2 2
Indem wir die Koeffizienten der z* in der Definition von F(z) = > ko fr P

und dem neuen Ausdruck oben vergleichen, erhalten wir eine geschlossene
Form fiir die Fibonacci-Zahlen:

k k
fom L f1+v5) 1 [1-+5
s 2 Va2 )
Diese Methode, von einer rationalen Erzeugendenfunktion zu ihrer Partial-
bruchzerlegung iiberzugehen, ist eines unserer wichtigsten Werkzeuge. Da wir

Partialbruchzerlegungen das ganze Buch hindurch immer wieder verwenden
werden, halten wir das Ergebnis, auf dem diese Methode beruht, fest.

Satz 1.1 (Partialbruchzerlegung). Zu jeder rationalen Funktion

o p(z)
P& = e - a

wobei p ein Polynom vom Grad kleiner als e; + es + - -+ + ey, ist und die ags
paarweise verschieden sind, gibt es eine Zerlegung

“ Ck,1 Ck,2 Ck.e
F — ) » €k
) Z<Zak ! (2 — ax)? e (Z—ak)ek>7

k=1
wobet die ci ; € C eindeutig bestimmt sind.

Ein moglicher Beweis dieses Satzes basiert auf der Tatsache, dass die Po-
lynome einen euklidischen Ring bilden. Fiir Leser, die mit diesem Konzept
vertraut sind, skizzieren wir den Beweis in Aufgabe 1.35.

1.2 Zwei Miinzen

Angenommen, wir fiihren ein neues Miinzsystem ein: Anstatt 1, 2 und 5 Cent
sowie Zehnerpotenzvielfache davon zu verwenden, einigen wir uns auf Miinzen
zu 4, 7, 9 und 34 Cent. Der aufmerksame Leser wird eine Schwachstelle in
diesem System bemerken: Bestimmte Betréige lassen sich damit nicht heraus-
geben, z.B. 2 oder 5 Cent. Gerade diese Unzulédnglichkeit macht unser neues
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System aber auch interessant, denn sie wirft folgende Frage auf: ,, Welche Be-
trage konnen wir mit diesem Miinzsystem darstellen?“. In Aufgabe 1.20 wer-
den wir zeigen, dass es nur endlich viele ganzzahlige Betréige gibt, die nicht
herausgegeben werden kénnen. Eine naheliegende Frage, die als erstes von
Georg Frobenius (1849-1917)% und Joseph Sylvester (1814-1897)3 bearbeitet
wurde, lautet: ,, Welches ist der grdfste Betrag, der in unserem neuen Miinzsys-
tem nicht dargestellt werden kann?“. Als Mathematiker moéchten wir unsere
Fragestellungen so allgemein wie moglich halten und suchen fiir Miinzen mit
Werten ay,as, ..., aq, die positive ganze Zahlen ohne einen gemeinsamen Tei-
ler sind, nach einer Formel fiir den groten Betrag, der mit diesem Miinzsystem
nicht herausgegeben werden kann. Dieses Problem ist als Miinzenproblem von
Frobenius bekannt.
Genauer nehmen wir an, dass eine Menge

A={ay,a2,...,a4}

mit ggT (a1, as,...,aq) = 1 gegeben sei. Wir nennen eine ganze Zahl n dar-
stellbar, falls es nichtnegative ganze Zahlen mj,ma, ..., mgy gibt, so dass

n=miai + -+ mgqgaq

gilt. Fiir unser Miinzsystem bedeutet das, dass wir den Betrag n mit Miinzen
mit den Werten aq,aq,...,aq herausgeben kénnen. Das Frobenius-Problem
(oft auch lineares diophantisches Problem von Frobenius genannt) besteht nun
darin, die groBte nicht darstellbare ganze Zahl zu finden. Wir nennen diese
Zahl die Frobenius-Zahl und bezeichnen sie mit g(a1,...,aq). Der folgende
Satz gibt uns eine elegante Formel fiir den Fall d = 2.

Satz 1.2. Fir teilerfremde natirliche Zahlen a1 und as gilt
g (a17a2) =aiaz —ap —az.

Inspiriert durch diese einfach aussehende Formel fiir ¢ wurde mit betrécht-
lichem Aufwand nach Formeln fiir g (a1, aq,...,aq) geforscht, allerdings nur
mit begrenztem Erfolg; siehe die Anmerkungen am Ende dieses Kapitels. Fiir
d = 2 fand Sylvester folgendes Resultat:

Satz 1.3 (Satz von Sylvester). Seien a; und az teilerfremde natirli-
che Zahlen. Dann ist genau die Hilfte der ganzen Zahlen zwischen 1 und
(a1 — 1) (a2 — 1) darstellbar.

Unser Ziel in diesem Kapitel ist der Beweis dieser beiden Sétze (und etwas
mehr), indem wir die Maschinerie der Partialbruchzerlegung anwenden. Wir

2 Fiir mehr Informationen iiber Frobenius siehe
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Frobenius.html.

3 Fiir mehr Informationen iiber Sylvester siehe
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Sylvester.html.
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ndhern uns dem Frobenius-Problem, indem wir die eingeschrinkte Parti-
tionsfunktion

pa(n) ::#{(ml,...,md) e 7% alle m; > 0 und m1a1+-~-+mdad:n},

also die Anzahl der additiven Partitionen von n mit Teilen aus A, untersu-
chen.* Im Hinblick auf diese Partitionsfunktion ist g(a,...,aq) die groBte
ganze Zahl n, fiir die pa(n) = 0 gilt.

Es gibt eine schéne geometrische Interpretation der eingeschrénkten Par-
titionsfunktion. Dazu definieren wir zunéchst die Menge

P = {(:cl,...,a?d) eR?: alle z; > 0und zia1 + -+ xgaq = 1}. (1.4)
Die n-te Streckung einer beliebigen Menge S C R¢ ist
{(nz1,nx2,...,n2q) : (x1,...,24) € S}.

Die Funktion pa(n) zdhlt genau diejenigen Gitterpunkte, die in der n-ten
Streckung von P liegen. Der Streckungsprozess ist in diesem Zusammenhang
gleichbedeutend damit, xya1 + -+ - + £qaq = 1 in der Definition von P durch
r1a1 + -+ + x4a4 = n zu ersetzen. Die Menge P stellt sich als ein Poly-
top heraus. Man kann es fiir Dimensionen d < 3 leicht graphisch darstellen;
Abbildung 1.1 zeigt den dreidimensionalen Fall.

1.3 Partialbriiche und eine iiberraschende Formel

Wir konzentrieren und zunéchst auf den Fall d = 2 und betrachten
Plapy(n) = # {(k,1) €Z*: k,1 >0, ak +bl =n},

wobei a und b wie bisher teilerfremd sind. Zunéchst experimentieren wir ein
wenig mit Erzeugendenfunktionen. Wir betrachten das folgende Produkt zwei-
er geometrischer Reihen:

1 1
(1za> (121,) =142+ )1+ 4220+ )

(siehe Aufgabe 1.2). Wenn wir alle Terme ausmultiplizieren, erhalten wir eine
Potenzreihe, in der alle Exponenten Linarkombinationen von a und b sind.
Der Koeffizient von z™ in dieser Potenzreihe zéhlt ndmlich gerade, auf wieviele
Arten n als nichtnegative Linearkombination von a und b geschrieben werden

1 Eine (additive) Partition einer natiirlichen Zahl n ist eine Multimenge (d.h.
eine Menge, in der Wiederholungen erlaubt sind) {ni,ns, ..., ng} natiirlicher Zah-
len, so dass n = n1 + n2 + - -+ + ng. Die Zahlen ni,na,...,n; heiflen die Teile
der Partition.
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Abb. 1.1. d = 3.

kann. Mit anderen Worten heifit das, dass diese Koeffizienten exakt die Werte

unserer Zéhlfunktion py, ) sind:

S e = S )

1
1—2b
k>0 1>0 n>0

1—za
Also ist diese Funktion die Erzeugendenfunktion der Folge (P{a,b} (n))n:O von
ganzen Zahlen. Die Idee besteht nun darin, die kompakte Funktion auf der

linken Seite zu untersuchen.
wir uns die Erzeugendenfunktion auf der linken Seite genauer ansehen. Um

unsere Berechnungen zu vereinfachen, untersuchen wir den konstanten Term
einer verwandten Reihe; es ist nédmlich pyq 5 (n) der konstante Term von

1 —n
Z P{a,b} (k) Zk

k>0

Wir werden nun eine interessante Formel fiir py,3y(n) aufdecken, indem

F@)= g ey by am =
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Die letzte Reihe in dieser Gleichungskette ist nicht mehr ganz eine Potenzreihe,
da sie auch Terme mit negativen Exponenten enthélt. Solche Reihen nennt
man Laurent-Reihen, nach Pierre Alphonse Laurent (1813-1854). Fiir eine
(um 0 zentrierte) Potenzreihe kénnten wir die dazugehorige Funktion einfach
bei z = 0 auswerten, um den konstanten Term zu erhalten; sobald wir aber
auch negative Exponenten haben ist dies nicht mehr moglich. Wenn wir jedoch
zunéchst alle Terme mit negativen Exponenten abziehen, bekommen wir eine
Potenzreihe, deren (unveréinderter) konstanter Term nun durch Auswerten der
restlichen Funktion bei z = 0 errechnet werden kann.

Um diesen konstanten Term berechnen zu kénnen, werden wir f in Partial-
briiche zerlegen. Als Aufwirmiibung im Umgang mit Partialbruchzerlegungen
betrachten wir zunéchst ein eindimensionales Beispiel. Wir bezeichnen die ers-
te a-te Einheitswurzel mit

; 2r
£o = e>™/% = cos © +isin

a a
Die a-ten Einheitswurzeln sind dann 1,&,,£2,€3, ..., €971,
Beispiel 1.4. Wir wollen die Partialbruchzerlegung von 1}za bestimmen.

Die Pole dieser Funktion liegen bei den a-ten Einheitswurzeln & fiir k =
0,1,...,a — 1. Also erweitern wir zu

Wie konnen wir nun die Koeffizienten Cj, bestimmen? Es gilt:

C’k—hm (zgk)( 1 >lim 1_1:7557

z—ek 1— 2@

wobei wir die Regel von de I'Hospital in der vorletzten Gleichung verwendet
haben. Also gelangen wir zu der Zerlegung

1 1a—l k
a

= — . O
1—za a’;)z—ﬁg

Wir kommen zuriick zu den eingeschrénkten Partitionsfunktionen. Die Po-
le von f liegen bei z = 0 mit Vielfachheit n, bei z = 1 mit Vielfachheit 2, und
bei allen anderen a-ten und b-ten Einheitswurzeln mit Vielfachheit 1, da a
und b teilerfremd sind. Also sieht unsere Partialbruchzerlegung wie folgt aus:

f(z):A1+A2+~-~+A”+ B z—l +Z Z . (1.5)

2 n _
z z z 1 7§b

Dem Leser sei die Berechnung der Koeffizienten zur Ubung empfohlen (Auf-
gabe 1.21):



10 1 Das Miinzenproblem von Frobenius

Cp=— ! : (1.6)

a(l—ght) e
1

ja i(n—1) "
v(1-4")¢

Um B> zu berechnen, multiplizieren wir beide Seiten von (1.5) mit (z — 1)?
und bestimmen den Grenzwert fiir z — 1. Wir erhalten

D;=-—

—1)2 1
By = lim (z—1) -
2=1(1—29)(1—2%) 2" ab
indem wir beispielsweise die Regel von de ’'Hospital zweimal anwenden. Um
die interessantere Konstante By zu bestimmen, rechnen wir

1 ! 1 1 1 =n
By =lim (2 -1 - = = =
1= (z=1) <(1 —2%) (1 — 2b) 27 (z — 1)2> ab 2a 2b ab’

wieder mit der Regel von de 'Hospital.

Wir brauchen die Koeffizienten Ay, ..., A, gar nicht auszurechnen, da sie
nur zu den Termen mit negativen Koeffizienten beitragen, und die kénnen wir
einfach vernachléssigen, da sie sich nicht auf den konstanten Term von f aus-
wirken. Sobald wir die anderen Koeffizienten haben, ergibt sich der konstante
Term der Laurent-Reihe von f — wie oben erldutert — durch Auswerten der
folgenden Funktion bei 0:

a— b—1
B D;
Plap(m)=| — + z—l +Zz +2275j
a J=1 b z=0
a—1 b—1
Cy D;
R S ol
k=150 j=1 Sb
Mit Hilfe von (1.6) vereinfachen wir dies zu
a—l b—1
1 1 1
p{a’b}(n) = + + Z kb kn Z ja in ° (17)
2a kzl 5 5 bj:1 (17 ljy )g

Ermuntert von diesem anfinglichen Erfolg machen wir uns nun daran, die
einzelnen Summen in (1.7) zu untersuchen, in der Hoffnung, sie als bekannte
Objekte zu erkennen.

Fiir den néichsten Schritt miissen wir zunichst die Gauf3-Klammer |z |
definieren, die die gréfite ganze Zahl kleiner als oder gleich x bezeichnet. Eng
mit ihr verwandt ist die Nachkommaanteilsfunktion {z} = = — |z]. Le-
sern, die mit den Funktionen |z| und {z} nicht vertraut sind, seien die Auf-
gaben 1.3 bis 1.5 zur Bearbeitung empfohlen.
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Als néchstes betrachten wir einen Spezialfall, ndmlich b = 1. Er ist des-
wegen interessant, weil pg, 13(n) gerade die Gitterpunkte in einem Intervall
zéahlt:

plany(n) =#{(k,)) €Z®: k,1>0, ak+1=n}
=#{keZ: k>0, ak <n}

:#{kGZ:O§k§Z}

(2]

(sieche Aufgabe 1.3). Auf der anderen Seite haben wir in (1.7) nur einen an-
deren Ausdruck fiir diese Funktion berechnet, so dass

1 1 n 1 1 n

a2t T ade (g = P = [

J+1.

Mit Hilfe der Nachkommaanteilsfunktion {} = 2 — |z haben wir eine Formel
fiir die folgende Summe iiber a-te Einheitswurzeln hergeleitet:

a—1

1 1 n 1 1
az(l—ﬁg)g’j”:_{a}—i—Z_Za' (18)

k=1

Damit sind wir fast fertig: Wir laden den Leser in Aufgabe 1.22 ein, zu zeigen,
dass

a—1 a—1

1 1 1 1
a (1—€2k)£§n = (IZ (1—£k)£2*1kn ) (19)

k=1 a

B
Il

1

wobei b~! eine ganze Zahl ist, fiir die b1 = 1 mod a gilt, und folgern, dass
14 1 bln) 1 1

=— — . 1.10
0 2 (1 eh)ehn P A (10

Jetzt miissen wir nur noch diesen Ausdruck zuriick in (1.7) einsetzen und wir
erhalten die folgende schone Formel, die auf Tiberiu Popoviciu (1906-1975)
zuriickgeht.

Satz 1.5 (Satz von Popoviciu). Fir teilerfremde a und b gilt

n b~n a"n
= - — 1
Plap}(n) b { “ } { b } +1,

wobei b"'b =1 mod a und a~'a =1 mod b. O
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0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 T
Abb. 1.2. 4z +Ty=n, n=1,2,...

1.4 Der Satz von Sylvester

Bevor wir Satz 1.5 anwenden, um die klassischen Sitze 1.2 und 1.3 zu be-
weisen, kehren wir fiir einen Moment zur Geometrie hinter der eingeschréank-
ten Partitionsfunktion pr, 4y (n) zuriick. Im zweidimensionalen Fall (iiber den
Satz 1.5 eine Aussage macht) zihlen wir Gitterpunkte (z,y) € Z? auf Gera-
denabschnitten, die durch die Bedingungen

ax+by=mn, z,y >0

bestimmt sind. Wenn n grofler wird, werden diese Geradenabschnitte ge-
streckt. Es ist nicht zu abwegig (obwohl Aufgabe 1.13 uns lehrt, mit sol-
chen Aussagen vorsichtig zu sein) zu erwarten, dass die Wahrscheinlichkeit,
mit der ein Gitterpunkt auf dem Geradenabschnitt liegt, mit wachsendem n
grofler wird. Tatséchlich kénnte man sogar annehmen, dass die Anzahle der
Punkte auf dem Geradenabschnitt linear mit n ansteigt, da der Geradenab-
schnitt ein eindimensionales Objekt ist. Satz 1.5 quantifiziert diese Aussage
sehr prézise: pyq,3(n) hat den , Leitterm* n/ab, und die weiteren Terme sind
als Funktionen von n beschrénkt. Abbildung 1.2 zeigt die Geometrie hinter
der Zahlfunktion py4 7y (n) fiir die ersten paar Werte von n. Man beachte, dass
die dickgedruckte Strecke fiir n = 17 = 4.7—4—7 die letzte ist, die iiberhaupt
keinen Gitterpunkt enthélt.

Lemma 1.6. Falls a und b teilerfremde positive ganze Zahlen sind und n €
[1,ab — 1] kein Vielfaches von a oder b ist, gilt

Plapy(n) + prapy(ab—n) =1.
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Mit anderen Worten, fir n zwischen a und ab — 1, das weder durch a noch
durch b teilbar ist, ist genau eine der beiden Zahlen n und ab —n als Kombi-
nation von a und b darstellbar.

Beweis. Diese Gleichung folgt direkt aus Satz 1.5:

prasy(ab—m) = P {bl(abn)} - {al(abbn)} o

ab a
9 no —b~In B —a"n
ab a b
® n n b~ 1n n a"n
T ab a b

=1 7p{a,b}(n) .
Dabei folgt (x) aus der Tatsache, dass {—x} = 1 — {a} falls = ¢ Z (siehe
Aufgabe 1.5). O
Beweis von Satz 1.2. Wir miissen zeigen, dass p{ayb}(ab —a—">5) =0 und

dass prap1(n) > 0, falls n > ab — a — b. Die erste Behauptung folgt aus
Aufgabe 1.24, die besagt, dass pgsp1(a + ) = 1, und Lemma 1.6. Um die
zweite Behauptung zu zeigen, benutzen wir, dass fiir jede ganze Zahl m die
Ungleichung {Z‘} <1l- ‘11 gilt. Daher gilt fiir jede positive ganze Zahl n, dass

ab—a—b+n 1 1 n
b—a—> > —(1- —(1- 1= 0.
Plapy(ab—a +n) > ab ( a) ( b) + ab o
O

Beweis von Satz 1.3. Wir erinnern uns zunéchst an Lemma 1.6, das besagt,
dass flir n zwischen 1 und ab — 1, das weder a noch b als Teiler hat, genau
eine der beide Zahlen n und ab — n darstellbar ist. Es gibt

ab—a—-b+1=(a-1)(b—-1)

Zahlen zwischen 1 und ab — 1, die weder durch a noch durch b teilbar sind.
Schliefilich beachten wir, dass pg, 53 (n) > 0 falls n ein Vielfaches von a oder b
ist, was aus der Definition von py, 4y (n) folgt. Daher ist die Anzahl der nicht
darstellbaren ganzen Zahlen genau j(a — 1)(b — 1). O

Damit haben wir sogar mehr gezeigt. Im wesentlichen wegen Lemma 1.6
gilt, dass jede positive ganze Zahl kleiner als ab hochstens eine Darstellung
hat. Daher sind die darstellbaren Zahlen, die kleiner als ab sind, eindeutig
darstellbar (siehe auch Aufgabe 1.25).

1.5 Drei und mehr Miinzen

Was passiert mit der Komplexitét des Frobenius-Problems, wenn wir mehr als
zwei Miinzen haben? Wir kommen auf die eingeschrinkte Partitionsfunktion
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pa(n) :#{(ml,...,md) e Z4: alle mj >0, m1a1+-~-+mdad:n}

zuriick, wobei A = {aq,...,aq}. Mit genau der gleichen Argumentation wie
in Abschnitt 1.3 kénnen wir ganz leicht die Erzeugendenfunktion von p4(n)
aufschreiben:

;Z%PA(n) 2N = (1 1za1> (1 lza2> (1 1zad> .

Wir wenden die gleichen Methoden an, die wir in Abschnitt 1.3 benutzt haben,
um unsere Funktion p4(n) als konstanten Term einer niitzlichen Erzeugenden-
funktion zu erhalten, ndmlich

Jetzt zerlegen wir die Funktion auf der rechten Seite in Partialbriiche. Der
Einfachheit halber nehmen wir im Folgenden an, dass ai,...,aq paarweise
teilerfremd sind; d.h. keine zwei der ganzen Zahlen aq,...,aq haben einen
gemeinsamen Teiler. Dann sieht unsere Partialbruchzerlegung wie folgt aus:

1
F@) =4y, (1 = pa) g
Al A2 An B By B4
— 1.11
z+22+ +z"+271+(271)2+ +(z—1)d (1.11)
alfl a271 adfl
Cik Cox Cax
+ + +oot .
AT AR )

Inzwischen sind wir geiibt im Umgang mit Partialbruchkoeffizienten, so dass
der Leser leicht nachpriifen kann, dass (Aufgabe 1.29)

1

a (1-¢hz) (1-gb) o (1-eho) b

Wie vorher miissen wir auch hier die Koeffizienten Ay, ..., A, nicht berech-
nen, da sie nicht zum konstanten Term von f beitragen. Fiir die Berechnung
von Bi,..., By konnen wir ein Computeralgebraprogramm wie Maple oder
Mathematica benutzen. Wieder gilt, dass wir, sobald wir diese Koeffizienten
berechnet haben, den konstanten Term von f berechnen kénnen, indem wir
alle negativen Exponenten weglassen und die iibrig bleibende Funktion bei 0
auswerten:

a;—1 aq
[ B By Cik Cak
pA(n)—<Zl+"'+(Zl)d+sz+ +ZZ§,€>

k=1 a1 k=1

Cip = — (1.12)

2=0

a1—1 as—1 ag—1
C C! C
:_B1+Bz—"‘+(_1)dBd_§: ;k_E: ik_..._E: :k
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Wenn wir zum Beispiel die Ausdriicke, die wir fiir Cj; gefunden haben, in die
letzte Summe iiber die nichttrivialen a;-ten Einheitswurzeln einsetzen, ergibt
sich

a;—1

1

1
01 ; (1-gbr) (1—ghoo) - (1—ghee) el

ay
Dies motiviert die Definition der Fourier-Dedekind-Summe

b-1 kn
Sn (a1,a2, ... am;b) = ll)’; (1_55‘11) (1_ Zaz). (1_ kam). (1.13)

b

Wir werden diese Summen im Detail in Kapitel 8 untersuchen. Mit dieser
Definition sind wir bei folgendem Resultat angelangt.

Satz 1.7. Die eingeschrinkte Partitionsfunktion fir A = {a1,az,...,aq}, wo-
bei die ays paarweise teilerfremd sind, kann durch

pa(n)=—Bi+ By — -+ (=1)?By + s_, (a2, a3, ..., aq;a1)

+ s_p(a1,as,a4q,...,aq;02) + -+ s_p (a1,a2,...,04-1; 0q)

berechnet werden. Dabei sind By, Bs, ..., By die Partialbruchkoeffizienten in
der Zerlegung von (1.11). O

Beispiel 1.8. Wir geben die eingeschrankte Partitionsfunktion fiir d = 3 und
4 an. Diese geschlossenen Formeln haben sich in der verfeinerten Analyse
der Periodizitit, die der Partitionsfunktion p4(n) inhérent ist, als niitzlich
erwiesen. Zum Beispiel kann man den Graph von py, 5.} (n) als eine ,gewellte
Parabel” visualisieren, wie aus der Formel offensichtlich wird.

o MmUY 3+3+3+a+b+c
Plabel™ Zohe T o \ab T ae T be 12 b bc  ac ab

1 a—1 1 b 1 1
+ -
s 1(1—ssb>< e o (- ) (- g
c—1
+ ka kb ¢kn ’
k:l 175 f ) c

n3 n? 1 1 1 1
Plaedt () = g 1 at y (abc T abd T aca T bcd>
n (3 3 3 3 3 3 a b c d
+12 (ab+ac+ad+bc+bd+cd+bcd+acd+abd+abc)
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+1 a+a+a+b+b+b+c+c+c
24 \bc bd c¢d ad ac cd ab ad bd
+d+d+d 1 1+1+1+1
ab  ac be 8\a b ¢ d
1 K, 1
0 e (1 €50) (1 - €he) (1 — i) ghn
b—1
1 1
+
2 (1) (1- ) (1 - )
c—1
1 1
+
¢ 2 (1 ehd) (1~ gho) (1 - ehv)ghn
+ 5 L a
dim (1-&) (1-¢f") (1-&fe) i
Anmerkungen

1. Die Theorie der Erzeugendenfunktionen hat eine lange und méchtige Tradi-
tion. Ihre Niitzlichkeit streifen wir hier nur. Den Lesern, die ein wenig tiefer im
weitldufigen Garten der Erzeugendenfunktionen graben mochten, seien Herb
Wilfs Generatingfunctionology [186] und Lészl6é Lovészs Combinatorial Pro-
blems and Ezercises [121] sehr empfohlen. Der Leser mag sich vielleicht wun-
dern, dass wir Konvergenzaspekte der Erzeugendenfunktionen, mit denen wir
hantieren, nicht betonen. Die sind jedoch ausnahmslos geometrische Reihen,
die triviale Konvergenzeigenschaften haben. Um eine klare mathematische
Darstellung nicht zu triiben, lassen wir solche Konvergenzdetails weg.

2. Das Frobenius-Problem ist nach Georg Frobenius benannt, der es anschei-
nend gerne in Vorlesungen stellte [40]. Satz 1.2 ist ein beriihmtes Resultat in
der mathematischen Folklore und vielleicht eines der am héufigsten falsch zi-
tierten mathematischen Ergebnisse iiberhaupt. Viele Autoren zitieren James
J. Sylvesters Problem in [176], aber sein Aufsatz enthélt Satz 1.3, nicht Satz
1.2. Tatséichlich war Sylvesters Problem bereits als ein Satz in [175] aufge-
taucht. Es ist nicht bekannt, wer Satz 1.2 als erstes entdeckt oder bewiesen
hat. Es ist durchaus denkbar, dass Sylvester diesen Satz kannte, als er Satz 1.3
aufstellte.

3. Das lineare diophantische Problem von Frobenius sollte nicht mit dem
Briefmarkenproblem verwechselt werden. Letzteres fragt nach der Bestim-
mung einer dhnlichen Grofle, beschréinkt allerdings unabhéingig die Grofle der
ganzzahligen Losungen der linearen Gleichung.
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4. Satz 1.5 hat eine interessante Geschichte. Das fritheste uns bekannte
Auftauchen dieses Ergebnisses ist in einem Aufsatz von Tiberiu Popoviciu
[147]. Popovicius Formel ist seitdem mindestens zweimal wiederbelebt wor-
den [160, 182].

5. Fourier-Dedekind-Summen sind das erste Mal implizit in Sylvesters Arbeit
aufgetreten (siehe z.B. [174]), und das erste Mal explizit im Zusammenhang
mit eingeschrinkten Partitionsfunktionen in [103]. Sie wurden in [24] erneut
entdeckt, in Verbindung mit dem Frobenius-Problem. Die Aufsétze [82, 1506]
enthalten interessante Verbindungen mit Bernoulli- und Euler-Polynomen.
Wir werden die Untersuchung von Fourier-Dedekind-Summen in Kaptitel 8
wieder aufnehmen.

6. Wie wir oben bereits erwéihnt haben, ist das Frobenius-Problem fiir d > 3
wesentlich schwieriger als im Fall d = 2, den wir behandelt haben. Jenseits von
d = 3 ist das Problem zweifelsohne noch vollig offen, obwohl bereits erhebliche
Anstrengungen zu seiner Untersuchung unternommen wurden. Die Literatur
zu diesem Problem ist weitldufig, und es gibt immer noch viel Raum fiir Ver-
besserungen. Der interessierte Leser sei auf die umfassende Monographie [152]
verwiesen, die Referenzen auf fast alle Aufséitze, die das Frobenius-Problem
behandeln, sichtet und etwa 40 offene Probleme und Vermutungen im Zusam-
menhang mit dem Frobenius-Problem angibt. Als Kostprobe erwidhnen wir
zwei Meilensteine, die {iber d = 2 hinaus gehen:

Der erste behandelt die Erzeugendenfunktion 7(z) := >, 2", wobei R
die Menge aller ganzen Zahlen, die durch eine gegebene Menge teilerfrem-
der positiver ganzer Zahlen aq, as, ..., aq darstellbar sind, angibt. Es ist nicht
schwer einzusehen (Aufgabe 1.34), dass r(z) = p(z)/ (1 —2%1) (1 — z%2) ...
(1 — 29%) fiir ein Polynom p. Diese rationale Erzeugendenfunktion enthélt
samtliche Informationen iiber das Frobenius-Problem, z.B. ist die Frobenius-
Zahl gerade der Totalgrad der Funktion ;' —r(z). Daher wird das Frobenius-
Problem darauf reduziert, das Polynom p, das im Zé&hler von r steht, zu finden.
Marcel Morales [133, 134] und Graham Denham [72] haben die bemerkens-
werte Tatsache entdeckt, dass fiir d = 3 das Polynom p entweder 4 oder 6
Terme hat. Dariiberhinaus gaben sie halbexplizite Formeln fiir p. Der Satz
von Morales-Denham impliziert, dass die Frobenius-Zahl im Fall d = 3 schnell
berechnet werden kann; ein Ergebnis, das urspriinglich, in unterschiedlichen
Gestalten, auf Jiirgen Herzog [94], Harold Greenberg [88] und J. Leslie Da-
vison [64] zuriickgeht. Genauso wie es scheinbar eine klare Grenze zwischen
den Fillen d = 2 und d = 3 gibt, scheint es auch zwischen den Féllen d = 3
und d = 4 eine Grenze zu geben: Henrik Bresinsky [42] hat bewiesen, dass fiir
d > 4 keine absolute Schranke fiir die Anzahl der Terme im Z#hler p existiert,
im starken Kontrast zum Satz von Morales-Denham.

Auf der anderen Seite haben Alexander Barvinok und Kevin Woods [14]
bewiesen, dass fiir feste d die rationale Erzeugendenfunktion r(z) als ,,kurze
Summe rationaler Funktionen geschrieben werden kann; insbesondere kann r
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effizient berechnet werden, wenn d fest ist. Ein Korollar dazu ist, dass die
Frobenius-Zahl fiir feste d effizient berechnet werden kann; dieser Satz geht
auf Ravi Kannan zuriick [104]. Andererseits hat Jorge Ramirez-Alfonsin [151]
gezeigt, dass es aussichtslos ist, die Frobenius-Zahl effizient berechnen zu wol-
len, solange d variabel gelassen wird.

Wihrend die obigen Ergebnisse die theoretische Komplexitidt der Berech-
nung der Frobenius-Zahl kldren, sind praktische Algorithmen ein vollig ande-
res Thema. Sowohl Kannans als auch Barvinok-Woods Ideen scheinen komplex
genug zu sein, dass bisher niemand versucht hat, sie zu implementieren. Der
derzeit schnellste Algorithmus wird in [31] vorgestellt.

Aufgaben
1.1. & Uberpriifen Sie die folgende Partialbruchzerlegung (1.2):

2 1/V5 1/V5

1—2;—2;27171-‘,-2\/52 171—2\/52

1.2. & Es sei z eine komplexe Zahl und n eine positive ganze Zahl. Zeigen Sie,
dass
(1-2) (1+z+22+...+2n) :172714‘1’1’

und benutzen Sie dies, um zu zeigen, dass fiir |z| < 1 gilt:

>

k>0

1.3. & Finden Sie eine Formel fiir die Anzahl der Gitterpunkte in [a, b] fiir
beliebige reelle Zahlen a und b.

1.4. Zeigen Sie das Folgende. Soweit nicht anders angegeben, sei n € Z und
z,y € R.

(a) [z +n| = [z] +
)L$J+LJ§L +yJ<L$J+LyJ+1
|-

((c) o] + { 0 falls x € Z,
( i

d) Fiir n € Zsy,

(e) — |—=x] ist die klemste ganze Zahl gréfier als oder gleich x, geschrieben
[].

(f) |z + 1/2] ist die néchste ganze Zahl zu x (und falls es zwei solche Zahlen
gibt, die groBere der beiden).

(&) o) + Lz +1/2) = |22].

(h) Falls m und n positive ganze Zahlen sind, ist | | die Anzahl der ganzen
Zahlen im Bereich 1,...,m, die durch n teilbar sind.

—1 sonst.
(=]
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- -

(i) & Falls m € Zsg,n € Z, dann L" IJ =
- J + 1 die kleinste ganze Zahl grofler

(j) % Falls m € Z>q,n € Z, dann ist | "
als oder gleich n/m.

1.5. Schreiben Sie so viele der obigen Gleichungen in Erzeugendenfunktions-
gleichungen um, wie Thnen sinnvoll erscheinen.

1.6. Es seien m und n teilerfremde positive ganze Zahle. Zeigen Sie, dass

s o ZW;”J = 0= —1).

k=0 =0

1.7. Zeigen Sie die folgenden Gleichungen. Wir werden sie mindestens zwei-
mal gebrauchen: Wenn wir Partialbriiche untersuchen, und wenn wir endliche
Fourierreihen behandeln. Fir ¢,v € R,n € Zsg,m € Z gilt:
a) e =1,

ei® et = i(¢+Y)
1 / el = e"i?,

(&) 4o ;
1 omik n falls n|m,
(h) SRz, e?mikm/m = { 0 sonst,
. —1 i
1 ZZ:l ke27rzk/n = 627ri7n_1'

. Es seien m,n € Z und n > 0. Finden Sie eine geschlossene Formel fiir
é {1} 627”’“”/" (als Funktion von m und n).

1.9. & Es seien m und n teilerfremde ganze Zahlen, und n positiv. Zeigen Sie,

dass _ N
{62mmk/" t0<k< n} = {62””/" 1 0<j <n}

und

{627Timk/n: O<k<n}:{62mj/ni 0<j<n}.

Folgern Sie daraus, dass fiir eine beliebige komplexwertige Funktion f gilt

n—1 n—1
mimk/n) _ Tij/n
5 () -5 o)

und
n—1

Z f <e27rimk/n) _ nz_:lf <e27rij/n) )
j=1

k=1
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1.10. Es sei n eine positive ganze Zahl. Falls Sie wissen, was eine Gruppe ist,
zeigen Sie, dass die Menge {ezﬂk/" 0<k< n} eine zyklische Gruppe der
Ordnung n bildet (unter Multiplikation in C).

1.11. Wir halten ein n € Zx fest. Fiir eine ganze Zahle m sei (m mod n) die
kleinste nichtnegative ganze Zahl in Gy := Z,, zu der m kongruent ist. Wir
bezeichnen mit * die Addition modulo n, und mit o folgende Verkniipfung;:

(=0 ={m)

die auf der Menge Go := {{’;’Z} T me Z} definiert ist. Wir definieren die
folgenden Funktionen:

¢ ((m mod n)) = e2™m/m

) =)
X({ZL}) = (m mod n).

Zeigen Sie das Folgende:
@ ((m1 mod n) x (mg mod n)) = ¢ ((m1 mod n)) ¢ ((m2 mod n)),
d) (627rim1/ne27rim2/n> _ d) (627rim1/n) 01 (6271'2'7712/71) ,
mq mo mq ma
() = ) o ()

n n n n
Zeigen Sie, dass die drei oben definierten Abbildungen, ndmlich ¢, ¥ und ¥,
injektiv sind. Wieder fiir Leser, die mit dem Begriff einer Gruppe vertraut
sind, sei G5 die Gruppe der n-ten Einheitswurzeln. Was wir gezeigt haben ist,

dass die drei Gruppen G1, G2 und Gj isomorph zueinander sind. Es ist sehr
hilfreich, zwischen diesen drei isomorphen Gruppen herumzuwechseln.

1.12. & Zu gegebenen ganzen Zahlen a, b, ¢ und d bilden Sie den Geradenab-
schnitt in R?, der den Punkt (a,b) mit (c,d) verbindet. Zeigen Sie, dass die
Anzahl der Gitterpunkte auf diesem Geradenabschnitt ggT(a —¢,b —d) + 1
ist.

1.13. Geben Sie ein Beispiel fiir eine Gerade mit

(a) keinem Gitterpunkt;
(b) einem Gitterpunkt;
(c) unendlich vielen Gitterpunkten.

Geben Sie in jedem der Fille, sofern es angemessen ist, notwendige Bedingun-
gen an die (Ir)Rationalitét der Steigung an.
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1.14. Angenommen, eine Gerade y = mx + b geht durch die Gitterpunkte
(p1,q1) und (p2,ge). Zeigen Sie, dass sie auch durch die Gitterpunkte

(pl + k(P2 —p1), @1 + k(g2 — Q1)), kel
geht.

1.15. Zeigen Sie fiir gegebene irrationale Zahlen p und ¢ mit 11) + (11 =1, dass
Z~o die disjunkte Vereinigung der beiden Ganzzahlfolgen {|pn|: n € Zso}
und {|gn] : n € Zs¢} ist. Dieser Satz von 1894 geht auf Lord Rayleigh zuriick
und wurde im Jahr 1926 von Sam Beatty erneut entdeckt. Folgen der Form

{|lpn] : n € Z=o} werden oft Beatty-Folgen genannt.

1.16. Seien a,b,c,d € Z. Wir nennen {(a,b), (c,d)} eine Gitterbasis von Z?,
falls jeder Gitterpunkt (m,n) € Z? als

(mvn) = p(a,b) + Q(Cv d)

fir bestimmte p,q € 7 geschrieben werde kann. Zeigen Sie, dass, wenn
{(a,b),(c,d)} und {(e, f),(g,h)} Gitterbasen von Z? sind, es eine Matrix
M mit ganzzahligen Eintrdgen und Determinante £1 gibt, so dass

(ea) = (7)

Folgern Sie daraus, dass die Determinante von <CCL Z) gleich £1 ist.

1.17. & Zeigen Sie, dass ein Dreieck mit Eckpunkten auf dem Gitter der
ganzen Zahlen genau dann keine weiteren Gitterpunkte im Inneren bzw. auf
dem Rand hat, wenn seine Fléiche % misst. (Hinweis: Beginnen Sie damit, das
Dreieck zu einem Parallelogramm zu ,,verdoppeln®.)

1.18. Wir definieren einen Nordost-Gitterpfad als einen Pfad durch Gitter-
punkte, der nur die Schritte (1,0) und (0,1) benutzt. Sei L, die Gerade,
die durch z + 2y = n definiert ist. Zeigen Sie, dass die Anzahl der Nordost-
Gitterpfade vom Ursprung zu einem Gitterpunkte auf L,, gerade die (n+1)-te
Fibonacci-Zahl f, 41 ist.

1.19. Berechnen Sie die Koeffizienten der Taylorreihe von 1/(1—2)% um z = 0

(a) ...durch ein Abzéhlargument,
(b) ...durch Ableiten der geometrischen Reihe.

Verallgemeinern Sie.

1.20. & Zeigen Sie, dass fiir ay,as9,...,aq € Zsg, die keinen gemeinsamen
Teiler haben, die Frobenius-Zahl g(aq,...,aq) wohldefiniert ist.
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1.21. & Berechnen Sie die Partialbruchkoeffizienten (1.6).

1.22. & Zeigen Sie (1.9): Fiir teilerfremde positive ganze Zahlen a und b gilt

a—l a—1

1 1
; gbk é‘kn T a ; (1 755) ggflkn )

wobei b~1b = 1 mod a, und folgern Sie daraus (1.10), nimlich

1“§ 1 I A U
a (1 — gbk) ghn — a 2 2a’

k=1
(Hinweis: Benutzen Sie Aufgabe 1.9.)

1.23. Beweisen Sie, dass fiir teilerfremde positive ganze Zahlen a und b die
Aussage

Plapy(n+ab) =piapy(n) +1
gilt.

1.24. & Zeigen Sie, dass, wenn a und b teilerfremde positive ganze Zahlen
sind,
p{a,b}(a + b) =1

gilt.

1.25. Um das Frobenius-Problem zu erweitern, bezeichnen wir eine ganze Zahl
n als k-darstellbar, falls pa(n) = k; d.h. falls n auf genau k Arten unter
Benutzung der Zahlen aus A dargestellt werden kann. Wir definieren g =
gr(a1,...,aq) als die grofite k-darstellbare ganze Zahl. Zeigen Sie:

(a) Sei d = 2. Zu jedem k € Z>( gibt es ein N, so dass alle ganzen Zah-
len grofler als N mindestens k Darstellungen haben (und daher gi(a,d)
wohldefiniert ist).

(b) gk(a,b) = (k+1)ab—a —b.

(¢c) Zu gegebenem k > 2 ist die kleinste k-darstellbare ganze Zahl ab(k — 1).

(d) Das kleinste Intervall, das alle eindeutig darstellbaren ganzen Zahlen
enthélt, ist [min(a,b), g1(a,b)].

(e) Zu gegebenem k > 2 ist das kleinste Intervall, das alle k-darstellbaren
ganzen Zahlen enthélt, das Intervall [gx_2(a,b) + a + b, gi(a, b)].

(f) Es gibt genau ab — 1 ganze Zahlen, die eindeutig darstellbar sind. Zu
gegebenem k > 2 gibt es genau ab k-darstellbare ganze Zahlen.

(g) Erweitern Sie all dies auf d > 3 (see auch die offenen Probleme).

1.26. Finden Sie eine Formel fiir pqy(n).
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1.27. Beweisen Sie die folgende Rekursionsformel:
P{ay,..., ad}(n) = Z P{ay ...,ad,l}(n - mad)
m>0

(Dabei benutzen wir die Vereinbarung, dass p4(n) = 0 falls n < 0). Benutzen
Sie dies im Fall d = 2, um einen alternativen Beweis von Satz 1.2 zu geben.

1.28. Zeigen Sie die folgende Erweiterung von Satz 1.5: Sei ggT(a,b) = d.
Dann gilt

= {1 falls din,

0 sonst,

Plapy(n) = {

wobei 8% =1mod % und a % =1 mod §.

1.29. & Berechnen Sie den Partialbruchkoeffizienten (1.12).
1.30. Finden Sie eine Formel fiir pyq 4, ) (n) fiir den Fall ggT(a,b,c) # 1.
1.31. & Fiir A ={a1,a2,...,aq} C Zso sei

pa(n) == #{(mi,...,mq) € Z*: allem; >0, myar + - +mgaq =n};

d.h. p%(n) zéhlt die Anzahl der Partitionen von n mit Elementen von A als
Teilen, wobei jedes Element mindestens einmal verwendet wird. Finden Sie
Formeln fiir p9 fir A = {a}, A = {a,b}, A = {a,b,c} und A = {a,b,c,d},
wobei a, b, c und d paarweise teilerfremde positive ganze Zahlen sind. Beachten
Sie, dass in allen Beispielen die Zahlfunktionen p4 und p$ die algebraische
Gleichung

erfiillen.
1.32. Zeigen Sie, dass p%(n) = pa(n—a1 —as—---—aq) (hier sei, wie
iiblich, A = {a1,a2,...,aq}). Folgern Sie, dass in den Beispielen von Auf-
gabe 1.31 die algebraische Gleichung

pa(=t) = (1) 'pa(t—a1 —as —--- - aq)
erfiillt ist.
1.33. Fiir teilerfremde positive ganze Zahlen a und b sei

R:={am+bn: m,n € Z>o}

die Menge aller durch a und b darstellbaren ganzen Zahlen. Zeigen Sie, dass

ab

L 1—2
2 oy

kER

Benutzen Sie diese Erzeugendenfunktion, um alternative Beweise der Satz 1.2
und 1.3 zu geben.
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1.34. Fiir teilerfremde positive ganze Zahlen aq,as, ..., aq sei

R :={mia1 + moag + - -+ + mgaq : m1,Ma,...,mq € L>o}
die Menge aller durch aj,as,...,aq darstellbaren ganzen Zahlen. Zeigen Sie,
dass

N p(2)
M= LS () (2

kER

fiir ein Polynom p.

1.35. Beweisen Sie Satz 1.1: Zu jeder rationalen Funktion r p(2) wobei
k

:1(zfak)ek ’
p ein Polynom von kleinerem Grad als e; + es + -+ + e, ist und die ags

verschieden sind, gibt es eine Zerlegung

Z( C_k,l 4 Ck,2 2+”.+ Ck’ekek>a
S \F Tk (z2—ag) (z —ax)
wobei die ¢ ; € C eindeutig bestimmt sind.

Wir skizzieren einen moglichen Beweis: Zunéchst erinnern wir uns daran,
dass die Menge aller Polynome (iiber R oder C) einen euklidischen Ring bil-
det, d.h. zu beliebigen Polynomen a(z) und b(z) # 0 gibt es Polynome ¢(z)
und r(z) mit deg(r) < deg(b), so dass

a(z) = b(z)q(2) +7(2) .

Wenn wir diese Prozedur wiederholt anwenden (also den euklidischen Algo-
rithmus durchfiithren), erhalten wir den grofiten gemeinsamen Teiler von a(z)
und b(z) als Linearkombination der beiden. Das bedeutet, dass es Polynome
¢(z) und d(z) gibt, fir die a(2)c(z) + b(2)d(z) = ggT (a(z), b(2)).

Schritt 1: Wenden Sie den euklidischen Algorithmus an, um zu zeigen, dass
es Polynome u; und us gibt, fiir die

ur(2) (z —a1) +uz(z) (2 —az)® =1.

Schritt 2: Folgern Sie daraus, dass es Polynome v und ve mit deg (vy) < ek
gibt, so dass

e wml)  w)
(z—a)) (z—a2)? (z2—a))"  (z—a2)®"’
(Hinweis: schriftliche Division.)

Schritt 3: Wiederholen Sie diese Prozedur, um zu einer Partialbruchzerlegung
fur

zu gelangen.
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Offene Probleme

1.36. Entwerfen Sie einen neuen Ansatz oder einen neuen Algorithmus fiir
das Frobenius-Problem im Fall d = 4.

1.37. Es gibt eine sehr gute untere [64] und mehrere obere Schranken [152,
Chapter 3] fiir die Frobenius-Zahl. Finden Sie eine bessere obere Schranke.

1.38. Losen Sie Vladimir I. Arnolds Probleme 1999-8 bis 1999-11 [7]. Um

einen Geschmack davon zu geben, erwéhnen wir zwei davon explizit:

(a) Untersuchen Sie das statistische Verhalten von g (a1, as,...,aq) fir typi-
sche grofe aj,as,...,aq. Es wird vermutet, dass g (a1, az,...,aq) asym-
ptotisch wie eine Konstante mal ¢-Yajas - --aq wichst.

(b) Bestimmen Sie fiir typische grofe ai, as, . .., aq, welcher Bruchteil der gan-
zen Zahlen im Intervall [0, g (a1,as,...,aq)] darstellbar ist. Es wird ver-
mutet, dass dieser Bruchteil asymptotisch gleich (11 ist. (Satz 1.3 impliziert,
dass diese Vermutung im Fall d = 2 wahr ist.)

1.39. Untersuchen Sie vektorielle Verallgemeinerungen des Frobenius-Pro-
blems [154, 163].

1.40. Es gibt einige Spezialfiille fir A = {a1,a9,...,aq}, in denen das
Frobenius-Problem geldst ist, z.B. arithmetische Folgen [152, Kapitel 3]. Be-
trachten Sie diese Spezialfille im Lichte der Erzeugendenfunktion r(z), die in
den Anmerkungen und in Aufgabe 1.34 definiert wurde.

1.41. Untersuchen Sie die verallgemeinerte Frobenius-Zahl g (definiert in
Aufgabe 1.25), z.B. im Zusammenhang mit dem in den Anmerkungen erwiihn-
ten Satz von Morales-Dunham. Leiten Sie Formeln fiir Spezialfiille, z.B. arith-
metische Folgen, her.

1.42. Fiir welche 0 <n <b—1ist s, (a1, as,...,aq;b) =07



