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Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung

) In diesem Kapitel erfolgt eine Einfithrung in die Grundlagen der Wahrschein-

lichkeitsrechnung. Die Vermittlung von Kenntnissen in der Wahrscheinlichkeits-
rechnung erscheint vielen Psychologiestudierenden auf den ersten Blick ungewohnt
und vielleicht sogar unnétig. Wieso sollte man sich Dinge wie den Additionssatz oder
aber das Bayes-Theorem aneignen, wenn man doch ,,nur ein guter Therapeut werden
will? Haufig wird die Sachlage auch noch dadurch erschwert, dass die zur Vermitt-
lung gewihlten Beispiele einen psychologischen Hintergrund vermissen lassen.

Bei dieser Kritik wird jedoch vergessen, dass niemand eine psychotherapeutische
oder péadagogisch-psychologische Intervention einsetzen wiirde, ohne dass diese
ihren Nutzen in einer empirischen Studie gezeigt hat. Das bedeutet, die Evaluation
solcher Maflnahmen basiert neben inhaltlichen Gesichtspunkten immer auch auf
den Ergebnissen von statistischen Analysen. In diesen Analysen werden jedoch nie
ganze Populationen (z.B. alle Depressiven) betrachtet. Vielmehr werden aus den Po-
pulationen immer nur Stichproben gezogen. Aus einer Grundgesamtheit wird also,
héufig per Zufall, eine Stichprobe gezogen. Die Personen in der Stichprobe werden
dann befragt oder verschiedenen Tests unterzogen: Auf jeden Fall wird eine Messung
vorgenommen (siehe Kapitel 2). Die Ergebnisse der Messungen aus dieser Stichprobe
werden dann jedoch auf die Grundgesamtheit generalisiert, d.h. als allgemein giiltig
angesehen. Dabei konnen dem Forscher Fehler unterlaufen. Abstrakt formuliert sind
die Werte der Messungen fiir die Personen in der Grundgesamtheit Elementarereig-
nisse (siehe Abschnitt 3.1.4). Das Ziehen der Stichprobe entspricht der Durchfiihrung
eines Zufallsexperiments. Wie beim Lottospielen wird sich die Zusammensetzung der
Personen bei verschiedenen Durchfithrungen unterscheiden. Dies hat nicht nur Kon-
sequenzen fir die Schlussfolgerungen, die gezogen werden, sondern beeinflusst auch
die Stichprobenplanung. Neben diesen Aspekten wird der Begriff der Wahrschein-
lichkeit haufig zur Verdeutlichung von Zusammenhéngen in der Psychologie oder Me-
dizin genutzt. So wissen wir alle seit PISA, dass die Wahrscheinlichkeit fiir gute schu-
lische Leistungen mit dem soziookonomischen Status der Eltern steigt. Zudem kennt
jeder das Ergebnis, dass Rauchen die Wahrscheinlichkeit fiir Lungenkrebs erhsht. Ein
weiterer Grund fiir die Bedeutung der hier dargestellten Inhalte ist die bessere Beur-
teilung der Auftretenswahrscheinlichkeit eines bestimmten Merkmals oder einer Dia-
gnose. Wie wahrscheinlich ist eine Anorexia nervosa bei Frauen? Wie wahrscheinlich
ist es, einen hochbegabten Menschen in der Population zu finden? Was bedeutet eine
Wahrscheinlichkeit von x?

Aus diesen Griinden ist ein grundlegendes Wissen in der Wahrscheinlichkeitsrech-
nung notig. Daher werden in den folgenden Abschnitten die Grundlagen der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung erldutert.

Zundchst ist der sichere Umgang mit bestimmten Grundbegriffen der Wahrschein-
lichkeitsrechnung notwendig. Der erste Abschnitt dieses Kapitels beschiftigt sich fol-
gerichtig mit der Erlduterung von Grundbegriffen. Hiernach wird erklart, auf welche
Weise sich Wahrscheinlichkeiten fiir ein Zufallsereignis eigentlich bestimmen lassen.



3.1 Begriffserklarung

Da es in der Forschung oft nicht nur um die Betrachtung einzelner Phdnomene geht,
wird anschlieBend dargestellt, wie sich Wahrscheinlichkeiten fiir mehrere, kombinier-
te Ereignisse bestimmen lassen. Den Abschluss des Kapitels bildet eine kurze Darstel-
lung verschiedener Kombinatorikregeln, die zum Berechnen von Wahrschein-
lichkeiten benétigt werden. ((

3.1 Begriffskldarung

Im Folgenden werden einige wichtige Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrech-
nung eingefiihrt. Das Verstdndnis dieser Begriffe ist nicht nur wichtig, um die restli-
chen Inhalte dieses Kapitels zu verstehen, sondern spielt auch bei anderen wichtigen
Themen wie dem Hypothesentesten (siehe Kapitel 4) oder der Latent-State-Trait-The-
orie (Steyer & Schmitt, 1990) eine Rolle.

Auch in diesem Abschnitt werden wir versuchen, die Inhalte anhand unserer Bei-
spieluntersuchung, die in Kapitel 2 dargestellt wurde, zu verdeutlichen. In der Un-
tersuchung wurde die Verfdlschungsanfilligkeit von drei verschiedenen Methoden
zur Erfassung der Leistungsmotivation untersucht (Ziegler, Schmidt-Atzert, Biithner &
Krumm, 2007). Dazu wurden insgesamt N = 119 Personen zufillig auf drei Bedingun-
gen (Fake-Good, Fake-Bad, Kontrollgruppe) verteilt.

3.1.1 Das Zufallsexperiment

Wie bereits in der Einleitung angedeutet, wird bei vielen Experimenten oder Studien
lediglich eine Stichprobe aus der interessierenden Population gezogen. Die Ergebnis-
se aus dieser Stichprobe werden jedoch auf die Population generalisiert. Jeder kennt
die Debatte um die PISA-Ergebnisse, die auf die gesamte Population aller 15jdhrigen
Schiiler ausgeweitet werden, obwohl nur eine Stichprobe untersucht wurde. Auch in
unserem Beispiel werden auf der Basis einer Stichprobe aus Studierenden Schluss-
folgerungen gezogen, die Allgemeingiiltigkeit haben sollen. Ein wichtiges Kennzei-
chen beider Beispiele ist, dass der Ausgang, d.h. das Ergebnis der Untersuchung, zu
Beginn unklar war. Es bestanden vielleicht Hypothesen (z.B. Personen in der Fake-
Good-Bedingung erzielen hohere Werte in Leistungsmotivationstests als Personen in
der Kontrollbedingung), aber der genaue Ausgang war ungewiss. Ebenso verhielt es
sich bei PISA. Auch hier war das genaue Abschneiden der Schiiler in den Tests vor
der Untersuchung nicht bekannt. Damit erfiillen beide Beispiele die Anforderung an
ein so genanntes Zufallsexperiment.
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Zufallsexperimente sind Experimente (Untersuchungen) mit zu-

Definition

falligem (nicht genau vorhersagbarem) Ergebnis (Ausgang).

Ein ganz einfaches Beispiel fiir ein Zufallsexperiment ist das Wiirfeln. Jeder weiD, es
sind nur Zahlen zwischen eins und sechs erzielbar. Dennoch ist das genaue Ergebnis
vor jedem Wiirfeln ungewiss. Lediglich die Wahrscheinlichkeit fiir eine bestimmte
Augenzahl konnen wir bestimmen. Ebenso ist die Durchfiihrung einer Psychotherapie
ein Zufallsexperiment. Es kann nicht mit Gewissheit gesagt werden, ob sie erfolgreich
sein wird. Auch hier ldsst sich nur eine gewisse Erfolgswahrscheinlichkeit auf der
Basis vorheriger Untersuchungen ausdriicken.

Betrachten wir unsere Beispieluntersuchung, kénnen wir auch hier das Prinzip des
Zufallsexperiments veranschaulichen. Um die Verfalschungsanfilligkeit zu untersu-
chen, wurden die Mittelwerte der drei Gruppen (Fake-Good, Fake-Bad, Kontrollgrup-
pe) verglichen. Wiirden wir die Untersuchung genauso wiederholen, jedoch mit einer
anderen Stichprobe, wiirden sich die Mittelwerte der jeweiligen Gruppen von denen
aus der ersten Untersuchungsdurchfithrung sicher unterscheiden. Das bedeutet, dass
aufgrund der zufilligen Zusammensetzung der Stichproben Unterschiede zwischen
den Mittelwerten entstehen. Das Prinzip des Zufalls, das beim Wiirfelbeispiel ganz
offensichtlich ist, greift bei der Zusammensetzung der Stichproben und damit auch
bei der Ausprdgung der Mittelwerte. In beiden Féllen handelt es sich um Zufallsexpe-
rimente, da das Ergebnis vorab nicht vorhersagbar ist.

1
Kontroll-

I Kontroll-
Fake Bad 2

Fake Bad1 1 Gruppe 1 1 Gruppe 2
L L L L L AL L L > LI I - L B I I L N S B L B
70: 85 100 ' 115 130 70 :85 100 115 130
M Fake Bad 1 M Kontrollgruppe 1 M Fake Bad 2 M Kontrollgruppe 2
Zufallsexperiment 1 Zufallsexperiment 2

Abbildung 3.1: Zufallsexperimente

Abbildung 3.1 veranschaulicht diese Grundidee noch einmal. Auf der linken Seite
ist die erste Durchfiihrung der Untersuchung angedeutet. Die groBe, schwarze Kurve
stellt die Verteilung der Leistungsmotivation in der Population dar. Aus dieser Popu-
lation werden drei Stichproben gezogen. Jede Stichprobe bearbeitet das gleiche Leis-
tungsmotivationsmessinstrument, jedoch mit verschiedenen Instruktionen. So ergibt
sich in jeder Gruppe eine neue Verteilung, die einen bestimmten Mittelwert hat. In
der linken Abbildung erzielt die Fake-Bad-Gruppe den kleinsten Wert, gefolgt von der
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Kontroll- und der Fake-Good-Gruppe. Auf der rechten Seite der Abbildung ist eine
zweite Durchfithrung des gleichen Experiments dargestellt. Erneut ziehen wir aus der
gleichen Grundgesamtheit eine Stichprobe, die wir auf die drei Bedingungen auftei-
len. Wir erwarten etwa die gleichen Mittelwerte. Zudem sollte auch die Reihung der
Gruppenmittelwerte repliziert werden, wenn unsere Manipulation einen robusten Ef-
fekt verursacht hat. Dies ist auch der Fall. Wie wir jedoch sehen, unterscheiden sich
die jeweiligen Gruppenmittelwerte zwischen den beiden Durchfithrungen. Dies beruht
darauf, dass sich die beiden Stichproben unterscheiden, insofern sie zufdllig aus der
Population gezogen wurden. Die Bestimmung eines Stichprobenmittelwerts ist also
ein Zufallsexperiment, das sich beliebig oft wiederholen ldsst — entsprechend dem
Werfen eines Wiirfels. Auf der Basis des ersten Zufallsexperiments lieBe sich zwar ein
ungefdhrer Bereich bestimmen, in dem der jeweilige Mittelwert in einer ndchsten Un-
tersuchung liegen sollte, aber auch diese Aussage wire nicht gewiss, sondern mit ei-
ner bestimmten Wahrscheinlichkeit verbunden (siehe Standardfehler des Mittelwerts
in Kapitel 4). Somit sind Stichprobenmittelwerte Zufallsvariablen.

Verallgemeinernd lédsst sich sagen, dass es fiir jedes mogliche Ergebnis eines Zufalls-
experiments eine bestimmte Wahrscheinlichkeit gibt. Diese wird hdufig mit einem
kleinen p (probability) versehen. So ldsst sich zum Beispiel sagen, die Wahrschein-
lichkeit, beim Wiirfeln eine Sechs zu erzielen, betrdgt p = 1/6. Genauso kann auch die
Erfolgswahrscheinlichkeit fiir eine Psychotherapie ausgedriickt werden (z.B. p = 0.7).

An dieser Stelle sei auf den Unterschied zwischen Wahrscheinlichkeit und Likelihood hingewie-
sen. Der Begriff der Likelihood taucht bei vielen statistischen Analysen auf (z.B. Faktorenanalyse).
Falschlicherweise wird er oft mit Wahrscheinlichkeit Gbersetzt. Es ist allerdings auch schwierig,
eine adaquate deutsche Ubersetzung zu finden. Fin Unterschied zwischen Wahrscheinlichkeit und
Likelihood liegt im Wertebereich. Wéahrend Wahrscheinlichkeiten Werte zwischen null (= kommt
nicht vor) und eins (= kommt immer vor) annehmen kénnen, kann eine Likelihood auch groBer
als eins werden. Ein weiterer Unterschied besteht darin, dass die Summe der Wahrscheinlichkeiten
von distinkten Ereignissen aus einem Ereignisraum eins ergibt. Bei Likelihoods kann diese Summe
auch groBer als eins werden. Mathematisch Iasst sich der Unterschied zwischen Likelihood und
Wahrscheinlichkeit am besten so ausdriicken: ,Erstere ist eine Funktion irgendwelcher Parameter
fir gegebene Beobachtungen, wahrend letztere eine Funktion der Beobachtungen fiir gegebene
Parameter ist.” (Draxler, 2007, S. 109). Nehmen wir zur Veranschaulichung einen Miinzwurf. Als
Ergebnis kann entweder Kopf oder Zahl fallen. Die Wahrscheinlichkeit fiir Kopf oder Zahl ist jeweils
50 Prozent. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung ergibt sich aus der Wahrscheinlichkeit der Ergebnisse,
also aus den Wahrscheinlichkeiten fiir Kopf bzw. Zahl. Das heiBt, die Wahrscheinlichkeiten sind fest.
Das ist in dem oberen Satz mit gegebenen Parametern gemeint. Kopf oder Zahl sind die mdglichen
Beobachtungen. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung ist also eine Funktion der méglichen Ergebnis-
se des Zufallsexperiments fiir gegebene feste Werte der Wahrscheinlichkeiten fiir Kopf oder Zahl.
Im Gegensatz dazu nehmen wir bei der Betrachtung der Likelihood an, dass die Beobachtungen
gegeben sind. Es ist also bereits entweder Kopf oder Zahl gefallen. Die Likelihoodfunktion ist nun
eine Funktion der Wahrscheinlichkeit fiir Kopf (oder Zahl). Das heif3t, die Funktionswerte (y-Werte)
\variieren in Abhangigkeit der Wahrscheinlichkeit fiir Kopf (oder Zahl). J
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3.1.2 Die Zufallsvariable

In dem oberen Beispiel wurde dargestellt, dass ein Stichprobenmittelwert eine Zu-
fallsvariable ist. Zufallsvariablen konnen als Ergebnisse von Zufallsexperimenten ver-
standen werden.

Die Zufallsvariable X ist eine Funktion, die den Ergebnissen eines
Zufallsexperiments eine reelle Zahl zuordnet. Diese Zahlen kon-

Definition

nen diskret (z.B. Augenzahl beim Wiirfeln) oder stetig sein (z.B.
Stichprobenmittelwert).

Wiéhrend beim Wiirfeln die Augenzahlen die Zufallsvariablen sind, sind es bei unse-
rer Fakinguntersuchung die Mittelwerte.

In der Einfiithrung haben wir darauf hingewiesen, dass auf Basis der Stichprobener-
gebnisse auf Populationsverhéltnisse geschlossen wird. Damit dieser Schluss mog-
lichst valide, d.h. zutreffend ist, sollte die Stichprobe in vielen Charakteristiken mit
der Population iibereinstimmen. Solche Charakteristiken konnen Alter, Geschlecht,
Bildungsgrad, sozio6konomischer Status, Wohnort, etc. sein. Allerdings kann auch die
Auspriagung des zu untersuchenden Merkmals selbst ein wichtiger Aspekt der Stich-
probe sein. Sollen zum Beispiel Aussagen tiber die Intelligenzstruktur bei Hochbegab-
ten gemacht werden, so sollten die Personen, die in die Stichprobe gezogen werden,
einen bestimmten IQ haben. Genauso lieBe sich fiir unser Fakingexperiment tiberle-
gen, nur Personen mit einer iberdurchschnittlichen Leistungsmotivation zu untersu-
chen. Aus den Erlduterungen zur Normalverteilung (siehe Kapitel 2) ist bekannt, dass
sich Personen aufgrund ihrer Auspriagung in einem Merkmal grob in drei Klassen auf-
teilen lassen: unterdurchschnittlich, durchschnittlich und tiberdurchschnittlich. Zie-
hen wir nun Personen aus der gesamten Breite des Leistungsmotivationsspektrums,
so beschreiben diese Klassen die moglichen Ausgidnge dieses Zufallsexperiments.
Die Person kann entweder unterdurchschnittlich, durchschnittlich oder tiberdurch-
schnittlich leistungsmotiviert sein. In diesem Zusammenhang wire die Klassenzuge-
horigkeit eine Zufallsvariable, die den moglichen Ausgang beim Ziehen von Personen
in die Stichprobe beschreibt.

3.1.3 Der Ereignisraum

Beim Wiirfeln kann man schon vor dem Wurf alle méglichen Ergebnisse fiir das Zu-
fallsexperiment benennen, ndmlich die sechs Augenzahlen von eins bis sechs. Bei
den Stichprobenmittelwerten dagegen ist allenfalls ein Wertebereich zu benennen, in
dem die Zufallsvariablen liegen. In beiden Fillen wird dieser Bereich als Ereignis-
raum bezeichnet.



3.1 Begriffserklarung

Nehmen wir die Stichprobenmittelwerte in der Fakinguntersuchung, so gibt es the-
oretisch unendlich viele mogliche Ausgédnge des Zufallsexperiments, da es sich hier
um eine stetige Variable handelt. Dennoch gibt es ein theoretisches Minimum sowie
Maximum aufgrund der Punkt- bzw. Wertegrenzen des eingesetzten Instruments. Auf
jeden Fall begrenzt ist freilich, wie viele Zufallsstichproben von z.B. N = 119 Perso-
nen man aus der endlichen Population ziehen kann. Dies kann mithilfe von Formeln
(siehe Abschnitt 3.4) berechnet werden.

Der Ereignisraum  Q

Abbildung 3.2: Veranschaulichung eines leeren Ereignisraums

Der Ereignisraum Q (Omega) beschreibt die Menge aller moglichen

Definition

Ereignisse (Ergebnisse) eines Zufallsexperiments.

So gesehen definiert der Ereignisraum die Grenzen, innerhalb derer sich die mogli-
chen Ausginge eines Zufallsexperiments bewegen kénnen. Damit stellt der Ereignis-
raum den Wertebereich fiir die Zufallsvariablen dar. Dies ist in Abbildung 3.2 darge-
stellt.

Abbildung 3.3 zeigt die moglichen Ausgédnge beim einmaligen Wiirfeln und den dazu-
gehorigen Ereignisraum.

Die mdglichen Ereignisse nach dem einmaligen Werfen mit einem sechsseitigen Wiirfel sind:

Q={1,2345,6}

Abbildung 3.3: Ereignisraum
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Wiirden wir aus unserer Stichprobe willkiirlich 10 Personen ziehen und das Verhilt-
nis Ménner zu Frauen bestimmen, so ist der Ereignisraum Q = {0:10, 1:9, 2:8, 3:7, 4:6,
5:5,6:4,7:3, 8:2,9:1,10:0f.

Betrachten wir die Stichprobenmittelwerte als Ergebnisse des Zufallsexperiments, so
lasst sich auch hierfiir der Ereignisraum bestimmen. Nehmen wir an, bei dem einge-
setzten Instrument handelt es sich um das Leistungsmotivationsinventar in der Kurz-
form (Schuler & Prochaska, 2001). Die Kurzform besteht aus 30 Items mit einer sieben-
stufigen Antwortskala. Der minimal erreichbare Wert wire also 30 und das Maximum
210. Demzufolge ist der Ereignisraum Q = {30, ..., 210}. Zwischen diesen Endpunkten
ist jede beliebige Zahl als moglicher Stichprobenmittelwert denkbar.

Auch beim Ziehen von Personen in eine Stichprobe lédsst sich so ein Ereignisraum be-
stimmen. Nehmen wir wieder an, wir klassifizieren die Personen aufgrund ihrer Leis-
tungsmotivationsauspriagung als unterdurchschnittlich, durchschnittlich oder tiber-
durchschnittlich. Ziehen wir nun eine Person aus der Population, ergibt sich folgender
Ereignisraum: Q = {unterdurchschnittlich, durchschnittlich, iiberdurchschnittlich .

3.1.4 Das Elementarereignis

Offensichtlich beinhaltet der Ereignisraum mehrere mogliche Ausginge eines Zufalls-
experiments. Jedes einzelne Element dieses Ereignisraums wird als Elementarereignis
bezeichnet.

Ein Elementarereignis ist einer von mehreren moglichen Ausgén-

Definition

gen eines Zufallsexperiments.

Elementarereignis A

Abbildung 3.4: Elementarereignis im Ereignisraum

Aus der Kenntnis des Ereignisraums lassen sich die Wahrscheinlichkeiten fiir jedes
einzelne Elementarereignis bestimmen (siehe Abschnitt 3.2). Oft ist es von Interesse,
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nicht nur die Wahrscheinlichkeit fiir ein einzelnes Elementarereignis, sondern fiir die
Verkniipfung mehrerer Elementarereignisse zu bestimmen. Kombinationen von Ele-
mentarereignissen werden als Ereignisse bezeichnet.

Ereignisse konnen sich aus einer Kombination von mehreren Ele-
mentarereignissen zusammensetzen.

Definition

Sowohl Elementarereignisse als auch Ereignisse sind also Ausgédnge von Zufallsexpe-
rimenten und entsprechen den numerischen Werten einer Zufallsvariablen.

Nehmen wir als Beispiel fiir ein Ereignis zundchst wieder das Wiirfelspielen. Der Er-
eignisraum lieBe sich auch anders beschreiben. So haben wir drei Zahlen, die gréBer
als drei sind und zwei Zahlen, die kleiner als drei sind. Zudem kénnte der Ereignis-
raum auch nach geraden und ungeraden Zahlen aufgeteilt werden. Nun liefle sich die
Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis ,,gerade Zahl, die gréBer als drei ist“ bestimmen.
In diesem Ereignis sind zwei Charakteristika verkniipft.

Gerade die Kombination von Elementarereignissen ist bei der Stichprobenziehung re-
levant. So lassen sich Personen nicht nur nach der Ausprigung ihrer Leistungsmoti-
vation klassifizieren, sondern beispielsweise auch nach dem Geschlecht. So lieBe sich
die Faking-Untersuchung noch weiter einschrianken. Es wire denkbar, nur weibliche
Personen, die iiberdurchschnittlich leistungsmotiviert sind, in die Stichprobe aufzu-
nehmen.

Durch die Kombination von Elementarereignissen zu Ereignissen wird der Ereignis-
raum sozusagen weiter unterteilt. Es werden innerhalb des Ereignisraums Elementar-
ereignisse zusammengefasst.

Auch Ereignisse lassen sich so weiter kombinieren. Dabei kénnen zwei Regeln unter-
schieden werden: das logische UND sowie das logische ODER.

3.1.5 Das logische UND

Mogliche Ereignisse beim Wiirfelspielen wiren gerade Zahlen, die auch grofer als drei
sind (Ereignis A) oder aber auch Zahlen, die durch 1.5 teilbar sind (Ereignis B). Beim
Stichprobenziehen sind mogliche Ereignisse iiberdurchschnittlich leistungsmotivierte
Frauen (Ereignis A) oder aber auch Frauen, die élter als zwanzig sind (Ereignis B). In
beiden Fillen teilen die Ereignisse bestimmte Elemente. Beim Wiirfelbeispiel ist das
die Zahl Sechs und beim Stichprobenziehen alle iiberdurchschnittlich leistungsmoti-
vierten Frauen, die &lter als zwanzig sind. Abbildung 3.5 stellt beide Beispiele noch
einmal dar. Auf der linken Seite ist ein Ausschnitt aus dem Ereignisraum fiir das Wiir-
felspielen dargestellt. Die Ereignisse A und B sowie ihre Schnittfliche sind abgebildet.
In der rechten Hélfte der Abbildung zeigt der rechte Kreis (hellgriine Figuren) das
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Ereignis A, eine iberdurchschnittlich leistungsmotivierte Frau, an. Der zweite Kreis
(dunkelgriine Figuren) zeigt das Ereignis B, eine Frau &lter als zwanzig, an. Die beiden
Kreise iiberlappen sich. In diesem Uberlappungsbereich befinden sich Frauen, die in
beide Ereignisse fallen. In diesem Zusammenhang wird auch vom logischen UND ge-
sprochen.

Das logische UND (Konjunktion) beschreibt die Schnittmenge, die
durch das gleichzeitige Auftreten zweier Ereignisse entsteht.

Definition

¢ (

Schnittmenge AN B Schnittmenge A N B

Abbildung 3.5: Das logische UND

Aus den Beispielen wird deutlich, dass es Zahlen beziehungsweise Personen gibt, die
sowohl die Merkmale des einen als auch des anderen Ereignisses besitzen. Erst da-
durch entsteht die Schnittmenge zwischen den Ereignissen. Mathematisch wird dies
durch das Zeichen n (sprich: ,geschnitten mit’ oder ,und’) ausgedriickt. Wie die Wahr-
scheinlichkeit bestimmt wird, dass das Ergebnis eines Zufallsexperiments der Schnitt-
menge aus den beiden Ereignissen entspricht, wird im Abschnitt 3.3.3 dargestellt.

3.1.6 Das logische ODER

Wihrend das logische UND die Schnittmenge von Ereignissen betrachtet, geht es beim
logischen ODER um die Vereinigungsmenge.

Das logische ODER (Disjunktion) beschreibt die Vereinigungsmen-
ge, die durch das Auftreten eines von zwei moglichen Ereignissen
entsteht.

Definition

Fiir unser Wiirfelbeispiel lautet die Vereinigungsmenge gerade Zahlen, die grofer als
drei sind (Ereignis A) oder Zahlen, die durch 1,5 teilbar sind (Ereignis B). Auch fiir
das Beispiel der Stichprobenziehung gibt es eine Vereinigungsmenge. Sie lautet iiber-



3.1 Begriffserklarung

durchschnittlich leistungsmotivierte Frauen (Ereignis A) oder Frauen, die dlter als
zwanzig sind (Ereignis B). Egal, ob die Augenzahl 3, 4 oder 6 gewiirfelt wird, alle die-
se Zahlen gehoren zur Vereinigungsmenge. Ebenso verhilt es sich bei den tiberdurch-
schnittlich leistungsmotivierten Frauen oder den Frauen &lter als zwanzig.

/ \ =" \
= \

f ; - ]

= t 3 ¥ |

= ]

Vereinigungsmenge A U B Vereinigungsmenge A U B

Abbildung 3.6: Das logische ODER

Dieses Prinzip ist in Abbildung 3.6 noch einmal fiir beide Beispiele veranschaulicht.
Die durchgezogenen Linien deuten an, dass jedes Element innerhalb dieses Bereichs
zur Vereinigungsmenge gehort und somit die Bedingungen des logischen ODER er-
fiillt. Mathematisch wird dies durch das Zeichen U (sprich: ,oder’) ausgedriickt. Wie
die Wahrscheinlichkeit bestimmt wird, dass das Ergebnis eines Zufallsexperiments
der Vereinigungsmenge aus den beiden Ereignissen entspricht, wird im Abschnitt
3.3.2 dargestellt.

3.1.7 Das sichere Ereignis

Wie die Bezeichnung andeutet, hat das sichere Ereignis eine Auftretenswahrschein-
lichkeit von p(A) = 1. Somit ist das sichere Ereignis die Kombination aller Elemen-
tarereignisse im Ereignisraum und tritt in jedem Fall als Ergebnis eines Zufallsexpe-
riments auf. Dies ist in Abbildung 3.7 durch die hellgriine Flache im Ereignisraum
angedeutet.

Das sichere Ereignis

Abbildung 3.7: Das sichere Ereignis

Das sichere Ereignis beim Wiirfeln lautet, eine Augenzahl zwischen eins und sechs zu
erzielen. Bei unseren Stichprobenbeispielen wiére es eine Frau oder einen Mann bzw.
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eine Person, die unterdurchschnittlich, durchschnittlich oder tiberdurchschnittlich
leistungsmotiviert ist.

3.1.8 Das unmogliche Ereignis

Genauso wie es ein sicheres Ereignis gibt, gibt es auch ein unmégliches Ereignis. Das
unmdogliche Ereignis tritt nie auf und hat damit eine Wahrscheinlichkeit von p(A) =
0. So ldsst sich beim Wiirfeln keine Zahl erzielen, die kleiner als drei und durch vier
teilbar ist, genauso wenig kann eine Zahl gréBer als sechs erzielt werden. Bei unserem
Stichprobenbeispiel ist die Veranschaulichung nicht ganz so leicht. Aber nehmen wir
an, wir miissten aus der Schnittmenge der tiberdurchschnittlich leistungsmotivierten
Frauen, die dlter als zwanzig sind, erneut eine Stichprobe ziehen. Jetzt ist es unmog-
lich, einen Mann zu ziehen oder eine durchschnittlich leistungsmotivierte Frau oder
eine Frau, die jlinger als zwanzig ist. Das Beispiel mag weit hergeholt erscheinen, den-
noch kann es vorkommen, dass bei der Stichprobenziehung nach unmoglichen Ereig-
nissen gesucht wird. Dies ist beispielsweise der Fall, wenn man versucht, aus einer
Population von 120 Psychologiestudenten des ersten Semesters 80 Hochbegabte zu
rekrutieren. Das unmogliche Ereignis wird noch einmal in Abbildung 3.8 veranschau-
licht.

Das unmdgliche Ereignis
Abbildung 3.8: Das unmagliche Ereignis

Wie aus der Abbildung deutlich wird, hat das unmégliche Ereignis einen leeren Ereig-
nisraum.

3.1.9 Komplementarereignis

Das sichere und das unmogliche Ereignis konnen auch als Gegenstiicke verstanden
werden. Das Auftreten des einen Ereignisses schlieft das Auftreten des anderen Er-
eignisses aus. Zusammengenommen ergeben sie den gesamten Ereignisraum. Hierfiir
wird auch der Begriff Komplementérereignis genutzt.



3.1 Begriffserklarung

>

Komplementarereignis

Abbildung 3.9: Komplementarereignisse

Abbildung 3.9 verdeutlicht das Prinzip von Komplementirereignissen. Der Kreis
stellt das Ereignis A dar. Alle Elementarereignisse, die nicht dem Ereignis A zuge-
ordnet werden kénnen, bilden das Komplementérereignis A . Somit beschreiben beide
Komplementérereignisse den kompletten Ereignisraum, schlieBen sich aber gegensei-
tig aus. Sie konnen also nie gleichzeitig auftreten und haben demnach auch keine
Schnittmenge bzw. eine gemeinsame leere Menge.

Zusammen haben beide Komplementdrereignisse eine Wahrscheinlichkeit von eins.
Komplementirereignisse miissen demnach nicht immer mit den Wahrscheinlichkei-
ten eins beziehungsweise null versehen sein. Wichtig ist lediglich, dass die Summe
der beiden Einzelwahrscheinlichkeiten eins ergibt. Eine Verkniipfung durch das logi-
sche ODER ergibt somit das sichere Ereignis.

Mathematisch lédsst sich dies folgendermalen ausdriicken:

p(A)=1-p(A)
bzw.
p=l-gq

p(A) = Wahrscheinlichkeit fiir Ereignis A

p(A) = Wahrscheinlichkeit fiir das Komplementérereignis von A

P Wahrscheinlichkeit fiir Ereignis A

q = Wahrscheinlichkeit fiir das Komplementdrereignis von A

Dabei driickt p die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis A und q die Wahrscheinlich-
keit fiir das Komplementérereignis A aus.

3.1.10 Disjunkte Ereignisse

Komplementérereignisse schlieBen sich also gegenseitig aus und haben demnach kei-
ne Schnittmenge. Es lassen sich allerdings auch Ereignisse finden, die keine Schnitt-
menge haben, ohne dass sie Komplementérereignisse sind. In diesem Fall spricht man
von disjunkten Ereignissen.
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Zwei Ereignisse A und B werden disjunkt genannt, wenn sie ein-
ander ausschlieBen. Somit kénnen die Ereignisse A und B nicht
gleichzeitig auftreten und haben keine Schnittmenge.

Definition

Der Unterschied zwischen Komplementédrereignissen und disjunkten Ereignissen ist,
dass die Summe der Einzelwahrscheinlichkeiten bei disjunkten Ereignissen nicht
zwingend eins betragen muss und es somit auch mehrere disjunkte Ereignisse geben
kann, wéhrend es immer nur Komplementérereignispaare gibt. Komplementérereig-
nisse sind somit ein Spezialfall fiir disjunkte Ereignisse. Das Prinzip von disjunkten
Ereignissen ist noch einmal in Abbildung 3.10 dargestellt.

Disjunkte Ereignisse

Abbildung 3.10: Disjunkte Ereignisse

3.1.11 Nicht-disjunkte Ereignisse

Teilen zwei Ereignisse eine Schnittmenge, lassen sich also sinnvoll mit einem logi-
schen UND verkniipfen, dann spricht man von nicht-disjunkten Ereignissen.

Zwei Ereignisse A und B sind nicht-disjunkt, wenn die Wahr-
scheinlichkeit fiir das gleichzeitige Auftreten dieser Ereignisse
groBer als null ist.

Definition

Nicht-disjunkte Ereignisse

Abbildung 3.11: Nicht-disjunkte Ereignisse



3.2 Bestimmung der Wahrscheinlichkeit fiir ein Ereignis

Diese Definition wird noch einmal in Abbildung 3.11 verdeutlicht. Die Beispiele fiir
die Kombination von Ereignissen mit dem logischen UND demonstrieren ebenfalls
das Prinzip von nicht-disjunkten Ereignissen.

Nach der Einfiihrung der wichtigsten Grundbegriffe stellt sich nun die Frage, wie sich
Wahrscheinlichkeiten eigentlich bestimmen lassen. Dies wird in den folgenden zwei
Abschnitten geklart. Dabei wird noch unterschieden, ob lediglich die Wahrschein-
lichkeit fiir ein einzelnes Zufallsereignis (3.2) oder aber fiir mehrere Zufallsereignisse
(3.3) bestimmt werden soll.

3.2 Bestimmung der Wahrscheinlichkeit fiir ein Ereignis

Wie wahrscheinlich ist es, beim Wiirfeln eine Sechs zu werfen? Wie hoch ist die
Wahrscheinlichkeit, dass bei der Stichprobenziehung eine iiberdurchschnittlich leis-
tungsmotivierte Person gezogen wird? Die Antworten auf diese Fragen erfordern die
Bestimmung einer konkreten Wahrscheinlichkeit p. Bei der Bestimmung dieser Wahr-
scheinlichkeit p fiir ein einzelnes Ereignis werden zwei Wege unterschieden, die je-
weils den Namen ihres Entwicklers tragen. Dies sind die Wahrscheinlichkeit nach La-
place und die Wahrscheinlichkeit nach Bernoulli. Beide Wege sowie die Unterschiede
werden im Folgenden erldutert.

3.2.1 Wabhrscheinlichkeit nach Laplace

Die Laplace-Wahrscheinlichkeit wird auch als ,a priori“~-Wahrscheinlichkeit be-
zeichnet. Dies bezieht sich darauf, dass die Laplace-Wahrscheinlichkeit bereits vor
der Durchfiithrung eines Zufallsexperiments berechenbar ist. Das Grundprinzip der
Laplace-Wahrscheinlichkeit lautet:

n Anzahl der giinstigen Ereignisse
p(A)=——=

N, " Anzahl der maoglichen Ereignisse

Gesamt

p(A) = Wahrscheinlichkeit fiir Ereignis A

n, = Anzahl der giinstigen Ereignisse

N = Anzahl der moglichen Ereignisse

Gesamt

Wie aus der Formel ersichtlich wird, muss bereits vor der Durchfithrung des Zufalls-
experiments jedes Elementarereignis bekannt sein. Das bedeutet, jeder mogliche Aus-
gang des Zufallsexperiments (N, ) ist ,a priori“ feststellbar. Beim Wiirfeln lassen
sich z.B. lediglich Augenzahlen zwischen eins und sechs erzielen. Damit ist auch
jedes Elementarereignis bekannt. Vorausgesetzt wird zudem, dass die Wahrschein-
lichkeiten fiir jedes Elementarereignis gleich sind. Die Wahrscheinlichkeit fiir das
Ereignis, eine Sechs zu werfen, betrdgt also p(Augenzahl = 6) = 1/6, da dies nur ein

glinstiges (n,) unter den sechs méglichen Ereignissen ist. Die Formel ldsst sich aber
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auch auf die Bestimmung der Wahrscheinlichkeit von Ereignissen, also der Kombi-
nation von Elementarereignissen anwenden. Soll die Wahrscheinlichkeit, eine gera-
de Zahl zu werfen, bestimmt werden, so befinden sich im Ereignisraum immer noch
sechs mogliche Ereignisse. Davon sind jedoch nur drei Ereignisse (Augenzahlen Zwei,
Vier, Sechs) giinstig, da sie gerade Zahlen sind. Die Wahrscheinlichkeit betrdgt also
plgerade Zahl) = 3/6 oder p(gerade Zahl) = .

Andere beliebte Beispiele fiir die Erlduterung der Laplace-Wahrscheinlichkeit sind
Miinzwerfen, Lotto oder Kartenspielen. Ein einfaches psychologisches Beispiel lasst
sich auch wieder in der Stichprobenziehung finden. In unserem Beispieldatensatz be-
finden sich N = 119 Personen, von denen n = 35 Ménner sind. Angenommen aus die-
sem Personenpool soll nun per Zufall eine Person gezogen werden. Wie wahrschein-
lich ist es, dass es sich um einen Mann handelt? Die Anzahl der giinstigen Ereignisse
ist fiinfunddreiBig. Insgesamt sind einhundertneunzehn verschiedene Ereignisse mog-
lich. Somit ergibt sich eine Wahrscheinlichkeit von p(Mann) = 35/119 = 0.29.

Die Laplace-Wahrscheinlichkeit entspricht also im Prinzip der relativen Haufigkeit,
mit der ein Ereignis im Ereignisraum vorhanden ist.

All diese Beispiele haben ein paar Gemeinsamkeiten, die verdeutlichen, welche Vor-
aussetzungen gegeben sein miissen, um die Wahrscheinlichkeit nach Laplace anwen-
den zu konnen. So ist die Menge der mdoglichen Ereignisse immer bereits vor Durch-
fiihrung des Zufallsexperiments bestimmbar. Mit anderen Worten: Die einzelnen
Elemente des Ereignisraums lassen sich ,,a priori“ abzédhlen. Betrachtet man lediglich
die einzelnen Elementarereignisse im Ereignisraum, so haben diese identische Auftre-
tenswahrscheinlichkeiten. Beim Wiirfeln ist die Wahrscheinlichkeit fiir jede Augen-
zahl gleich groB. Auch in unserem Stichprobenbeispiel ldsst sich das verdeutlichen.
Egal, um welchen Mann es sich in der Stichprobe handelt, die Wahrscheinlichkeit,
dass er zufillig gezogen wird, ist fiir jeden Mann gleich. Als letzte Gemeinsamkeit ist
hervorzuheben, dass sich der Wertebereich fiir eine Wahrscheinlichkeit immer zwi-
schen null und eins bewegt.

Aus dieser Zusammenfassung wird klar, dass sich die Laplace-Wahrscheinlichkeit auf
viele Untersuchungen, Experimente und Fragestellungen nur schwer anwenden ldsst.
Das Hauptproblem besteht darin, dass es selten moglich ist, jedes mogliche Ergebnis
des Zufallsexperiments ,,a priori“ zu kennen. Dadurch ldsst sich die GroBe des Ereig-
nisraums und somit die Anzahl der moglichen Ereignisse nicht festlegen. Genauso
problematisch kann es dann sein, die Anzahl der giinstigen Ereignisse zu bestimmen.
In diesen Fillen ist die Verwendung der Wahrscheinlichkeit nach Bernoulli ange-
messen.

3.2.2 Wahrscheinlichkeit nach Bernoulli

Nehmen wir an, es soll die Wahrscheinlichkeit dafiir berechnet werden, aus einer be-
stimmten Population eine tiberdurchschnittlich leistungsmotivierte Person, gemessen
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am LMI-K, zu ziehen. Fiir die Verwendung der Wahrscheinlichkeit nach Laplace be-
steht das erste Problem in der genauen Spezifikation der Population. Mit der Antwort
auf diese Frage wird auch die Anzahl der méglichen Ereignisse definiert. Sagen wir, es
soll eine iiberdurchschnittlich leistungsmotivierte Person aus unserer Kontrollgruppe
mit der GréBe von N = 41 Personen gezogen werden . Durch diese klare Definition der
Population ist die Anzahl der méglichen Ereignisse bekannt. Wie sieht es nun mit der
Anzahl der giinstigen Ereignisse aus? Diese ldsst sich erst bestimmen, nachdem das
Zufallsexperiment durchgefithrt wurde und die Ergebnisse vorliegen. Die Anzahl der
giinstigen Ereignisse in unserem Beispiel ldsst sich erst bestimmen, wenn wir uns die
Ergebnisse der Personen im LMI-K anschauen. Die Personen mit einem Standardwert
groBer als 110 (siehe Kapitel 2) gelten als tiberdurchschnittlich. In unserer Kontroll-
gruppe haben fiinfunddreiBig Personen einen solchen Wert erzielt. Erst jetzt ldsst sich
die Wahrscheinlichkeit nach Laplace bestimmen.

In der Regel ist es aber eher selten moglich, die Population so genau einzugrenzen.
Noch limitierender ist jedoch die Tatsache, dass die Merkmalsausprdagungen der Per-
sonen vor der Durchfiihrung des Zufallsexperiments selten bekannt sind, insofern
sie oft erst durch die Durchfithrung bestimmt werden. Dies ist jedoch gerade bei der
Stichprobenplanung problematisch. Wie viele Personen muss ich untersuchen, um
N = 100 iberdurchschnittliche Personen zu erhalten? Haufig werden zur Beantwor-
tung solcher Fragen Annahmen iiber die Verteilungsform des Merkmals in der Po-
pulation gemacht. Aufgrund der Kenntnis der Verteilungseigenschaften lassen sich
dann wiederum Aussagen zur Stichprobenplanung machen. Geht man zum Beispiel
von einer Normalverteilung aus, so sind lediglich sechzehn Prozent der Personen
iiberdurchschnittlich. Es wiirden also 625 Personen benotigt, um 100 Personen mit
iiberdurchschnittlicher Merkmalsausprdagung zu erhalten. Dies kdnnten aber je nach
Ziehungsgliick auch mehr oder weniger sein. Was macht man aber, wenn keine Vertei-
lungsannahmen gemacht werden konnen beziehungsweise die Anzahl der méglichen
Elementarereignisse nicht ,,a priori“ bestimmbar ist? In diesem Fall wird die Bernoul-
li-Wahrscheinlichkeit genutzt.

Die Bernoulli-Wahrscheinlichkeit wird auch als ,,a posteriori“~-Wahrscheinlichkeit be-
zeichnet. Das bedeutet, diese Wahrscheinlichkeit ldsst sich erst nach der Durchfiih-
rung eines Zufallsexperiments bestimmen. Der Grund dafiir ist, dass sich erst dann
der Ereignisraum bestimmen beziehungsweise abschéitzen ldsst. Der Bernoulli-Wahr-
scheinlichkeit liegt folgendes Theorem zugrunde:

nA

7= m s

n(A) = Wahrscheinlichkeit fiir Ereignis A in der Population

n, = Anzahl der glinstigen Ausginge
N = H4ufigkeit, mit der ein bestimmtes Zufallsexperiment durchgefiihrt wird
lim = Grenzwert der Wahrscheinlichkeit, wenn N gegen unendlich strebt
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Der erste Unterschied zur Wahrscheinlichkeit nach Laplace ist, dass hier der grie-
chische Buchstabe = statt dem p als Parameter fiir die Wahrscheinlichkeit verwendet
wird. Dies liegt daran, dass bei der Bernoulli-Wahrscheinlichkeit der Wert fiir die Po-
pulation bestimmt wird. Ebenso wie bei den deskriptiven Statistiken, als wir Mittel-
wert und Varianz in der Population mit pn und ¢? bezeichnet haben, wird dies durch
die Verwendung eines griechischen Buchstabens verdeutlicht. Auch bei der Bernoul-
li-Wahrscheinlichkeit wird eine relative Haufigkeit berechnet. Im Nenner des Bruchs
steht die Haufigkeit, mit der ein bestimmtes Zufallsexperiment durchgefiihrt wurde
(N). Im Zahler wiederum befindet sich die Anzahl der Ausginge, die giinstig im Sinne
der Fragestellung waren (n,). Auf den ersten Blick dhnelt dies der relativen Haufigkeit
bei der Laplace-Wahrscheinlichkeit. Dort wird jedoch die Anzahl der giinstigen Ereig-
nisse an der Anzahl der insgesamt moglichen relativiert. Diese Anzahl ist jetzt aber
unbekannt. Als Losung wird im Prinzip geschaut, wie haufig ein Zufallsexperiment
zum Wunschergebnis fiihrt. Die Idee dabei ist, dass diese relative Wahrscheinlichkeit
sich der Wahrscheinlichkeit des Ereignisses in der Population annéhert, je groBer die
Anzahl der durchgefiihrten Zufallsexperimente ist. Wiirde das Zufallsexperiment un-
endlich oft durchgefiihrt werden, lieBe sich die genaue Wahrscheinlichkeit bestim-
men, da nun wieder jedes Element bekannt wére. Dieser Sachverhalt wird durch den
mathematischen Term Limes (lim) ausgedriickt. Der Limes ist der Grenzwert. Bei der
Bernoulli-Wahrscheinlichkeit bedeutet das, dass der Grenzwert der angegebenen rela-
tiven Haufigkeit die ,,wahre” relative Hdufigkeit () in der Population ist. Ein Beispiel
soll dieses Prinzip verdeutlichen.

In der Forschung wird haufig die Frage gestellt, wie wahrscheinlich das Auftreten
eines bestimmten Merkmals beziehungsweise einer bestimmten Merkmalsauspragung
ist. Nehmen wir an, es soll die Wahrscheinlichkeit fiir eine tiberdurchschnittliche
Leistungsmotivation (Standardwert > 110) bei Médnnern bestimmt werden, ohne dass
bekannt ist, wie sich das Merkmal in der Population verteilt. Hierzu miissen per Zu-
fall Méanner aus der Population gezogen und untersucht werden. Nehmen wir weiter-
hin an, dass in einem ersten Schritt zwanzig Médnner untersucht werden, von denen
bei einem Mann die Diagnose gestellt werden kann. Die Bernoulli-Wahrscheinlichkeit
betrdgt demnach:

2(LM >110)=— — 5%
20

Auf Basis dieser kleinen Stichprobe wiirden wir die Wahrscheinlichkeit fiir einen
iiberdurchschnittlich leistungsmotivierten Mann auf lediglich fiinf Prozent schétzen.
In einem nédchsten Schritt werden nun weitere 100 Ménner untersucht. Die Testergeb-
nisse zeigen, dass elf dieser Manner eine iiberdurchschnittliche Leitungsmotivation
haben. Die Gesamtstichprobe umfasst nun 120 Ménner, von denen zwolf tiberdurch-
schnittlich leistungsmotiviert sind. Die Bernoulli-Wahrscheinlichkeit ist nun:

(LM > 110)=£—> 10%
120
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Nun wird versucht, das Ergebnis gut abzusichern, und es werden weitere achthun-
dertundachtzig Méanner untersucht. In dieser Stichprobenerweiterung sind zusétzlich
einhundertsechsundvierzig Médnner iiberdurchschnittlich leistungsmotiviert. Die Ber-
noulli-Wahrscheinlichkeit ist jetzt:

(LM >110)= 18 1589
1000

Somit betrdgt die Wahrscheinlichkeit, einen iiberdurchschnittlich leistungsmotivier-
ten Mann aus der Population zu ziehen, ungefdhr sechzehn Prozent. Das entspricht
dem Anteil, der bei Normalverteilung des Merkmals zu erwarten wiére.

Das Beispiel soll verdeutlichen, dass die ,tatsdchliche Wahrscheinlichkeit immer
besser geschétzt wird, je groBer die Stichprobe ist. Jede Person in der Stichprobe stellt
ein Zufallsexperiment dar. Die moglichen Ausginge sind: Uberdurchschnittliche Leis-
tungsmotivation liegt vor oder liegt nicht vor. Je 6fter dieses Zufallsexperiment durch-
geflihrt wird, desto genauer reflektiert die Bernoulli-Wahrscheinlichkeit die Verhlt-
nisse in der Population. Es ist an dieser Stelle jedoch wichtig darauf hinzuweisen,
dass dies nur gilt, wenn es sich tatsdchlich um Zufallsexperimente handelt. Das be-
deutet: Lediglich, wenn die Personen tatsdchlich zufillig aus der Population gezogen
werden, ist diese Bedingung erfiillt. Gerade bei der Schéitzung der Auftretenswahr-
scheinlichkeit eines Merkmals ist also nicht nur auf die Gréfle der Stichprobe, die zur
Schitzung verwendet wurde, zu achten. Daneben ist es auch wichtig, unter welchen
Umstdnden die Stichprobe gezogen wurde.

Die Prinzipien der Laplace- und der Bernoulli-Wahrscheinlichkeit werden noch ein-
mal in der folgenden Tabelle gegeniibergestellt.

Laplace-Wahrscheinlichkeit Bernoulli-Wahrscheinlichkeit

Anzahl der méglichen
Ereignisse

entspricht Anzahl der durchgefiihr-

apriori bekannt ten Zufallsexperimente

wird auf Basis der Ergebnisse der
kann a priori abgezahlt werden durchgefiihrten Zufallsexperimente
a posteriori bestimmt

Anzahl der giinstigen
Ereignisse

variiert in Abhangigkeit der GroBe
Wahrscheinlichkeit der der Zufallsstichprobe sowie des

Elementarereignisse gleich groB AusmaBes an Zufall bei der Ziehung
der Ereignisse
Wertebereich null bis eins null bis eins

Tabelle 3.1: Laplace- und Bernoulli-Wahrscheinlichkeit im Vergleich

In vielen Féllen soll nicht nur die Wahrscheinlichkeit fiir ein einzelnes Ereignis be-
stimmt werden. Stattdessen werden bestimmte Zusammenhénge zwischen den Ereig-
nissen beziehungsweise Verkniipfungen angenommen. Auch hierfiir lassen sich Wahr-
scheinlichkeiten bestimmen. Das Vorgehen wird im folgenden Abschnitt beschrieben.
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3.3 Bestimmung der Wahrscheinlichkeit fiir das
Eintreten mehrerer Zufallsereignisse

Die nédchsten Ausfiihrungen beziehen sich auf drei Fragen. Das Gemeinsame ist, dass
in allen drei Fragen Ereignisse verkniipft werden. So geht es (1) zunéchst darum, dass
ein bestimmtes Ereignis nur dann eintritt, wenn ein anderes Ereignis vorausgegangen
ist. Dies ist die Frage nach der bedingten Wahrscheinlichkeit. Ein anderes Problem
(2) beschiftigt sich damit, wie wahrscheinlich es ist, dass mindestens ein Ereignis
von mehreren alternativ moglichen eintritt. Hierfiir wird der Additionssatz benétigt.
SchlieBlich wird der Multiplikationssatz genutzt, um zu kldren, wie wahrscheinlich
es ist, dass mehrere Ereignisse gleichzeitig (3) auftreten.

3.3.1 Bedingte Wahrscheinlichkeit

Stellen wir uns zur Veranschaulichung vor, dass die Wahrscheinlichkeit bestimmt
werden soll, mit der eine Person aus der Fake-Good-Gruppe ein tiberdurchschnittli-
ches Ergebnis im Leistungsmotivationstest (LM > 110) erzielt. Die Frage ist also, wie
wahrscheinlich es ist, dass eine Person als tiberdurchschnittlich leistungsmotiviert
klassifiziert wird, wenn sie zur Fake-Good-Gruppe gehort. Das ,,Wenn* in diesem Satz
verdeutlicht, dass als Bedingung fiir das Eintreten des Ereignisses ein anderes Ereignis
vorgeschaltet wird. Es wird also die Wahrscheinlichkeit fiir ein Ereignis gesucht unter
der Bedingung, dass ein weiteres Ereignis bereits eingetreten ist oder mit Sicherheit
auftreten wird.

Die Formel fiir die Berechnung der bedingten Wahrscheinlichkeit ist:

p(ANB)
AlB)=2202)
p(AlB) B
bzw.
p(AmB)
BlA)= 2207
p(BlA) @

p(A|B)

Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis A gegeben Ereignis B

p(AN B) = Schnittmenge von Ereignis A und Ereignis B
p(B) = Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis B

p(B|A)

Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis B gegeben Ereignis A
p(An B) = Schnittmenge von Ereignis A und Ereignis B
p(A)

Die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis A, gegeben (in der Formel als | dargestellt)
das Ereignis B [p(A|B)], ergibt sich also aus der Wahrscheinlichkeit fiir die Schnitt-
menge der beiden Ereignisse [p(AnB)], die an der Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis

Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis A
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B relativiert wird. Es wird zudem deutlich, dass die bedingte Wahrscheinlichkeit ,,A
gegeben B nicht der Wahrscheinlichkeit , B gegeben A* entspricht. Es wird jeweils an
der Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten der Bedingung relativiert.

ANnB unsti
p(AI):p( ):9" _g
p(B) moglich

t
H t

Fake Good

{
1
i'

Abbildung 3.12: Veranschaulichung einer bedingten Wahrscheinlichkeit

Das Prinzip der bedingten Wahrscheinlichkeit ist noch einmal in Abbildung 3.12 dar-
gestellt. Die Ereignisse A (Personen mit einem Leistungsmotivationswert gréBer als
110) und das Ereignis B (Personen in der Fake-Good-Gruppe) tiberlappen sich. Es han-
delt sich also um nicht-disjunkte Ereignisse. Alle Personen in der Uberlappungsfliche
haben eine Merkmalskombination, die giinstig im Sinne der Fragestellung ist. Diese
Personen haben einen Leistungsmotivationswert gréfer als 110 und erfiillen die Be-
dingung, zur Fake-Good-Gruppe zu gehdren. Wie bei der Bestimmung der Laplace-
Wahrscheinlichkeit wird die Anzahl der giinstigen Ereignisse nun an der Anzahl der
moglichen Ereignisse relativiert. Dabei werden nun nicht alle Personen mit einer tiber-
durchschnittlichen Leistungsmotivation als mogliche Ereignisse betrachtet. Vielmehr
miissen die mdglichen Ereignisse zusétzlich die aufgestellte Bedingung, ndmlich zur
Fake-Good-Gruppe zu gehoren, erfiillen. Die Bedingung stellt also die Begrenzung
fiir die prinzipiell moglichen Ereignisse auf. Deswegen wird an der Wahrscheinlich-
keit der Bedingung relativiert. In unserem Beispiel befinden sich insgesamt N = 119
Personen im Ereignisraum. Davon wurden n = 37 Personen der Fake-Good-Gruppe
zugeteilt. Aus der Fake-Good-Gruppe konnen fiinfundzwanzig Personen als iiber-
durchschnittlich leistungsmotiviert klassifiziert werden. Diese Informationen kénnen
iibersichtlich in einer Kreuztabelle angeordnet werden, die auch zur Berechnung der
Wahrscheinlichkeiten sehr geeignet ist.

LM>110 LM<110 z

Fake Good 25 12 37
Fake Bad+Kontrollgruppe 12 70 82
> 37 82 119

Tabelle 3.2: Kreuztabelle fiir die Berechnung der bedingten Wahrscheinlichkeit
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Die Spalten der Tabelle enthalten die beiden méglichen Ausgédnge beziiglich der Aus-
pragung der Leistungsmotivation. In den Zeilen ist die Bedingung abgetragen. Aus der
Kreuzung von beiden ergeben sich vier Zellen. Die fiir die Fragestellung interessante
Zelle der Tabelle enthélt den Wert 25. SchlieSlich sind noch die Randsummen ange-
geben.

Es ergeben sich also folgende Wahrscheinlichkeiten:

p(LM >110N Fake Good)z%
37
Fake Good)=—
p(Fake Good) i
25
LM >11 F 119
p(LM >110|Fake Good) = 2EM > 1100 Fake Good) _ 119 _ ¢4
p(Fake Good) 37
119

Die Wahrscheinlichkeit, eine tiberdurchschnittlich leistungsmotivierte Person aus der
Fake-Good-Gruppe zu ziehen, betrégt also circa 68 Prozent.

Um die bedingte Wahrscheinlichkeit bestimmen zu konnen, benétigt man demnach
die Wahrscheinlichkeit der Schnittmenge sowie die Wahrscheinlichkeit des bedin-
genden Ereignisses. Die Wahrscheinlichkeit der Schnittmenge ist jedoch nicht immer
bekannt. Um dennoch die bedingte Wahrscheinlichkeit zu berechnen, kann das Bayes-
Theorem genutzt werden:

p(A): p(B|A)
st 200
| p(B)
p(A| B) = Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis A gegeben Ereignis B
p(B) = Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis B

p(B|A) = Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis B gegeben Ereignis A
p(A) = Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis A

Hier bendétigen wir zur Bestimmung der Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A un-
ter der Bedingung des Ereignisses B die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis A, die
Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis B sowie die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis
B unter der Bedingung des Ereignisses A. Eine Arbeit von Schmidt (1988) soll dies
verdeutlichen.

Schmidt wollte berechnen, wie wahrscheinlich es ist, dass eine Person mannlich ist
unter der Bedingung, dass sie auch alkoholabhéngig ist. Er fand folgende Wahrschein-
lichkeiten in der Population:
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B p(ménnlich) = .50
B p(alkoholabhédngig) = .10
B p(abhédngig | ménnlich) = .15

Die Schnittmenge aus beiden Ereignissen war zwar unbekannt, jedoch war die Wahr-
scheinlichkeit fiir das Ereignis ,,alkoholabhédngig unter der Bedingung Mann* bekannt.
Nach dem Bayes-Theorem ergibt sich nun folgende bedingte Wahrscheinlichkeit:

75

innlich) - p(abhéingig|méinnlich .50-.1
p = (mannlich | abhingig) = p(mdnnlich)- p(a an.glg\mann ich) _ 50-.15 _
p(abhiingig) .10
Die Wahrscheinlichkeit, dass eine Person ménnlich ist, wenn sie abhéngig ist, betrdgt
also 75 Prozent.

Bei der bedingten Wahrscheinlichkeit besteht die Verkniipfung der beiden Ereignisse
also darin, dass das Auftreten des einen Ereignisses an das Auftreten des anderen Er-
eignisses gebunden wird. Vereinfacht lasst sich dies auf die Formel ,,Wie wahrschein-
lich ist A, wenn B vorliegt?” bringen.

Im nédchsten Abschnitt geht es nun um die Frage: ,,Wie wahrscheinlich ist es, dass
Ereignis A oder B eintreffen?

3.3.2 Additionssatz

Der Additionssatz wird genutzt, um die Wahrscheinlichkeit fiir die Vereinigungsmen-
ge zweier Ereignisse zu berechnen. Somit miissen die Ereignisse durch ein logisches
ODER verkniipft sein. Fiir unseren Beispieldatensatz lieBe sich also berechnen, wie
wahrscheinlich es ist, aus dem Datensatz eine Person zu ziehen, die entweder der
Fake-Good- oder der Fake-Bad-Gruppe angehort. Das Vorgehen hierbei erscheint zu-
néchst sehr einfach. Wie der Name Additionssatz bereits impliziert, sollte sich die
Wahrscheinlichkeit fiir die Vereinigungsmenge zweier Ereignisse durch das Summie-
ren der einzelnen Wahrscheinlichkeiten ergeben.

Bevor wir die konkrete Formel zur Berechnung der Wahrscheinlichkeit betrachten,
miissen wir noch einmal auf den Unterschied zwischen disjunkten und nicht-disjunk-
ten Ereignissen (siehe Abschnitte 3.1.10 und 3.1.11) eingehen.
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nicht-disjunkt

disjunkt

Abbildung 3.13: Wiederholung disjunkte und nicht-disjunkte Ereignisse

Wie bereits erldutert und in Abbildung 3.13 noch einmal veranschaulicht, besteht der
Unterschied zwischen disjunkten und nicht-disjunkten Ereignissen darin, dass es bei
nicht-disjunkten Ereignissen eine Schnittmenge gibt. Wenn wir nun die Wahrschein-
lichkeit der Vereinigungsmenge durch Addition der beiden einzelnen Wahrschein-
lichkeiten bestimmen wollen, wiirde dies bei nicht-disjunkten Ereignissen dazu fiih-
ren, dass die Elementarereignisse in der Schnittmenge der beiden Ereignisse doppelt
gezdhlt werden wiirden. Die Summe wiirde die tatsdchliche Wahrscheinlichkeit der
Vereinigungsmenge iiberschitzen. Um dies zu vermeiden, darf die Schnittmenge nur
einmal gezdhlt werden. Dies wird erreicht, indem von der Summe der beiden einzel-
nen Wahrscheinlichkeiten die Wahrscheinlichkeit der Schnittmenge wieder abgezo-
gen wird. Es ergibt sich also folgende Formel fiir das Auftreten des Ereignis A oder B
bei nicht-disjunkten Ereignissen:

p(AU B)=p(A)+ p(B)— p(ANB)

p(AU B) = Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten von Ereignis A oder Ereignis B
P(A) = Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis A
p(B) = Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis B

p(AN B) = Schnittmenge von Ereignis A und Ereignis B

Die Beriicksichtigung der Schnittmenge ist bei disjunkten Ereignissen nicht notwen-
dig, da p(An B) = 0 ist und somit der letzte Term der Formel entfallt:

P(AUB) = p(A)+ p(B)

p(AuU B) = Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten von Ereignis A oder Ereignis B
p(A) = Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis A
p(B) = Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis B
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Soll die Wahrscheinlichkeit fiir die Vereinigungsmenge von k disjunkten Ereignissen
bestimmt werden, gilt folgende Formel:

k
P=D +D Pt = 2P,

i=1

p = Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten von k disjunkten Ereignissen
p, = Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten von Ereignis 1

k = Anzahl der Ereignisse

i = Index der Ereignisse i =1 bis k

In unserem Beispiel betrdgt die Wahrscheinlichkeit, eine Person aus der Fake-Good-
Bedingung zu ziehen, 37/119. Fiir eine Person aus der Fake-Bad-Bedingung ergibt sich
ein Wert von 41/119. Da eine Person nicht in beiden Bedingungen gewesen sein kann,
sind die beiden Ereignisse disjunkt und die Wahrscheinlichkeit der Vereinigungsmen-
ge ergibt sich als einfache Summe. Demnach ist die Wahrscheinlichkeit, eine Person
aus der Fake-Bad- oder Fake-Good-Gruppe zu ziehen, (41+37)/119 oder circa 0.66.

Soll jedoch die Wahrscheinlichkeit berechnet werden, eine Person aus der Fake-Good-
Gruppe oder eine tiberdurchschnittlich leistungsmotivierte Person zu ziehen, liegen
nicht-disjunkte Ereignisse vor und die Schnittmenge muss beriicksichtigt werden. Zur
Verdeutlichung nutzen wir wieder die Tabelle 3.2. Es ergeben sich folgende Berech-
nungen:

p(Fake Good w LM >110) = p(Fake Good)+ p( LM >110)— p(Fake Good N LM >110)

37
Fake Good)=—
p(Fake Good) 119

37
LM >110)=—
p( ) 119

p(Fake Good ~ LM >110)= 12T59

37+437-25_49 _

p(Fake Good w LM >110)= =
119 119

Die Wahrscheinlichkeit fiir die Vereinigungsmenge des Ereignisses, zur Fake-Good-
Bedingung zu gehoren, und des Ereignisses, iiberdurchschnittlich leistungsmotiviert
zu sein, betrégt also circa 0.41.

Beim Additionssatz geht es also um eine Entweder-oder-Verkniipfung. Dabei ist es
egal, ob ein Ereignis im Zufallsexperiment auftritt, welches beiden Ereignisdefiniti-
onen gerecht wird. Es kann jedoch von Interesse sein, die Wahrscheinlichkeit zu be-
stimmen, dass beide Ereignisse A und B eintreffen. Hierfiir wird der Multiplikations-
satz benotigt.
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3.3.3 Multiplikationssatz

Wiéhrend beim Additionssatz beriicksichtigt werden musste, ob die Ereignisse dis-
junkt sind oder nicht, muss beim Multiplikationssatz darauf geachtet werden, ob die
Ereignisse stochastisch unabhéngig sind oder nicht. Der Begriff der stochastischen
Unabhéngigkeit von Ereignissen ist vor allem in der Testtheorie wichtig. Dennoch soll
hier kurz der Grundgedanke erldutert werden, um das Prinzip des Multiplikationssat-
zes zu verdeutlichen.

Zwei Ereignisse A und B sind stochastisch unabhéngig, wenn das Eintreffen oder
Nichteintreffen eines Ereignisses B die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis A nicht
beeinflusst.

Formal lasst sich dies so ausdriicken:
p(A) = p(A|B)
p(A) = Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis A

p(A|B)

Das bedeutet, die Wahrscheinlichkeit fiir Ereignis A entspricht der bedingten Wahr-
scheinlichkeit A unter der Bedingung B. Mit anderen Worten, es spielt fiir die Wahr-

Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis A gegeben Ereignis B

scheinlichkeit des Ereignisses A keine Rolle, ob Ereignis B auch eingetreten ist oder
nicht. Dieses Prinzip ldsst sich am Beispiel von zwei Mathematikaufgaben veranschau-
lichen. Wenn es fiir das Losen der Aufgabe A egal ist, ob auch Aufgabe B gelost wurde,
dann beeinflussen sich die beiden Ereignisse nicht. In diesem Fall liegt stochastische
Unabhéngigkeit vor. Wird zum Losen der Aufgabe A jedoch die Losung der Aufgabe B
benotigt (Folgeaufgabe), dann ist eine Losung nur unter der Bedingung méglich, dass
bereits die Aufgabe B gelost wurde. Offensichtlich beeinflusst das Losen der Aufgabe B
das Losen der Aufgabe A. In diesem Fall liegt keine stochastische Unabhéngigkeit vor.

Durch Substituieren der bedingten Wahrscheinlichkeit durch die entsprechende For-
mel ergibt sich Folgendes:

p(A)= p(A|B)

p(ANB)
Alp =22

p(A|B) B
l
ANB

py=LACB) b h) p(B)= panB)
p(B)

p(A) = Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis A

p(A|B) = Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis A gegeben Ereignis B
p(ANB) = Schnittmenge von Ereignis A und Ereignis B

p(B) = Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis B
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Stochastische Unabhédngigkeit bedeutet also, dass die Wahrscheinlichkeit fiir das
gleichzeitige Auftreten zweier Ereignisse dem Produkt aus den Einzelwahrscheinlich-
keiten entspricht. Dies entspricht dem Multiplikationssatz bei stochastisch unabhén-
gigen Ereignissen:

p(ANB)= p(A)- p(B)
p(AN B) = Schnittmenge von Ereignis A und Ereignis B
p(A) = Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis A

p(B) = Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis B

Die allgemeinere Formel fiir k stochastisch unabhédngige Ereignisse lautet:

k

P=p Py Py P =P

i=1

p = Wabhrscheinlichkeit fiir das Eintreten von k stochastisch unabhéngigen
Ereignissen

p, = Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten von Ereignis 1

k

Anzahl der Ereignisse
i = Index der Ereignisse i = 1 bis k
Aus den einzelnen Wahrscheinlichkeiten wird also die Produktsumme IT gebildet.

Nehmen wir zur Verdeutlichung wieder unseren Beispieldatensatz. Jede Person in der
Untersuchung hat drei verschiedene Leistungsmotivationstests bearbeitet. Unter ande-
rem das Leistungsmotivationsinventar in der Kurzform LMI-K (Schuler & Prochaska,
2001) und den Objektiven Leistungsmotivationstest OLMT (Schmidt-Atzert, 2004). Ist
es fiir das Abschneiden im LMI-K egal, wie gut die Leistung im OLMT war? Anhand
der hier aufgestellten Bedingung, dass sich die Schnittmenge aus dem Produkt der
Einzelwahrscheinlichkeiten ergibt, ldsst sich dies priifen. Vorher ist noch die Erldute-
rung eines weiteren Begriffs notwendig, des Erwartungswerts.

Erwartungswerte sind Mittelwerte einer Variablen aus einer theoretischen Verteilung.
Dabei konnen verschiedene Annahmen, wie zum Beispiel stochastische Unabhéngig-
keit, getroffen werden. Das folgende Beispiel soll sowohl dies als auch die Verwen-
dung des Multiplikationssatzes zur Priifung der stochastischen Unabhéngigkeit ver-
deutlichen.

Jede Person in unserer Stichprobe mit N = 119 Personen wurde anhand ihrer Tester-
gebnisse im OLMT und im LMI-K in jedem Test den Kategorien iiberdurchschnittlich
und nicht tiberdurchschnittlich zugeteilt. Ein Standardwert von mehr als 110 ent-
spricht dabei jeweils einer Klassifikation als tiberdurchschnittlich. Es ergibt sich diese
Kreuztabelle:
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OLMT > 110 OLMT < 110 z

LMI> 110 7 28 35
LMI< 110 8 76 84
> 15 104 119

Tabelle 3.3: Kreuztabelle zur Priifung der stochastischen Unabhangigkeit mit dem Multiplikationssatz

Nehmen wir nun stochastische Unabhédngigkeit an, ergibt sich fiir die Wahrscheinlich-
keit, in beiden Tests iiberdurchschnittlich abzuschneiden:

35 15

——=.037
119 119

p(LMI > 110 "OLMT >110) = p(LMI >110)- p(OLMT >110) =

Die Wahrscheinlichkeit, eine Person zu finden, die in beiden Tests iiberdurchschnitt-
lich abschneidet, liegt also bei 0.037. Wie kann diese Information nun genutzt wer-
den, um zu priifen, ob die Testleistungen tatsdchlich stochastisch unabhéngig sind?
Dazu miissen wir den Erwartungswert fiir die entsprechende Zelle in der Kreuztabelle
bestimmen. Wir wissen bereits, dass die Wahrscheinlichkeit, dieser Klasse anzuge-
héren, p = 0.037 betrdgt. In unserer Stichprobe befinden sich N = 119 Personen. Die
Klassifikation jeder Person in eine der vier Klassen kann als Zufallsexperiment auf-
gefasst werden. Bei jedem dieser Experimente ist die Wahrscheinlichkeit, in unsere
Wunschklasse zu gelangen, p = 0.037. Das Zufallsexperiment wird 119mal wiederholt
und nur in 3.7 Prozent der Fille erwarten wir die entsprechenden Ergebnisse. Diese
Wahrscheinlichkeit p kann nun genutzt werden, um zu schéitzen, wie hédufig beide
Ereignisse gemeinsam in der Stichprobe auftreten sollten:

E=p-N
E=119-.037=4

E = Erwartungswert

p = Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten des Ereignisses

N = Anzahl der durchgefiihrten Zufallsexperimente

Angenommen die beiden Testleistungen sind stochastisch unabhéngig, dann diirften
nur ungefdhr 4 Personen in beiden Tests iiberdurchschnittlich abschneiden. Dies ist
darin begriindet, dass wir den Multiplikationssatz fiir stochastisch unabhéngige Er-
eignisse zur Berechnung dieses Wertes benutzt haben. Ein Blick in die Kreuztabelle
zeigt jedoch, dass es 7 Personen und damit fast doppelt so viele geschafft haben. Dies
entspricht einer Wahrscheinlichkeit von p = 7/119 = 0.06. Somit ist es sehr unwahr-
scheinlich, dass die beiden Testleistungen stochastisch unabhéngig sind.

Auch fiir den Fall der stochastischen Abhédngigkeit ldsst sich die Wahrscheinlichkeit
des gemeinsamen Auftretens mehrerer Ereignisse bestimmen. In diesem Fall beeinflusst
das Auftreten des Ereignisses A also die Wahrscheinlichkeit fiir Ereignis B. In diesem
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Sinne bedingen sich die beiden Ereignisse. Die Wahrscheinlichkeit fiir das gemeinsa-
me Auftreten zweier Ereignisse ergibt sich dann auch durch einfaches Umstellen der
Formel fiir die bedingte Wahrscheinlichkeit. Der Multiplikationssatz lautet dann:

p(ANB) = p(A|B)- p(B)
p(ANB)= p(B|A)- p(A)

p(ANB) = Schnittmenge von Ereignis A und Ereignis B

p(A|B) = Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis A gegeben Ereignis B
p(B)
p(B|A)

p(A)

Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis B

Wabhrscheinlichkeit fiir das Ereignis B gegeben Ereignis A

Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis A

Fiir unser Beispiel ergibt sich dann folgendes Ergebnis:

p(LMI > 110 N OLMT >110) = p(LMI > 110|OLMT >110)- p(OLMT >110)

p(LMI>110\0LMT>110)=%

15
OLMT >110)=—
p( ) 119
p(LMI > 110 "OLMT >110) = p(LMI > 110|OLMT >110)- p(OLMT >110)
p(LMI>11000LMT>110):1-£-~.0588
15 119

Eyyo =.0588-119=7

Der Multiplikationssatz fiir stochastisch abhéngige Ereignisse ergibt also eine Auftre-
tenswahrscheinlichkeit fiir die Schnittmenge von ungefihr 0.0588. Zudem wurde der
Erwartungswert berechnet und es zeigt sich, dass sich diesmal genau die richtige Zell-
besetzung ergibt.

Die Kenntnis der Wahrscheinlichkeit, mit der zwei Ereignisse, stochastisch unabhén-
gig oder nicht, gemeinsam auftreten, kann wiederum bei der Stichprobenplanung ge-
nutzt werden. So lédsst sich leicht ausrechnen, wie grof3 eine Stichprobe sein muss,
damit 200 Personen mit tiberdurchschnittlichen Ergebnissen in beiden Tests enthal-

ten sind:
E
E=p-N->N=—
p
N = 200 = 3400
.0588
E = Erwartungswert

p = Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten des Ereignisses

Z
[

Anzahl der durchgefiihrten Zufallsexperimente
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Unter der Annahme, dass die Wahrscheinlichkeit fiir das gemeinsame Auftreten akku-
rat ist, miissten also mindestes 3400 Personen untersucht werden, um 200 Personen
mit iiberdurchschnittlichen Leistungen in beiden Tests zu finden.

Eine gute Variante, um sich den Unterschied zwischen Additions- und Multiplikati-
onssatz noch einmal zu verdeutlichen, ist der Wahrscheinlichkeitsbaum.

3.3.4 Der Wahrscheinlichkeitsbaum

Der Wahrscheinlichkeitsbaum stellt die unterschiedlichen Verkniipfungen grafisch
dar. Nehmen wir wieder unsere Stichprobe und die beiden Tests LMI-K und OLMT.
Diesmal klassifizieren wir die Probanden in jedem Test entweder als unterdurch-
schnittlich (Klasse 3: SW < 90), durchschnittlich (Klasse 2: 90 < SW < 110) oder tiber-
durchschnittlich (Klasse 1: SW > 110). Dabei nutzen wir die Einteilung der Standard-
werte aus Kapitel 2. Diese Klassifikation ergibt folgende Kreuztabelle:

OLMT Klasse 1 OLMT Klasse 2 OLMT Klasse 3 >
LMI Klasse 1 7 26 2 35
LMI Klasse 2 8 38 9 55
LMI Klasse 3 0 10 19 29
b 15 74 30 119

Tabelle 3.4: Kreuztabelle zur Erstellung eines Wahrscheinlichkeitsbaums

Aus den Angaben lédsst sich nun unter Nutzung der Randsummen ein Wahrscheinlich-

keitsbaum unter der Unabhdngigkeitsannahme zeichnen:

15 35
OLMT 1nLMI I)=—— =
prr=sny 22
) 15 55
p=35/19 OLMT 1ALMI 2)=—.>> - 058
" (D) o
p=55/119 15 29
OLMT 1nLMI 3)=—Z=
| s PO ot =35 2
p=29/119 74 35
p(OLMT 2ALMI 1)=— > 183
p=15/119 74 55
%74/119—55/119 p(OLMT 2nLMI 2)=Eg.m~
p=30/119
p=35/119 30 35
,,:5 POLMT 3LMI )= = 074
30 55
p—29 p(OLMT 3nLMI 2)=E-mz-117
30 29
p(OLMT 3nLMI 3)—Eg~mz.061

Abbildung 3.14: Wahrscheinlichkeitsbaum
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Der Startpunkt des Baums ist die erste Klassifikation der Probanden. Jeder Proband
wird aufgrund des OLMT-Ergebnisses einer der drei Klassen zugeordnet. Entspre-
chend den Randsummen aus Tabelle 3.4 lassen sich die Wahrscheinlichkeiten fiir die
einzelnen Klassen berechnen. Diese sind auf den drei Asten, die zu den drei Klassen
fithren, eingetragen. Nach dieser Klassifikation werden die Probanden erneut einer
Klasse zugeordnet, diesmal aufgrund ihrer Ergebnisse im LMI. Grundsatzlich besteht
fiir jede Person, egal in welcher Klasse sie aufgrund des OLMT-Ergebnisses ist, die
Moglichkeit, zu jeder der drei LMI-Klassen zu gehoren. Somit ergeben sich von je-
der OLMT-Klasse drei Aste zu den drei LMI-Klassen. Erneut lassen sich aufgrund
der Randsummen die Wahrscheinlichkeiten fiir jeden Ast berechnen. Wenn nun die
Wahrscheinlichkeit fiir die Verkniipfung der Ereignisse berechnet wird, gehen wir
sozusagen den Asten und ihren Verzweigungen nach. Es ergeben sich 9 (3x3) mog-
liche Ergebnisse. Da wir die Aste entlang gehen, ergeben sich immer Ereignisse, in
denen die OLMT-Klasse eine Bedingung darstellt. Wir suchen also immer eine beding-
te Wahrscheinlichkeit, sodass folglich eine Verkniipfung mit einem logischen UND
vorliegt. Demzufolge muss der Multiplikationssatz genutzt werden. Entlang der Aste
werden die Wahrscheinlichkeiten also immer multipliziert, wenn stochastische Unab-
héngigkeit gegeben ist.

Betrachten wir die Enden der neun Zweige, dann lassen sich beliebige Verkniipfun-
gen der neun Ereignisse vornehmen (z.B. alle Ereignisse mit der OLMT-Klasse 3). Da
alle neun Ereignisse disjunkt sind, lassen sich die Wahrscheinlichkeiten fiir diese Ver-
kntipfungen einfach durch Addition bestimmen. SchlieBlich wird hier nicht nach der
Schnittmenge gesucht, sondern vielmehr nach der Vereinigungsmenge. Demzufolge
muss der Additionssatz angewandt werden. Uber die Pfade hinweg wird also addiert.

Der Wahrscheinlichkeitsbaum ist eine gute Alternative zur Kreuztabelle, um sich die
Verkniipfungen und die damit verbundenen Rechenvorschriften besser visuell vor-
stellen zu kénnen.

3.4 Kombinatorik

Zur Berechnung einer Wahrscheinlichkeit nach Laplace wird die Anzahl der mog-
lichen Ereignisse benoétigt. In den bisherigen Beispielen lieB sich diese Anzahl oft
durch blofes Abzéhlen feststellen. Es gibt jedoch auch Sachverhalte, bei denen sich
die Bestimmung der Anzahl der moglichen Ereignisse komplizierter gestaltet. In die-
sen Fillen ist die Kombinatorik notwendig. Zur Bestimmung der Anzahl mdglicher
Ereignisse stellt die Kombinatorik Rechenregeln zur Verfiigung. Dieselben Rechenre-
geln konnen oft auch genutzt werden, um die Anzahl der glinstigen Ereignisse zu be-
stimmen.

Um sich fiir eine der Rechenregeln entscheiden zu kénnen, miissen zunéchst drei Fra-
gen beantwortet werden:
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B Welche Informationen liegen eigentlich vor?
B Spielt die Reihenfolge der Ereignisse eine Rolle?

B Stehen bei einer erneuten Durchfithrung des Zufallsexperiments alle Ereignisse
wieder zur Verfiigung? (Werden die Ereignisse also ,,zuriickgelegt in den Ereignis-
raum‘ oder nicht?)

Bei der Frage nach der Information werden drei Informationsstiicke unterschieden.
Zum einen kann lediglich bekannt sein, wie viele Ereignisse n sich insgesamt im Er-
eignisraum befinden. So wissen wir, dass es beim Wiirfeln nur sechs mogliche Ele-
mentarereignisse gibt. Ebenso haben wir in unserer Stichprobe N = 119 Personen.
Neben dieser Information kann auch bekannt sein, wie oft ein Zufallsexperiment
durchgefiihrt werden soll oder wurde. Hierfiir wird der Parameter k verwendet. Wie
oft soll also gewiirfelt werden bzw. wie grof soll die Substichprobe sein, die aus un-
serer Stichprobe gezogen wird? SchlieBilich ist es noch mdglich, dass die Ergebnisse
mehrerer Zufallsexperimente a kombiniert werden sollen. Zum Beispiel werden die
Ergebnisse beim Wiirfeln mit dem Ergebnis beim Ziehen einer Karte aus einem Skat-
blatt kombiniert. Ein anderes Beispiel wire, dass die drei Bedingungen in unserem
Beispiel als unabhéngige Stichproben angesehen werden. Jetzt lieBe sich aus allen
Gruppen zufillig eine Person ziehen. Wahrend wir bei der Fake-Good-Gruppe auf un-
terdurchschnittliche Personen abzielen, suchen wir in den beiden anderen Gruppen
nach iiberdurchschnittlichen Personen. Nach jedem Ziehen in den Gruppen liegen
Ergebnisse unabhédngiger Zufallsexperimente vor, die kombiniert werden kénnen.

Bei einigen der Rechenregeln gibt es noch zusitzliche Detailfragen:

B Sind die Untergruppen gleich grof?

B Wird eine Ziehung vollstdndig oder nur teilweise durchgefiihrt?

B Sind Teilereignisse relevant?

Die moglichen Antworten auf diese Fragen ergeben folgende Ubersicht:
Permutationsregel

1. Variationsregel (1 Zufallsexperiment)

2. Variationsregel (mehr als 1 Zufallsexperiment)

1. Kombinationsregel

2. Kombinationsregel

Dies ist noch einmal in Tabelle 3.5 zusammengefasst.
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gegeben:  Reihenfolge? zuriicklegen? Bezeichnung: Formel:

n ja nein Permutationsregel n |
1.Variationsregel

n, k ja ja ) g n k
1 Experiment

2 Variationsregel

ay,a5 a3 . / / .
19293 > 1 Experiment

a,-a, -

n!
(n —k)!

n n!
n k nein nein 2. Kombinationsregel =
K| (n—k)k!

n, k ja nein 1. Kombinationsregel

Tabelle 3.5: Ubersicht iiber verschiedene Kombinatorikregeln

n = Anzahl der moglichen Ereignisse

k = Anzahl der Zufallsexperimente

a = Ergebnis mehrerer unabhéangiger Zufallsexperimente
Es folgen nun zu jeder Regel zwei kurze Beispiele.

Permutationsregel. Beim Wiirfeln sind sechs verschiedene Augenzahlen moglich.
Wie viele Mdglichkeiten gibt es, diese aneinander zu reihen, ohne dass eine Zahl
mehr als einmal vorkommt? Die Reihenfolge spielt hierbei offensichtlich eine Rol-
le. Aber bei jeder neuen Kombination stehen zu Beginn alle Zahlen zur Verfiigung.
Laut Permutationsregel gibt es n! (sprich ,n Fakultdt’) mégliche Kombinationen. Das
ist eine Anzahl von 720 Ergebnissen, die sich daraus ergibt, dass man beim ersten
Wurf sechs Moglichkeiten hat, beim zweiten Wurf nur noch fiinf, da die eine Zahl
schon aus dem ersten Wurf ,,verbraucht® ist, beim dritten Wurf nur noch vier usw.:
6x5x4x3x2x1=720.

Bei einer Testdurchfithrung sollen die Probanden zufillig auf die Testtermine verteilt
werden. Bei N = 119 Personen ergeben sich so 5.57*10'® Moglichkeiten der Anord-
nung.

1. Variationsregel. Bleiben wir bei dem Wiirfelbeispiel, nehmen aber eine weitere In-
formation hinzu. Es soll sechsmal gewtirfelt werden. Wie viele Kombinationen der
Augenzahlen sind beim sechsmaligen Wiirfeln insgesamt moglich? Um zwischen den
verschiedenen Kombinationen unterscheiden zu kénnen, muss die Reihenfolge be-
achtet werden. AuBerdem stehen vor jedem Wiirfeln wieder alle sechs Augenzahlen
zur Verfiigung. Wir kennen die Anzahl der méglichen Ereignisse n = 6 und die Anzahl
der Durchfithrungen k = 6. Somit ergibt sich eine Anzahl an moglichen Ereignissen
von 6° und damit 46656.
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Die 119 Versuchspersonen miissen auf drei Bedingungen verteilt werden. Wie viele
verschiedene Kombinationen gibt es? Jetzt entsprechen die Personen der Anzahl der
Zufallsexperimente (k = 119) und die Gruppenarten (n = 3) den moglichen Ausgén-
gen. Dabei spielt die Reihenfolge, in der die Personen zugeteilt werden, eine Rolle.
Zudem stehen bei jeder Person wieder alle drei moglichen Gruppen zur Verfiigung. Es
ergeben sich also 3'"° mogliche Kombinationen.

2. Variationsregel. Hier werden die Ergebnisse mehrerer unabhéngiger Zufallsexpe-
rimente kombiniert. Nehmen wir an, wir mochten wissen, wie viele Moglichkeiten
es gibt, bei sechsmaligem Wiirfeln alle Augenzahlen zu wiirfeln (6 x 5 x 4 x 3 x 2 x
1 = 720 glinstige Kombinationen) und aus einem Skatblatt beim zweimaligen Ziehen
zweimal die Farbe Rot zu ziehen (2'°= 256 giinstige Kombinationen). Die Betrachtung
der Reihenfolge und die Frage des Zuriicklegens ist jetzt lediglich relevant fiir das
Berechnen der moglichen Kombinationen innerhalb eines jeden Zufallsexperiments.
Laut der 2. Variationsregel miissen die Kombinationen dann multipliziert werden. Es
ergeben sich also 720 * 256 = 184320 Kombinationen.

Ein anderes Beispiel wire die Anzahl méglicher Kombinationen, wenn wir aus den
drei Bedingungen (Fake-Good, Fake-Bad, KG) jeweils vier Personen (k) ziehen und
die Kombination aus tiberdurchschnittlich und nicht-iiberdurchschnittlich n betrach-
ten. In jeder Gruppe ergeben sich so 2* = 16 mogliche Kombinationen und insgesamt
16 * 16 * 16 = 4096.

1. Kombinationsregel. Erneut kennen wir die Anzahl der Zufallsexperimente und die
moglichen Ausginge. Die Reihenfolge ist auch wieder wichtig, allerdings stehen zu
Beginn eines Zufallsexperiments die Ergebnisse der vorherigen Experimente nicht
mehr zur Verfiigung. Ein Zahlenschloss ist hier ein Beispiel. Es gibt n = 10 verschiede-
ne Zahlen (von 0 bis 9) und nehmen wir an, es gibt k = 4 Zahlenrdder. Dabei darf keine
Zahl, die bereits auf einem Rad benutzt wurde, erneut verwendet werden. Es ergeben

m 10 s0a0 Kombinationen, insofern fiir die erste Ziffer 10 Zahlen maglich

sich =0 6
sind, fiir die zweite nur noch 9, fiir die dritte 8 und die vierte 7, d.h.: 10 x9x8x 7 =
5040. In der Formel bleiben also im Zihler nur 10 x 9 x 8 x 7 stehen, da6 x5 x4 x 3 x

2 x 1 durch den Nenner weggekiirzt wird.

Aus unserer Stichprobe sollen k = 2 Personen aus unterschiedlichen Klassen gezogen

werden. Nach dem Ziehen werden die Personennummern nicht wieder zuriickgelegt.

Jede Person wird dem Testergebnis entsprechend einer der n = 3 OLMT-Klassen zuge-
nl_ 3l

wiesen und die Reihenfolge notiert. Es ergeben sich PRI Moglichkeiten, zwei

Personen aus der Stichprobe zu ziehen und den drei Klassen zuzuordnen.

2. Kombinationsregel. Diesmal spielt weder die Reihenfolge eine Rolle, noch wird zu-
riickgelegt. Ein beliebtes Beispiel ist hier das Lottospiel. Es gibt n = 49 Ereignisse und
k = 6 Durchgénge. Die Zahlen werden nicht zuriickgelegt, und die Reihenfolge, in der
sie gezogen werden, ist irrelevant. Es ergeben sich 13983816 Kombinationsméglich-
keiten, um 6 Zahlen aus 49 zu ziehen.
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Wieder ziehen wir k = 2 Personen aus unterschiedlichen OLMT-Klassen und klassifi-
zieren sie in n = 3 Klassen. Wir legen die Versuchspersonen nicht zuriick, die Reihen-
folge wird aber ignoriert. Es ergeben sich 3 Moglichkeiten.

In der folgenden Abbildung ist anhand eines Entscheidungsbaums der Ablauf beim
Finden der Rechenregeln noch einmal zusammengefasst.

Ein oder mehrere > 1 2. Variations-
Zufallsexperimente? regel
Reihenfolge
wichtig?

Nein Ja
[ Mit Zuriicklegen? ] —[ Mit Zuriicklegen? ; ]
lNein Ja [ Nein l
2. Kombinations- 1. Variations- 1. Kombinations- Permutation
regel regel regel (alle n)
(k aus n) (k Versuche) (n!/ (n=k)!)

Abbildung 3.15: Entscheidungsbaum fiir die Rechenregeln der Kombinatorik

Ubungen

1. Worin besteht der Unterschied zwischen der Laplace-Wahrscheinlichkeit
und der Bernoulli-Wahrscheinlichkeit?

2. Was muss man bei der Berechnung der Vereinigungsmenge zweier Er-
eignisse A und B beachten, wenn es eine Schnittmenge dieser Ereignisse
gibt?

3. Wann sind zwei Ereignisse A und B voneinander unabhéngig? Was folgt
daraus fiir die Berechnung der Schnittmenge dieser beiden Ereignisse?

4. Wann kommt das Theorem von Bayes zur Anwendung?

5. Die Wahrscheinlichkeit, die Statistik-Klausur zu bestehen, sei p = 0.7.
Wenn Professor Erklardirnix die Vorlesung hélt, sei die Wahrscheinlich-
keit des Bestehens p = 0.3. Jedes vierte Semester hélt Professor Erklardir-
nix die Vorlesung.
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a) Sind die beiden Ereignisse ,Professor Erklardirnix hélt die Vorle-
sung” und ,,Bestehen der Klausur” voneinander unabhangig?

b) Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, die Klausur nicht zu bestehen,
wenn Professor Erklardirnix die Vorlesung halt?

c¢) Wie wahrscheinlich ist es, dass Professor Erklardirnix die Vorlesung
hélt, wenn man die Klausur besteht? Verwenden Sie zur Berechnung
das Theorem von Bayes.

Losungen zu den Ubungsaufgaben finden sich in Anhang A. SPSS-Datenfiles zum
Nachvollziehen der Beispiele und weitere Informationen zu diesem Buchkapitel fin-
den Sie auf der Companion Website zum Buch unter http://www.pearson-studium.de.

\mit Zahlen und Risiken. Berlin: Berliner Taschenbuch Verlag.
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