1. Vektorriaume

Vorbemerkungen

Konkrete geometrische Fragestellungen in der Ebene oder im drei-dimensionalen
Raum waren vielfach Ausgangspunkt bedeutender mathematischer Entwick-
lungen. Als Hilfsmittel zur Behandlung solcher Fragen wurden beispielsweise
geometrische Konstruktionsverfahren mittels Zirkel und Lineal entwickelt. Eine
andere Strategie besteht darin, geometrische Fragen in rechnerische Probleme
umzusetzen, um durch “Ausrechnen” zu Loésungen zu gelangen. Dies ist das
Vorgehen der analytischen Geometrie, die 1637 von René Descartes in seinem
berithmten Werk “La Géométrie” begriindet wurde. Ein Grofiteil der rechneri-
schen Methoden der analytischen Geometrie wiederum wird heute in erweiterter
Form unter dem Begriff der Linearen Algebra zusammengefasst.

Wir wollen im Folgenden etwas nidher auf die grundlegenden Ideen des Des-
cartes’schen Ansatzes eingehen. Hierzu betrachten wir eine Ebene E (etwa in
dem uns umgebenden drei-dimensionalen Raum), zeichnen einen Punkt von E
als so genannten Nullpunkt 0 aus und wéhlen dann ein Koordinatensystem mit
Koordinatenachsen z und y, die sich im Nullpunkt O schneiden. Identifizieren
wir die Achsen x und y jeweils noch mit der Menge R der reellen Zahlen, so
lassen sich die Punkte P von E als Paare reeller Zahlen interpretieren:
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In der Tat, ist P ein Punkt in E, so konstruiere man die Parallele zu y durch
P. Diese schneidet die Achse x in einem Punkt z,. Entsprechend schneidet die
Parallele zu x durch P die Achse y in einem Punkt g7, so dass man aus P das
Koordinatenpaar (z1,;) erhélt. Umgekehrt lidsst sich P aus dem Paar (z1,y;)
in einfacher Weise zuriickgewinnen, und zwar als Schnittpunkt der Parallelen
zu y durch z; und der Parallelen zu « durch y;. Genauer stellt man fest, dass
die Zuordnung P +—— (z1,4:) eine umkehrbar eindeutige Beziehung zwischen
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den Punkten von F und den Paaren reeller Zahlen darstellt und man deshalb
wie behauptet eine Identifizierung

E = R?* = Menge aller Paare reeller Zahlen

vornehmen kann. Natiirlich héngt diese Identifizierung von der Wahl des Null-
punktes 0 sowie der Koordinatenachsen x und y ab. Wir haben in obiger Abbil-
dung ein rechtwinkliges Koordinatensystem angedeutet. Im Prinzip brauchen
wir jedoch an dieser Stelle noch nichts iber Winkel zu wissen. Es geniigt, wenn
wir als Koordinatenachsen zwei verschiedene Geraden x und y durch den Null-
punkt 0 verwenden. Genaueres hierzu werden wir noch in den Vorbemerkungen
zu Kapitel 2 besprechen.

Es soll nun auch die Identifizierung der beiden Koordinatenachsen z und
y mit der Menge R der reellen Zahlen noch etwas genauer beleuchtet werden.
Durch Festlegen des Nullpunktes ist auf « und y jeweils die Streckungsabbildung
mit Zentrum 0 und einer reellen Zahl als Streckungsfaktor definiert. Wahlen wir
etwa einen von 0 verschiedenen Punkt 1, € x aus und bezeichnen mit « - 1, das
Bild von 1, unter der Streckung mit Faktor «, so besteht x gerade aus allen
Punkten a-1,, wobei a die reellen Zahlen durchléuft. Genauer kénnen wir sagen,
dass die Zuordnung o — « - 1, eine umkehrbar eindeutige Beziehung zwischen
den reellen Zahlen und den Punkten von z erklart. Nach Auswahl je eines von 0
verschiedenen Punktes 1, € 2 und entsprechend 1, € y sind daher 2 und y auf
natiirliche Weise mit der Menge R der reellen Zahlen zu identifizieren, wobei
die Punkte 0,1, €  bzw. 0,1, € y den reellen Zahlen 0 und 1 entsprechen.
Die Moglichkeit der freien Auswahl der Punkte 1, € 2 und 1, € y wie auch die
Verwendung nicht notwendig rechtwinkliger Koordinatensysteme machen aller-
dings auf ein Problem aufmerksam: Der Abstand von Punkten in £ wird unter
der Identifizierung £ = R? nicht notwendig dem auf R? iiblichen euklidischen
Abstand entsprechen, der fiir Punkte P, = (z1,31) und P, = (3, y2) durch

d(Pr, Py) = /(21 — 22)% + (41 — 42)?

gegeben ist. Eine korrekte Reflektierung von Abstédnden auf E ist jedoch mit
Hilfe der spater noch zu diskutierenden Skalarprodukte moglich.

In der Mathematik ist man stets darum bestrebt, bei der Analyse von
Phénomenen und Problemen, fiir die man sich interessiert, zu gewissen “einfa-
chen Grundstrukturen” zu gelangen, die fiir das Bild, das sich dem Betrachter
bietet, verantwortlich sind. Solchermaflen als wichtig erkannte Grundstruktu-
ren untersucht man dann oftmals losgelost von der eigentlichen Problematik,
um herauszufinden, welche Auswirkungen diese haben; man spricht von einem
Modell, das man untersucht. Modelle haben den Vorteil, dass sie in der Regel
leichter zu {iberschauen sind, aber manchmal auch den Nachteil, dass sie den
eigentlich zu untersuchenden Sachverhalt moglicherweise nur in Teilaspekten
beschreiben konnen.

In unserem Falle liefert der Descartes’sche Ansatz die Erkenntnis, dass
Punkte von Geraden, Ebenen oder des drei-dimensionalen Raums mittels Ko-
ordinaten zu beschreiben sind. Hierauf gestiitzt konnen wir, wie wir gesehen
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haben, die Menge R? aller Paare reeller Zahlen als Modell einer Ebene ansehen.
Entsprechend bildet die Menge R? aller Tripel reeller Zahlen ein Modell des
drei-dimensionalen Raums, sowie natiirlich R = R! ein Modell einer Geraden.
Die Untersuchung solcher Modelle fiihrt uns zum zentralen Thema dieses Kapi-
tels, ndmlich zu den Vektorrdumen. Vektorraume beinhalten als fundamentale
Struktur zwei Rechenoperationen, zum einen die Multiplikation von Skalaren
(in unserem Falle reellen Zahlen) mit Vektoren, was man sich als einen Stre-
ckungsprozess vorstellen kann, und zum anderen die Addition von Vektoren.
Wir wollen dies mit den zugehorigen geometrischen Konsequenzen einmal am
Beispiel einer Ebene £ und ihrem Modell R? erliutern.

Wir beginnen mit der skalaren Multiplikation. Fiir

O[ER, P:(Ilayl)eRz
bezeichnet man mit
a-P=a-(z1,1) = (azy,ay)

das Produkt von oo und P, wobei sich in E folgendes Bild ergibt:
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Die Multiplikation von Punkten P € F mit einem Skalar o € R ist folglich
zu interpretieren als Streckungsabbildung mit Streckungszentrum 0 und Stre-
ckungsfaktor «. Besonders instruktiv ldsst sich dies beschreiben, wenn man die
Punkte P € F als “Vektoren” im Sinne gerichteter Strecken 0P auffasst. Vek-
toren sind somit charakterisiert durch ihre Lénge und ihre Richtung (auBer fiir
den Nullvektor @, der keine bestimmte Richtung besitzt). Der Vektor a- 0P
geht dann aus 0P hervor, indem man ihn mit a streckt, d. h. seine Lénge mit
« (oder, besser, mit dem Betrag |a|) multipliziert und ansonsten die Richtung
des Vektors beibehélt bzw. invertiert, je nachdem ob o > 0 oder o < 0 gilt:

Y
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Als weitere Rechenoperation betrachten wir die Addition von Punkten in
R2. Fiir
Py = (z1,1), Py = (22,4) € R2
setzt man
Py + Py = (@1 + 22,11 + ¥2),

was in F mittels folgender Skizze verdeutlicht werden moge:

Ya
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Auch die Beschreibung der Addition in E gestaltet sich instruktiver, wenn man
den Vektorstandpunkt im Sinne gerichteter Strecken zugrunde legt. Allerdings
sollte man dabei zulassen, dass Vektoren als gerichtete Strecken parallel zu sich
selbst verschoben und somit vom Koordinatenursprung als ihrem natiirlichen
Fuipunkt gelost werden kénnen. Die Summe der Vektoren 0P, und 0P, ergibt
sich dann als Vektor 0P, wobei P derjenige Endpunkt ist, den man erhélt,
indem man beide Vektoren miteinander kombiniert, also den Vektor 0P, in 0
anlegt und den Vektor 0P, im Endpunkt P, von 0P, etwa wie folgt:

Ya
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Dabei zeigt die obige Parallelogrammkonstruktion, dass sich das Ergebnis der
Addition nicht #ndert, wenn man alternativ den Vektor 0P, in 0 anlegt und
anschliefend den Vektor 0751 im Endpunkt von 0_>P2 Die Addition von Vektoren
héngt daher nicht von der Reihenfolge der Summanden ab, sie ist kommutativ.
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Es mag etwas verwirrend wirken, wenn wir die Elemente des R? einerseits
als Punkte, sowie andererseits auch als (verschiebbare) Vektoren im Sinne ge-
richteter Strecken interpretieren. Im Prinzip kénnte man eine begriffliche Tren-
nung zwischen Punkten und Vektoren vornehmen, indem man den einem Punkt
P ¢ R? zugeordneten Vektor 0P als Translation Q — P+Q interpretiert, d. h.
als Abbildung von R? nach R?, die einem Element Q € R? das Element P + Q
als Bild zuordnet. Wir wollen von dieser Moglichkeit allerdings keinen Gebrauch
machen, da eine Trennung der Begriffe fiir unsere Zwecke keine Vorteile bringt
und die Dinge lediglich komplizieren wiirde.

Als Néchstes wollen wir besprechen, dass die Addition von Punkten und
Vektoren in R? bzw. E auf natiirliche Weise auch eine Subtraktion nach sich
zieht. Fiir Py = (2o, y0) € R? setzt man

=Py = —(20,90) :== (1) - (¥0, %0) = (=70, —¥0)

und nennt dies das negative oder inverse Element zu Fy. Dieses ist in eindeutiger
Weise charakterisiert als Element ) € R?, welches der Gleichung Py + Q = 0
geniigt. Die Subtraktion zweier Elemente P, = (71, y;) und Py = (z,9o) in R?
wird dann in nahe liegender Weise auf die Addition zuriickgefiihrt, und zwar
durch

Py — Py =P+ (=F) = (v1 — 20,1 — %0)-

Legen wir wieder den Vektorstandpunkt in E zugrunde, so entsteht also — 0P,
aus dem Vektor 0P, durch Invertieren seiner Richtung, wobei die Léinge erhalten
bleibt. Damit lisst sich die Differenz zweier Vektoren 0P, und O‘PZ) wie folgt
illustrieren:

Ya
Y P
0P, — 0P,
Yo - Py
0F,
Zo T >$

Insbesondere erkennt man, dass die Summe der Vektoren (FD;) und (ﬁ’; — 0?0
gerade den Vektor 0P, ergibt, was eine sinnvoll definierte Addition bzw. Sub-
traktion natiirlich ohnehin leisten sollte. Allgemeiner kann man Summen des
Typs

0P = 0Py + - (0P, — 0F,)
mit unterschiedlichen Skalaren @ € R bilden. Der Punkt P liegt dann fir
Py # P, stets auf der Geraden G, die durch Py und P; festgelegt ist, und
zwar durchlauft P ganz G, wenn « ganz R durchlduft:



6 1. Vektorrdume
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Die Gerade in E bzw. R2, welche die gegebenen Punkte Py und P, enthilt, wird
daher durch die Gleichung

G={P+t-(P—DP);teR}
beschrieben. Sind zwei solche Geraden

mit Py # P, und P} # P gegeben, so sind diese genau dann parallel, wenn
P, — Py ein skalares Vielfaches von Pj — Py ist, bzw. umgekehrt, wenn P| — F}
ein skalares Vielfaches von P; — P, ist. Ist Letzteres nicht der Fall, so besitzen G
und G’ genau einen Schnittpunkt, wobei eine Berechnung dieses Schnittpunktes
auf die Losung eines so genannten linearen Gleichungssystems fithrt, welches aus
2 Gleichungen mit 2 Unbekannten, ndmlich den Koordinaten des Schnittpunktes
von G und G’ besteht. Die Losung von Gleichungssystemen dieses Typs wird
uns noch ausfiihrlich in Kapitel 3 beschéftigen.

Die vorstehenden Uberlegungen lassen sich ohne Probleme auf den drei-
dimensionalen Raum und sein Modell R? verallgemeinern. Beispielsweise ist fiir
zwei Punkte Py, P, € R? wiederum

die durch Py und P; bestimmte Gerade im R3. Fiir Punkte Py, P;, P, € R? kann
man mit P} := P — Py und P, := P, — P, entsprechend das Gebilde

E={Py+s-P +t-Py; s teR}

betrachten:
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Wenn P kein Vielfaches von P; und Pj kein Vielfaches von P ist, die Vektoren
in 0 angetragen also nicht auf einer Geraden durch 0 liegen, so bezeichnet man
P/ und Pj als linear unabhingig. In diesem Falle erkennt man E als Ebene,
ansonsten als Gerade oder auch nur als Punkt. Da die Vektoren P und Pj hier
eine entscheidende Rolle spielen, sollten wir auch das Gebilde

E' ={s-P/+t-P;s,teR}

betrachten, welches durch Verschieben von £ um den Vektor — 0P entsteht:

El
. - P
P

Im Rahmen der Vektorrdume nennt man E’ den von P} und P) aufgespannten
oder erzeugten linearen Unterraum von R3. Allgemeiner kann man im R® den
von beliebig vielen Vektoren )y, ..., Q, erzeugten linearen Unterraum

U={tiQ1+...+tQ:; t1,...,t, ER}

betrachten. Fiir einen Vektor Q € R® sagt man, dass Q linear von Q4,...,Q,
abhdngt, falls Q) € U gilt. Folgende Fille sind moglich: Fiir Q= ... =@, =0
besteht U nur aus dem Nullpunkt 0. Ist aber einer der Vektoren Q1,...,Q,
von 0 verschieden, etwa ()7 # 0, so enthélt U zumindest die durch @, gege-
bene Gerade G = {tQ;;t € R}. Gehoren auch Qs,...,Q, zu G, d. h. sind
@2, . ..,Q; linear abhéingig von @1, so stimmt U mit G iiberein. Ist Letzte-
res nicht der Fall und gilt etwa @2 € G, so spannen @1 und @, die Ebene
E ={t1Q1 + t2Q2; t1,t2 € R} auf, so dass U zumindest diese Ebene enthélt.
Im Falle Qs,...,Q, € E, also wenn Qs,...,Q, linear von @)y, abhéingen,
stimmt U mit E {iberein. Ansonsten gibt es einen dieser Vektoren, etwa )3, der
nicht zu E gehort. Die Vektoren @1, @2, @3 bilden dann sozusagen ein Koor-
dinatensystem im R®, und man sieht dass U mit ganz R? iibereinstimmt, dass
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also alle Vektoren im R® linear von @1, 2, @3 abhiingen. Insbesondere ergibt
sich, dass ein linearer Unterraum im R? entweder aus dem Nullpunkt, aus einer
Geraden durch 0, aus einer Ebene durch 0 oder aus ganz R® besteht.

Das soeben eingefithrte Konzept der linearen Abhdngigkeit von Vektoren ist
ein ganz zentraler Punkt, der in diesem Kapitel ausfiihrlich im Rahmen der Vek-
torrdume behandelt werden wird. Dabei nennt man ein System von Vektoren
@1, ..,Q, linear unabhingig, wenn keiner dieser Vektoren von den restlichen
linear abhingt. Die oben durchgefiihrte Uberlegung zeigt beispielsweise, dass
linear unabhéngige Systeme im R® aus hochstens 3 Elementen bestehen. Ins-
besondere werden uns linear unabhéngige Systeme, so wie wir sie im obigen
Beispiel fiir lineare Unterrdume des R? konstruiert haben, gestatten, den Be-
griff des Koordinatensystems oder der Dimension im Kontext der Vektorraume
zu prézisieren. Als Verallgemeinerung linear unabhéngiger Systeme von Vek-
toren werden wir schliefilich noch so genannte direkte Summen von linearen
Unterrdumen eines Vektorraums studieren.

Wir haben bisher im Hinblick auf Vektorrdume lediglich die Modelle R™
mit n = 1,2, 3 betrachtet, wobei unser geometrisches Vorstellungsvermégen in
erheblichem Mafle bei unseren Argumentationen mit eingeflossen ist. Bei der
Behandlung der Vektorrdume in den nachfolgenden Abschnitten werden wir je-
doch grundsétzlicher vorgehen, indem wir eine Reihe von Verallgemeinerungen
zulassen und uns bei der Entwicklung der Theorie lediglich auf gewisse axio-
matische Grundlagen stiitzen. Zunéchst beschrinken wir uns bei dem zugrunde
liegenden Skalarenbereich nicht auf die reellen Zahlen R, sondern lassen belie-
bige Kérper zu. Korper sind zu sehen als Zahlsysteme mit gewissen Axiomen
fiir die Addition und Multiplikation, die im Wesentlichen den Regeln fiir das
Rechnen mit den reellen Zahlen entsprechen. So kennt man neben dem Kérper
R der reellen Zahlen beispielsweise den Korper Q der rationalen Zahlen wie
auch den Korper C der komplexen Zahlen. Es gibt aber auch Koérper, die nur
aus endlich vielen Elementen bestehen.

Die Axiome eines Koérpers bauen auf denen einer Gruppe auf, denn ein
Korper bildet mit seiner Addition insbesondere auch eine Gruppe. So werden
wir in diesem Kapitel nach gewissen Vorbereitungen {iber Mengen zunéchst
Gruppen studieren, ausgehend von den zugehorigen Gruppenaxiomen. Wir
beschéftigen uns dann weiter mit Koérpern und deren Rechenregeln und ge-
langen anschliefend zu den Vektorrdumen. Vektorrdume sind immer in Ver-
bindung mit einem entsprechenden Skalarenbereich zu sehen, dem zugehorigen
Korper; man spricht von einem Vektorraum iiber einem Korper K oder von
einem K-Vektorraum. Ein K-Vektorraum V ist ausgeriistet mit einer Addi-
tion und einer skalaren Multiplikation, d. h. fir a,b € V und a € K sind
die Summe a + b sowie das skalare Produkt « - a als Elemente von V' erklért.
Addition und skalare Multiplikation geniigen dabei den so genannten Vektor-
raumaxiomen, welche beziiglich der Addition insbesondere die Gruppenaxiome
enthalten. Prototyp eines K-Vektorraums ist fiir eine gegebene natiirliche Zahl
n die Menge

K"={(a1,...,an); a1,...,a, € K}
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aller n-Tupel mit Komponenten aus K, wobei Addition und skalare Multiplika-
tion durch

(ala"'7an)+(b17---abn) = (a1+b17"'7an+bn)7
a-(ay,...,ay) = (aay,...,aap)

gegeben sind.

Insbesondere wird mit dieser Definition die oben angesprochene Reihe von
Modellen R™ fiir n = 1,2, 3 auf beliebige Dimensionen n verallgemeinert. Dies
hat durchaus einen realen Hintergrund, denn um beispielsweise ein Teilchen im
drei-dimensionalen Raum in zeitlicher Abhéingigkeit zu beschreiben, benétigt
man neben den 3 rdumlichen Koordinaten noch eine zusétzliche zeitliche Koor-
dinate, so dass man sich im Grunde genommen im Vektorraum R* bewegt. In
analoger Weise lassen sich Paare von Punkten im drei-dimensionalen Raum als
Punkte des RS charakterisieren.

1.1 Mengen und Abbildungen

Normalerweise miisste man hier mit einer streng axiomatischen Begriindung der
Mengenlehre beginnen. Da dies jedoch einen unverhaltnismafig grofen Aufwand
erfordern wiirde, wollen wir uns an dieser Stelle mit einem naiven Standpunkt
begniigen und unter einer Menge lediglich eine Zusammenfassung gewisser Ob-
jekte verstehen, der so genannten Flemente dieser Menge. Eine Menge X ist
somit in eindeutiger Weise durch ihre Elemente festgelegt, wobei wir x € X
schreiben, wenn z ein Element von X ist, bzw. x € X, wenn dies nicht der Fall
ist. Insbesondere werden wir folgende Mengen in natiirlicher Weise als gegeben
annehmen:

) = leere Menge,

N ={0,1,2,...} natiirliche Zahlen,

Z ={0,£1,42,...} ganze Zahlen,

Q= {p/q; p,q € Z,q # 0} rationale Zahlen,
R = reelle Zahlen.

Es sei angemerkt, dass bei einer Menge, sofern wir sie in aufzéhlender Wei-
se angeben, etwa X = {x1,...,2,}, die Elemente x1,...,2, nicht notwendig
paarweise verschieden sein miissen. Diese Konvention gilt auch fiir unendliche
Mengen; man vergleiche hierzu etwa die obige Beschreibung von Q.

Um Widerspriiche zu vermeiden, sind die Mengenaxiome so ausgelegt, dass
die Bildung von Mengen gewissen Restriktionen unterworfen ist. Beispielsweise
darf eine Menge niemals sich selbst als Element enthalten, so dass insbesondere
die Gesamtheit aller Mengen nicht als Menge angesehen werden kann, da sie sich
selbst als Element enthalten wiirde. Einen Hinweis auf die hiermit verbundene
Problematik liefert das folgende Paradoxon von Russel: Wir nehmen einmal in
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naiver Weise an, dass man die Gesamtheit aller Mengen, die sich nicht selbst
enthalten, also
X = {Mengen A mit A & A},

als Menge betrachten kann. Fragt man sich dann, ob X € X oder X ¢ X gilt,
so erhdlt man im Falle X € X nach Definition von X sofort X ¢ X und im
Falle X ¢€ X entsprechend X € X. Es ergibt sich also X € X und X ¢ X
zugleich, was keinen Sinn macht.

Wichtig fiir die Handhabung von Mengen sind die erlaubten Prozesse der
Mengenbildung, auf die wir nachfolgend eingehen.

(1) Teilmengen. — Es sei X eine Menge und P(z) eine Aussage, deren Giiltig-
keit (wahr oder falsch) man fiir Elemente € X testen kann. Dann nennt man
Y ={z € X; P(x) ist wahr} eine Teilmenge von X und schreibt Y C X. Da-
bei ist auch Y = X zugelassen. Gilt allerdings Y # X, so nennt man Y eine
echte Teilmenge von X. Beispielsweise ist R.g := { € R; > 0} eine (echte)
Teilmenge von R. Fiir eine gegebene Menge X bilden die Teilmengen von X
wiederum eine Menge, die so genannte Potenzmenge PB(X).

(2) Vereinigung und Durchschnitt. — Es sei X eine Menge und I eine Index-
menge, d. h. eine Menge, deren Elemente wir als Indizes verwenden wollen. Ist
dann fiir jedes ¢ € I eine Teilmenge X; C X gegeben, so nennt man

UXi = {x € X ; es existiert ein ¢ € I mit z € X}
i€l

die Vereinigung der Mengen X;, ¢ € I, sowie

ﬂX,-::{xEX;xeXl-fiiralleiel}

icl

den Durchschnitt dieser Mengen, wobei wir in beiden Féllen wiederum eine
Teilmenge von X erhalten. Im Falle einer endlichen Indexmenge I = {1,...,n}
schreibt man auch X;U...UX, statt [ J,.; Xi sowie X1 N...NX, statt ()., X;.
Zwei Teilmengen X', X" C X werden als disjunkt bezeichnet, wenn ihr Durch-
schnitt leer ist, also X’ N X" = () gilt. Als Variante zur Vereinigung von Mengen
Xi,i € I, kann man deren disjunkte Vereinigung [[,.; X; bilden. Hierunter ver-
steht man die Gesamtheit aller Elemente, die in irgendeiner der Mengen X;
enthalten sind, wobei man allerdings fiir verschiedene Indizes i, 5 € I die Ele-
mente von X; als verschieden von allen Elementen aus X; ansieht.

(3) Differenz von Mengen. — Sind X;, X5 Teilmengen einer Menge X, so
heifit
XI*XQ Z:{IeXl; CL’€X2}

die Differenz von X; und X,. Auch dies ist wieder eine Teilmenge von X, sogar
von Xj.

(4) Kartesisches Produkt von Mengen. — Es seien X7, ..., X,, Mengen. Dann
heift



1.1 Mengen und Abbildungen 11

HXz = {(Ila"'wrn);zl EXlM"wrn EXTL}
i=1

das kartesische Produkt der Mengen X1, ..., X, wobei man fiir dieses Produkt
auch die Notation X7 x ... x X, verwendet bzw. X" falls X;=... =X, =X
gilt. Die Elemente (z1,...,x,) werden als n- Tupel mit Komponenten z; € X,
i = 1,...,n, bezeichnet. Es gilt genau dann (xq,...,2,) = (2f,..., ) fir
zwei n-Tupel, wenn man x; = } fiir ¢ = 1,...,n hat. In dhnlicher Weise lasst
sich fiir eine Indexmenge I das kartesische Produkt J[,.; X; von gegebenen
Mengen X;, i € I, bilden. Man schreibt die Elemente eines solchen Produktes
als Familien (z;);c; von Elementen x; € X; und meint damit Tupel, deren
Eintrage mittels I indiziert werden. Sind die X; Exemplare ein und derselben
Menge X, so verwendet man statt [],.; X; auch die Notation X’. Eine Familie
(2:)ico, welche durch die leere Indexmenge I = ) indiziert ist, wird als leer
bezeichnet. DemgemiB bestehen die kartesischen Produkte [T, ; X; und X7 im
Falle I = () aus genau einem Element, nidmlich der leeren Familie.

Als Néchstes kommen wir auf den Begriff der Abbildung zwischen Mengen
zu sprechen.

Definition 1. Fine Abbildung f: X — Y zwischen zwei Mengen X und Y ist
eine Vorschrift, welche jedem x € X ein wohlbestimmtes Element y € Y zuord-
net, das dann mit f(x) bezeichnet wird; man schreibt hierbei auch x — f(x).
Dabei heifst X der Definitionsbereich und Y der Bild- oder Wertebereich der
Abbildung f.

Zu einer Menge X gibt es stets die identische Abbildung idx: X — X,
z — z. Im Ubrigen kann man beispielsweise ein kartesisches Produkt des
Typs X7 auch als Menge aller Abbildungen I — X interpretieren.

Im Folgenden sei f: X — Y wieder eine Abbildung zwischen zwei Mengen.
Ist g: Y — Z eine weitere Abbildung, so kann man f mit ¢ komponieren; man
erhélt als Resultat die Abbildung

gof: X —7,  zr— g(f(2)).
Fiir Teilmengen M C X und N C Y bezeichnet man
f(M):={yeY; esexistiert ein z € M mit y = f(x)}
als das Bild von M unter f sowie
JUN) = {o € X; f(z) € N}

als das Urbild von N unter f; es handelt sich hierbei um Teilmengen von Y bzw.
X. Besteht N aus nur einem einzigen Element y, also N = {y}, so schreibt man
/' (y) anstelle von f~'({y}). Weiter nennt man f injektiv, wenn aus z,2’ € X
mit f(z) = f(a2') stets © = a’ folgt, und surjektiv, wenn es zu jedem y € Y
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ein x € X mit f(z) = y gibt. SchlieBlich heiit f bijektiv, wenn f injektiv und
surjektiv zugleich ist.

Man kann sagen, dass f genau dann injektiv ist, wenn das Urbild f~(y)
eines jeden Punktes y € Y entweder leer ist oder aus genau einem Punkt x € X
besteht. Weiter ist f genau dann surjektiv, wenn fiir jedes y € Y das Urbild
F~(y) nicht leer ist. Somit ist f genau dann bijektiv, wenn fiir jedes Element
y € Y das Urbild f~!(y) aus genau einem Punkt x besteht. Man kann dann zu
f die so genannte Umkehrabbildung g: Y — X betrachten. Sie ordnet einem
Punkt y € Y das eindeutig bestimmte Element x € f~l(y) zu, und es gilt
go f =1idx sowie fog =idy. Zu einer Abbildung f: X — Y bezeichnet man
die Umkehrabbildung, sofern diese existiert, meist mit f=': ¥ — X.

Aufgaben

1. Es seien A, B, C Teilmengen einer Menge X. Man zeige:
(i) AN(BUC)=(ANnB)U(ANCQC)
(i) AU(BNC)=(AUB)N(AUCQC)
(iii) A-(BUC)=(A-B)Nn(A-0C)
(iv) A—(BNnC)=(A-B)U(A-0C)
2. Essei f: X — Y eine Abbildung zwischen Mengen. Man zeige fiir Teilmengen
My, My C X und Ni, Ny C Y-
(1) f(MyU M) = f(My)U f(M2)
(i) f(MyN M) C f(Mr) N f(M2)
(iif) fH (N1 UN2) = f7H(N1) U fH(NR)
(iv) f7H(NiNN2) = fH N O (V)
Gilt in (ii) sogar Gleichheit?
3. Es seien X 4, y L X Abbildungen von Mengen mit g o f = id. Man zeige,
dass f injektiv und g surjektiv ist.
4. (i) Gibt es eine bijektive Abbildung N — Z?
(ii) Gibt es fiir n € N eine bijektive Abbildung N — N x {1,...,n}?
(iii) Gibt es eine bijektive Abbildung N — N x N?
(iv) Gibt es eine bijektive Abbildung N — Q7

5. Esseil X eine Menge und f: X — PB(X) eine Abbildung von X in die zugehérige
Potenzmenge. Man zeige, dass f nicht surjektiv sein kann.

1.2 Gruppen

Unter einer inneren Verknipfung auf einer Menge M versteht man eine Ab-
bildung f: M x M — M. Sie ordnet jedem Paar (a,b) von Elementen aus
M ein Element f(a,b) € M zu. Um den Charakter einer Verkniipfung auch
in der Notation zum Ausdruck kommen zu lassen, werden wir anstelle von
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f(a,b) meist a - b schreiben. Bei kommutativen Verkniipfungen, also solchen,
die f(a,b) = f(b,a) fir alle a,b € M erfiillen, verwenden wir auch die additive
Schreibweise a + b.

Definition 1. Eine Menge G mit einer inneren Verkniipfung G x G — G,
(a,b) — a - b, heifit eine Gruppe, wenn die folgenden Eigenschaften erfillt
sind:

(i) Die Verkniipfung ist assoziativ, d. h. es gilt (a-b)-c=a-(b-c) fir alle
a,b,ceq.

(i) Es existiert ein neutrales Element e in G, d. h. ein Element e € G mit
e-a=a-e=a fir allea € G.!

(i) Zu jedem a € G gibt es ein inverses Element, d. h. ein Element b € G
mit a-b=">b-a = e. Dabei ist e das nach (ii) existierende (eindeutig bestimmite)
neutrale Element von G.

Die Gruppe heiffit kommutativ oder abelsch, falls die Verknipfung kommu-
tativ ist, d. h. falls zusdtzlich gilt:

(iv) a-b="b-a fir alle a,b € G.

In der obigen Situation sagt man gewdhnlich einfach, G sei eine Gruppe,
ohne die Verkniipfung “” explizit zu erwidhnen. Beispiele fiir Gruppen sind:

(1) Z mit der Addition “+”
(2) Q mit der Addition “+” und Q* := Q — {0} mit der Multiplikation “.”
(3) R mit der Addition “+” und R* := R — {0} mit der Multiplikation “.”

(4) Fiir eine Menge X ist die Menge Bij(X, X) der bijektiven Selbstabbil-
dungen X — X eine Gruppe unter der Komposition von Abbildungen als
Verkniipfung. Man priift leicht nach, dass diese Gruppe nicht kommutativ ist,
sofern X mindestens 3 paarweise verschiedene Elemente enthélt.

Wie bereits behauptet, ist in einer Gruppe G das neutrale Element e ein-
deutig bestimmt. Ist ndmlich ¢ € G ein weiteres neutrales Element, so folgt
e =¢ -e=¢. Auf dhnliche Weise zeigt man, dass das zu einem Element a € G
gehorige inverse Element b € G eindeutig bestimmt ist. Hat man némlich ein
weiteres inverses Element 0’ € G zu a, so folgt

b=c-b=0""a)- b= -(a-b)=V-e=1V.

Die gerade durchgefiihrten Schliisse bendtigen (neben den Eigenschaften von
e und b) lediglich, dass ¢’ links-neutral ist, d. h. die Eigenschaft ¢ - ¢ = a
fiir alle a € G besitzt, sowie dass b links-invers zu a ist, d. h. die Gleichung
b’ - a = e erfiillt. Entsprechend kann man fiir rechts-neutrale bzw. rechts-inverse
Elemente schlieffen. In einer Gruppe stimmt daher jedes links- (bzw. rechts-)
neutrale Element mit dem eindeutigen neutralen Element e € G {iberein, ist

'Das neutrale Element e ist, wie wir sogleich sehen werden, durch seine definierende Ei-
genschaft eindeutig bestimmit.
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also insbesondere auch rechts- (bzw. links-) neutral. In dhnlicher Weise sieht
man, dass links-inverse Elemente auch rechts-invers bzw. rechts-inverse Ele-
mente auch links-invers sind. Wir kénnen sogar noch einen Schritt weitergehen
und die definierenden Bedingungen einer Gruppe in diesem Sinne abschwéchen:

Bemerkung 2. Es geniigt, in Definition 1 anstelle von (ii) und (iii) lediglich
die Ezistenz eines Elementes e € G mit folgenden Eigenschaften zu fordern:
(it') e ist links-neutral in G, d. h. es gilt e-a = a fir alle a € G.
(ili") Zu jedem a € G existiert ein beziglich e links-inverses Element in G,
d. h. ein Element b € G mit b-a = e.

Beweis. Es sei G eine Menge mit einer multiplikativ geschriebenen Verkniipfung
und einem Element e € G, so dass die Bedingungen (i), (ii’) und (iii’) erfullt sind.
Um zu sehen, dass G eine Gruppe ist, haben wir zu zeigen, dass die Bedingungen
(ii) und (iii) von Definition 1 gelten. Wir zeigen zunéchst fiir Elemente a € G,
dass jedes Element b € GG, welches links-invers zu a beziiglich e ist, auch rechts-
invers zu a beziiglich e ist. Gelte also b - a = e, und sei ¢ ein links-inverses
Element zu b, so dass also ¢ - b = e gilt. Hieraus folgt

a-b=(e-a)-b=((c-b)-a)-b=(c-(b-a))-b
=(c-e)-b=c-(e-b)=c-b=ce¢,

so dass b rechts-invers zu a beziiglich e ist. Es bleibt noch zu zeigen, dass das
links-neutrale Element e auch rechts-neutral ist. Sei also a € G. Ist dann b € G
links-invers zu a beziiglich e, so ist b, wie wir gesehen haben, auch rechts-invers
zu a beziiglich e, und es folgt

a-e=a-(b-a)=(a-b)-a=e-a=aq,
also ist e rechts-neutral. O

Gewohnlich wird das neutrale Element e einer Gruppe G bei multiplikativer
Schreibweise der Verkniipfung als Finselement bezeichnet, und man schreibt 1
anstelle von e. Fiir das inverse Element zu a € G benutzt man die Schreibweise
a~'. Im Ubrigen ist es bei multiplikativ geschriebenen Gruppenverkniipfungen
iiblich, das Verkniipfungszeichen “.” zu unterdriicken, sofern dies nicht zu Ver-
wechslungen fiihrt. Fiir endlich viele Elemente ay, ..., a, € G definiert man das
Produkt dieser Elemente durch

n
Hai =ay ... Qe
i=1

Eine spezielle Klammerung ist hierbei aufgrund des Assoziativgesetzes nicht
notwendig; auf einen detaillierten Beweis dieser “offensichtlichen” Tatsache ver-
zichten wir jedoch an dieser Stelle. Wir werden im Folgenden endliche Folgen
ay,...,a, € G meist fiir Indizes n € N betrachten, so dass hier insbesondere
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auch der Fall n = 0 zugelassen ist. Es handelt sich dann um die leere Folge, und
man erklart das zugehorige leere Produkt durch

0
H a; ‘= 1.
i=1

Wie schon gesagt, verwendet man bei kommutativen Verkniipfungen meist
die additive Schreibweise. Das neutrale Element einer kommutativen Gruppe
wird dann als Nullelement 0 geschrieben und das Inverse zu einem Element
a € G als —a. Statt a+ (—a’) verwendet man iiblicherweise die Notation a —a'.
Endliche Summen von Elementen a; € G, ¢ = 1,...,n, schreibt man in der
Form Y27, a;, wobei die leere Summe durch Y, a; := 0 definiert ist.

Definition 3. Es sei G eine Gruppe. Eine Teilmenge H C G heifst Untergruppe
von G, wenn gilt?:
(i) a,be H=ab€e H,
(i) 1€ H,
(iii) ae H=a'€ H.

Ist also H C G eine Untergruppe, so induziert die Gruppenverkiipfung
G xXG — G eine Verkniipfung H x H — H, und H ist mit dieser Verkniipfung
selbst wieder eine Gruppe. Umgekehrt, ist Letzteres der Fall, so kann man leicht
zeigen, dass H eine Untergruppe von G ist. Im Ubrigen sieht man sofort ein,
dass eine nicht-leere Teilmenge H C G bereits dann eine Untergruppe von G
ist, wenn die Bedingung a,b € H = ab™! € H erfiillt ist. Eine Gruppe G
enthélt stets die trivialen Untergruppen {1} und G.

Als Néchstes wollen wir einige elementare Rechenregeln fiir das Rechnen in
Gruppen behandeln. Fiir Elemente a, b, ¢ € G gilt:

(1) ab=ac=—=b=c
ac=bc=—a=1»b

2) (@) =a
(3) (ab)~!=b"la"t

(Kiirzungsregeln)

Zum Nachweis von (1) multipliziere man von links mit a=! bzw. von rechts
mit ¢!, Im Falle (2) schlieBe man wie folgt. (a=')~! ist, wie wir gesehen haben,
dasjenige eindeutig bestimmte Element in G, welches (von links oder rechts) mit
a~! multipliziert 1 ergibt. Wegen a~'a = 1 ergibt sich (a7!)~! = a. Entspre-
chend erhélt man (ab)™! = b~ta™t, da (b~ta 1) (ab) = b~ (a ta)b = bbb =1
gilt.

Abschlielend wollen wir noch eine spezielle Charakterisierung von Gruppen
geben.

2 Nachfolgend steht = fiir die so genannte Implikation. Fiir Aussagen A und B schreibt
man A => B oder B <= A, wenn B aus A folgt. Entsprechend bedeutet A <= B, dass A
und B #quivalent sind.
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Satz 4. FEine nicht-leere Menge G mit einer Verkniipfung (a,b) — a - b ist
genau dann eine Gruppe, wenn gilt:

(i) Die Verkniipfung ist assoziativ.

(ii) Zu a,b € G gibt es stets Elemente x,y € G mit x-a=0b und a-y =b.

Sind diese Bedingungen erfillt, so sind die Elemente z,y in (ii) eindeutig
durch a,b bestimmt.

Beweis. Ist G eine Gruppe, so multipliziere man die Gleichungen in (ii) von
links bzw. rechts mit a~1. Es folgt, dass # = ba~! bzw. y = a~'b die eindeutig
bestimmten Losungen sind. Seien nun umgekehrt die Bedingungen des Satzes
erfiillt, und sei @ € G. Dann existiert nach (ii) ein Element e € G mit ea = a.
Zu b € G existiert weiter ein y € G mit ay = b, und es folgt

eb=cay =ay =0b,

also ist e links-neutral. Weiter folgt die Existenz links-inverser Elemente nach
(ii). Somit ist G eine Gruppe nach Bemerkung 2. O

Aufgaben

1. Fiir eine Menge X betrachte man die Menge Bij(X, X) der bijektiven Selbstabbil-
dungen. Man priife nach, dass Bij(X, X) unter der Komposition von Abbildungen
eine Gruppe bildet und zeige, dass diese nicht kommutativ ist, sofern X mindes-
tens 3 verschiedene Elemente besitzt.

2. Es sei G eine Gruppe und H C G eine Teilmenge. Man zeige, dass H genau
dann eine Untergruppe von G ist, wenn die Gruppenverkniipfung von G eine
Verkniipfung auf H induziert (d. h. wenn fiir a,b € H stets ab € H gilt) und
wenn H mit dieser Verkniipfung selbst wieder eine Gruppe ist.

3. Es sei G eine Gruppe und H C G eine Teilmenge. Man zeige, dass H genau dann
eine Untergruppe von G ist, wenn gilt:

(i) H#0
(ii) a,p€e H=ab"t € H
4. Es sei G eine Gruppe mit Untergruppen Hi, Ho C G. Man zeige, dass Hy U Ho
genau dann eine Untergruppe von G ist, wenn H; C Hy oder Hy C H gilt.
5. Fiir eine Gruppe G betrachte man die Abbildung i: G — G, g — g~'. Man
zeige:
(i) 1 ist bijektiv.
(if) Ist A C G eine Teilmenge mit i(A) C A, so gilt bereits i(A) = A; man nennt
A dann symmetrisch.
(iii) Fiir jede Teilmenge A C G sind AU i(A) und ANi(A) symmetrisch.
6. Es sei G eine Gruppe mit a? = 1 fiir alle @ € G. Man zeige, dass G abelsch ist.

7. Es sei G eine endliche abelsche Gruppe. Dann gilt ] 9eG g* = 1.
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8. Fiir ein n € N — {0} betrachte man die Teilmenge R, = {0,1,...,n — 1} C N.
Es sei m: Z — R,, die Abbildung, welche einer ganzen Zahl aus Z jeweils deren
nicht-negativen Rest bei Division durch n zuordnet. Man zeige:

(i) Es existiert eine eindeutig bestimmte Verkniipfung (a,b) — a + b auf Ry,
so dass fiir z,y € Z stets w(z +y) = n(z) + n(y) gilt.

(ii) R, ist mit dieser Verkniipfung eine abelsche Gruppe.
9. Es sei G eine Gruppe. Auf der Potenzmenge B(G) betrachte man die durch

(A,B)— A-B={a-beG;ac A be B}

gegebene Verkniipfung. Man zeige, dass diese Verkniipfung assoziativ ist und ein
neutrales Element besitzt. Ist (G) mit dieser Verkniipfung sogar eine Gruppe?
Falls nein, zu welchen Elementen A € P(G) gibt es inverse Elemente?

1.3 Korper

Ein Korper ist eine additiv geschriebene abelsche Gruppe, auf der zusétzlich
eine Multiplikation mit gewissen Eigenschaften definiert ist, nach dem Vorbild
der rationalen oder der reellen Zahlen. Genauer:

Definition 1. Ein Korper ist eine Menge K mit zwei inneren Verkniipfungen,
geschrieben als Addition “+7 und Multiplikation “7, so dass folgende Bedin-
gungen erfillt sind:
(i) (a+b)+c=a+ (b+c) fir a,b,c € K (Assoziativgesetz der Addition).
(ii) Es existiert ein Element 0 € K mit 0+ a = a fir alle a € K (neutrales
Element der Addition).
(ili) Zu a € K ezistiert ein Element b € K mit b+ a = 0 (inverses Element
der Addition).
(iv) a+b=0b+a fir a,b € K (Kommutativgesetz der Addition).
(v) (a-b)-c=a-(b-c) fir a,b,c € K (Assoziativgesetz der Multiplikation).
(vi) Es emistiert ein Element 1 € K mit 1-a = a fir alle a € K (neutrales
Element der Multiplikation).
(vil) Zu a € K — {0} existiert ein Element b € K mit b-a = 1 (inverses
Element der Multiplikation).
(vili) a-b="b-a fir a,b € K (Kommutativgesetz der Multiplikation).
(ix) a-(b+c¢)=a-b+a-cund (a+b)-c=a-c+b-c firabcekK
(Distributivgesetze).
(x) 1#£0.

Bei den Distributivgesetzen (ix) hétten wir eigentlich auf der rechten Seite
die Terme a - b, a - ¢, b - ¢ jeweils in Klammern setzen miissen. Man vereinbart
jedoch, dass die Multiplikation “” Vorrang vor der Addition “+” hat, so dass
Klammerungen dann entbehrlich sind. Auch sei darauf hingewiesen, dass das
Multiplikationszeichen “-”, dhnlich wie im Falle von Gruppen, vielfach nicht
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ausgeschrieben wird. Schliefllich nennt man 0 das Nullelement und 1 das Fins-
element von K.

Als Nichstes wollen wir einige simple Rechenregeln fiir das Rechnen in
Koérpern K behandeln.

(1) 0a = a0 = 0 fiir a € K, denn es gilt
0=0a—0a = (0+0)a— 0a=0a+ 0a — 0a = Oa.
(2) (-1)a = —a fir a € K, denn
a+ (-a=1la+(-1)a=(1—-1)a=0a=0.

(3) (—a)b = a(=b) = —ab , (—a)(—b) = ab fir a,b € K; dies ergibt sich

unter Benutzung von (2).

(4) Fiir a,b € K folgt aus ab = 0 bereits a = 0 oder b = 0. Denn aus ab =0
mit a # 0 # b wiirde sich sonst als Widerspruch

l=abblat=00"1at=0

ergeben.

Man kann also in Korpern in etwa so rechnen, wie man dies von den ra-
tionalen oder reellen Zahlen her gewohnt ist. Doch sei schon an dieser Stelle
auf Unterschiede zum Vorbild vertrauter Zahlbereiche hingewiesen. Fiir eine
natiirliche Zahl n € N und ein Element a € K ist es iiblich, die n-fache Summe
von a mit sich selbst als n - a zu bezeichnen, wobei dann insbesondere n-a =0
fir n = 0 oder a = 0 gilt. Weiter setzt man n - a = (—n) - (—a) fiir negative
ganze Zahlen n. Es folgt jedoch aus n - a = 0 nicht notwendig n = 0 oder a = 0,
wie wir an konkreten Beispielen noch feststellen werden.

Unter Verwendung des Gruppenbegriffs lassen sich Korper in iibersichtlicher
Weise wie folgt charakterisieren:

Bemerkung 2. Die Bedingungen (i) - (x) in Definition 1 sind dquivalent zu
den folgenden Bedingungen:
(i) K ist eine abelsche Gruppe beziiglich der Addition.
(ii) K* = K — {0} ist eine abelsche Gruppe beziiglich der Multiplikation.
(iii) FEs gelten die Distributivgesetze (ix) aus Definition 1.

Beweis. Zunichst ist klar, dass die Bedingungen (i) - (iv) aus Definition 1 die-
jenigen einer kommutativen additiven Gruppe sind. Weiter folgt aus obiger Re-
gel (4), dass fiir einen Korper K die Teilmenge K™ = K —{0} abgeschlossen un-
ter der Multiplikation ist und dass mit einem Element ¢ € K* wegen a-a~! =1
auch dessen inverses o' zu K* gehort. Somit sieht man, dass K* eine abelsche
Gruppe beziiglich der Multiplikation ist, und es implizieren die Bedingungen
aus Definition 1 die Bedingungen von Bemerkung 2.

Seien nun umgekehrt die Bedingungen aus Bemerkung 2 erfiillt. Um hieraus
die Bedingungen von Definition 1 abzuleiten, braucht man lediglich zu wissen,
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dass in der Situation von Bemerkung 2 die Beziehung O0a = 0 = a0 fiir alle

a € K gilt. Diese kann man jedoch mit Hilfe der Distributivgesetze auf gleiche

Weise herleiten, wie wir dies bereits oben bei den Rechenregeln getan haben.
|

Ahnlich wie bei Gruppen hat man auch bei Kérpern den Begriff des Unter-
oder Teilkorpers.

Definition 3. Es sei K ein Kirper. Eine Teilmenge L C K heifit ein Teilkorper
von K, wenn gilt:
(i) a,be L= a+b,a-be L.
(i) 0,1 € L.
(ii) a € L= —a € L.
(iv)a€eL,a#0=a"'€L.

Es ist klar, dass eine Teilmenge L C K genau dann ein Teilkorper von K ist,
wenn Addition und Multiplikation auf K sich zu Verkniipfungen L x L — L
einschrinken und wenn L unter diesen Verkniipfungen selbst ein Korper ist.
Bekannte Beispiele fiir Korper sind die rationalen Zahlen Q und die reellen
Zahlen R, wobei Q ein Teilkorper von R ist. Ein Korper enthéilt mindestens
2 verschiedene Elemente, ndmlich das neutrale Element der Addition und das
neutrale Element der Multiplikation, also 0 und 1. Andererseits gibt es aber auch
einen Korper K, der aus genau 2 Elementen besteht. Man betrachte namlich
die Teilmenge {0,1} C Z und setze:

0+40=0, 0+1=1+0=1, 1+1=0,
0-0=0, 0-1=1-0=0, 1-1=1.

Eine Verifikation der Kérperaxiome zeigt, dass diese Verkniipfungen auf {0, 1} in
der Tat die Struktur eines Korpers definieren; man bezeichnet diesen meist mit
Fy. Natiirlich ist F5 kein Teilkorper von Q oder R, denn es gilt 2-1 =141 =0,
wobei 2 als natiirliche Zahl, nicht aber als Element von [, aufzufassen ist.

Als Néchstes wollen wir den kleinsten Teilkérper von R konstruieren, der
V2 enthilt, also diejenige positive reelle Zahl, die mit sich selbst multipliziert 2
ergibt. Dieser Korper wird iiblicherweise mit Q(v/2) bezeichnet. Zunéchst zeigen
wir:

Lemma 4. v/2 ¢ Q.

Beweis. Wir fithren den Beweis indirekt, also durch Widerspruch, und nehmen
V2 € Q an, etwa v/2 = p/q mit p,q € Z — {0}. Den Bruch p/q konnen wir
als gekiirzt annehmen. Insbesondere sind dann p und ¢ nicht beide durch 2
teilbar. Aus der Gleichung p?/q? = 2 ergibt sich p? = 2¢% und damit, dass p?
gerade ist. Da das Quadrat einer ungeraden Zahl stets ungerade ist, muss auch
p gerade sein, etwa p = 2p mit einem Element p € Z. Es folgt 2¢°> = 4p* bzw.
¢*> = 2p% und damit wie soeben, dass 2 ein Teiler von ¢ ist. Damit ist 2 sowohl
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ein Teiler von p wie auch von ¢. Dies hatten wir jedoch zuvor ausgeschlossen.
Die Annahme /2 € Q fiihrt daher zu einem Widerspruch, ist folglich nicht
haltbar, und es gilt v/2 & Q. O

Als Folgerung erhalten wir:

Lemma 5. Fir a,b € Q gilt
a+bvV2+#0<=a+0oderb#0.

Beweis. Die Implikation “==" ist trivial. Um die Umkehrung “<=" zu zeigen,
gehen wir wieder indirekt vor und nehmen an, es gidbe Zahlen a,b € Q mit
a+byv/2 =0, wobei a und b nicht beide verschwinden mégen. Dann folgt not-
wendig @ # 0 # b und somit v/2 = —ab~' € Q im Widerspruch zu Lemma 4.
O

Wir definieren nun Q(v/2) als Teilmenge von R durch
Q(V2) = {a+bV2; a,b e Q}.

Satz 6. Q(\/Q) st ein echter Teilkdrper von R, der wiederum Q als echten
Teilkorper enthdlt. Es ist @(\/2) der kleinste Teilkorper von R, der /2 enthilt.

Beweis. Zunchst soll gezeigt werden, dass Q(v/2) ein Teilkorper von R ist. Um
die Abgeschlossenheit von Q(y/2) unter der Addition und Multiplikation zu
zeigen, betrachte man Elemente a +bv/2, ' +b'v/2 € Q(v/2) mit a,b,d’, b € Z.
Dann folgt

(a+0V2) + (d +VV2) = (a+d)+ (b+V)V2 € Q(v2),
(a+bV2) - (d +VV2) = (ad +2b0') + (abl + a'b)V2 € Q(V?2),

d. h. Bedingung (i) aus Definition 3 ist erfiillt. Dasselbe gilt fiir Bedingung (ii),
denn 0 =0+0v2 € Q(v2) und 1 = 1+ 0v/2 € Q(v/2). Weiter ist mit a + bv/2
auch —(a+0v/2) = (—a) + (—b)v/2 als inverses Element beziiglich der Addition

in Q(v/2) enthalten, so dass auch Bedingung (iii) aus Definition 3 erfiillt ist.
Etwas schwieriger ist Bedingung (iv) aus Definition 3 nachzuweisen. Sei
a+bv2 e Q(\/Q) von Null verschieden, also a # 0 oder b # 0 nach Lemma 5.

Dann gilt a — by/2 # 0, ebenfalls nach Lemma 5, und wir kénnen schreiben:
1 a—byv2 B a b V2

€ Q(V2).

a+by2  a:—202  a%—202 a—2b>

Insgesamt ergibt sich, dass Q(v/2) ein Teilkérper von R ist, und zwar ein echter
Teilkorper, da beispielsweise v/3 nicht zu Q(v/2) gehort. Letzteres zeigt man,
indem man #hnlich argumentiert wie im Beweis zu Lemma 4. Im Ubrigen enthélt
Q(v/2) den Korper der rationalen Zahlen als echten Teilkorper wegen v/2 ¢ Q.
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Es bleibt noch zu zeigen, dass Q(v/2) der kleinste Teilkérper von R ist,
der v/2 enthilt. Ist zuniichst K ein beliebiger Teilkérper von R, so enthilt K
notwendig alle Elemente der Form n - 1 mit n € Z, es gilt also Z C K. Dann
muss K aber auch alle Briiche der Form p/q mit p,q € Z, ¢ # 0, und damit Q
enthalten. Folglich ist Q der kleinste Teilkorper von R. Gilt nun v/2 € K, so
enthélt K notwendig auch alle Ausdriicke der Form a + bv/2 mit a,b € Q und
damit Q(v/2). Also ist Q(v/2) der (eindeutig bestimmte) kleinste Teilkorper von
R, der v/2 enthilt. O

Als Niéchstes wollen wir von dem Koérper R der reellen Zahlen ausgehen und
diesen zum Korper C der komplexen Zahlen erweitern. Man setze

C:=RxR={(a,d); a,a € R}
und definiere Addition bzw. Multiplikation auf C durch
(a,a") + (b,V) = (a+ b,d' + V),
(a,a’) - (b,V) := (ab—a'V/,ab + a'b).
Man priift leicht nach, dass C mit diesen Verkniipfungen einen Korper bildet.
Dabei ist Oc = (0,0) das Nullelement sowie —(a,a’) = (—a, —a’) das inverse
Element beziiglich der Addition zu (a,a’) € C. Weiter ist 1¢ = (1,0) das Eins-

element von C, und das inverse Element beziiglich der Multiplikation zu einem
Element (a,a’) # Oc wird gegeben durch

!
(a,d )™ = “@ ¢
’ a2 +a? a2+ a?

Exemplarisch wollen wir das Assoziativgesetz der Multiplikation nachweisen.
Fir (a,d), (b,0), (¢, ) € C rechnet man
((a,a)(b,b))(c,¢) = (ab—a't',ab + a'b)(c, )
= (abc — d'V'c — ab'd — a'bc,abc’ — a'b/'c’ + al'c + a'be)
sowie
(a,a")((b,¥)(c,c)) = (a,a’)(bc = V¢, bc’ + b'e)
= (abc — ab'd — a'bd — d'Ve,abd’ + ab'c + a'bc — a'b'c),
d. h. es gilt
((a,a")(b,6")(c,d) = (a,a)((b,¥)(c, ).
Man stellt weiter fest, dass die Elemente der Form (a, 0) einen Teilkérper K C C
bilden. Es gilt ndmlich O¢, 1¢ € K sowie fiir (a,0), (b,0) € K
(a,0) + (b,0) = (a+b,0) € K,
(@,0)-(b,0) = (a-0,0) € K,
—(a,0) = (—a,0) €
(a,0)' = (a7t )EK falls a # 0.
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Man kann nun durch a — (a,0) eine natiirliche Identifikation zwischen den
Elementen von R und denen von K erkléren. Da diese Identifikation auch die
Korperstrukturen von R bzw. K respektiert, lasst sich R sogar als Koérper mit
dem Teilkérper K C C identifizieren. Somit kénnen wir nun R als Teilkérper
von C auffassen und brauchen nicht mehr zwischen dem Null- bzw. Einselement
in R und C zu unterscheiden.

Ublicherweise bezeichnet man das Element (0,1) € C als komplexe Zahl i;
diese besitzt die Eigenschaft i2 = —1, ist also zu interpretieren als Quadratwur-
zel aus —1. Komplexe Zahlen z = (a, a’) lassen sich sodann in der Form

z=(a,0)+ (0,a’) = (a,0) + (a’,0) - (0,1) = a+a'i

schreiben. Dabei wird a als Realteil und o' als Imagindrteil von z bezeichnet.
Es gelten die Formeln

(a+0b)+ (a" + )i,
(ab—ad't') + (ab' + a'b)i,

= —qa—da'i,

(a+ai)+ b+
(a+at)- (b+ b
—(a+di

):
):
)

r\—1 a a :
(a + a'i) :a2+a/2_a2—0—a’QZ’

letztere unter der Voraussetzung a + a’i # 0, also a # 0 oder a’ # 0.

Als Beispiel fiir das Rechnen in Koérpern wollen wir schliefllich noch die
binomische Formel herleiten. Sei also K ein beliebiger Korper. Fiir ¢« € K und
n € N definiert man {iblicherweise a" als das n-fache Produkt von a mit sich
selbst. Dabei ist a® das leere Produkt, also a® = 1. Auerdem kann man ¢
fir a # 0 durch (a=1)" erkliren, so dass dann a™ fiir ganzzahlige Exponenten
n definiert ist. Fiir das Rechnen mit solchen Potenzen gelten die gewthnlichen
Potenzgesetze.

Seien a,b € K, und sei n € N eine natiirliche Zahl. Zur Berechnung von
(a+ b)™ wihlen wir zunéchst eine kombinatorische Methode. Hierzu stellen wir
uns (a + b)" als n-faches Produkt vor:

(@+b)"=(a+b)-...-(a+Db)

Die rechte Seite kann man unter sukzessiver Benutzung der Distributivgesetze
ausrechnen, indem man aus jeder Klammer einen Summanden auswihlt (al-
so jeweils a oder b), das Produkt iiber die ausgewéhlten Elemente bildet und
schliefllich alle Produkte dieses Typs zu verschiedenen Wahlen summiert. Somit
folgt

(a+b)"=> a(i)a" "V,
i=0
wobei «(i) gleich der Anzahl der Moglichkeiten ist, den Summanden b genau
t-mal aus den n Klammern (a + b) auszuwéhlen, mit anderen Worten, gleich
der Anzahl der i-elementigen Teilmengen in {1,...,n}. Will man ¢ Elemente in
{1,...,n} auswihlen, so gibt es fiir das erste Element n Wahlmoglichkeiten, fiir
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das zweite n — 1 und so weiter, schliefllich fiir das i-te Element noch n —i + 1
Moglichkeiten. Insgesamt haben wir daher

nn—1)...(n—i+1)

Moglichkeiten fiir diesen Auswahlprozess. Nun ist aber zu beriicksichtigen, dass
eine i-elementige Teilmenge {¢1,...,¢;} von {1,...,n}, die in einem solchen Pro-
zess konstruiert wird, nicht davon abhéngt, in welcher Reihenfolge die Elemente
t1,...,t; ausgewéhlt werden. Wir miissen daher die obige Anzahl noch durch
die Anzahl der Moglichkeiten dividieren, die Elemente ¢4, ..., ¢; in ihrer Reihen-
folge zu vertauschen, also durch die Anzahl der bijektiven Selbstabbildungen
m: {1,...,i1} — {1,...,i}. Will man eine solche Abbildung 7 definieren, so
hat man zur Festsetzung von (1) zunéchst ¢ Moglichkeiten, fiir 7(2) noch i —1
Moglichkeiten usw. Die Anzahl der bijektiven Selbstabbildungen von {1,...,:}
ist deshalb i! = 1-...- 4, und es ergibt sich

nn—1)...(n—i+1)
1-2....1 ’

a(i) =
wobei man hierfiir auch (’;) schreibt, also

—1)...(n—i+1 !
my et ) o i
i 1-2-...-14 il(n —i)!
In den Extremfillen ¢ = 0 bzw. i = n erweist sich unsere Konvention beziiglich
leerer Produkte als sinnvoll, es gilt 0! = 1 sowie (6‘) =1= (Z) und insbesondere

(7) = 1. Insgesamt folgt die bekannte binomische Formel

wror =3 (e

=0

Die Koeffizienten (?) € N werden als Binomialkoeffizienten bezeichnet.

Wir wollen noch einen préziseren Beweis fiir diese Formel geben, wobei wir
die Gelegenheit nutzen, um das Prinzip der vollstindigen Induktion zu erkliren.
Wenn man zeigen will, dass eine Aussage A(n) fiir alle natiirlichen Zahlen n € N
giiltig ist, so geniigt es nach diesem Prinzip, Folgendes zu zeigen:

(1) Es gilt A(0) (Induktionsanfang).

(2) Fiir beliebiges n € N kann man aus der Giiltigkeit von A(n) (Induktions-
voraussetzung) auf die Giiltigkeit von A(n + 1) schlieflen (Induktionsschluss).

Natiirlich kann man die vollstdndige Induktion statt bei n = 0 auch bei
einer anderen Zahl n = ny € N oder sogar bei einer Zahl n = ny € Z beginnen.
Fithrt man den Induktionsschluss dann fiir ganze Zahlen n > ng durch, so ergibt
sich die Giiltigkeit von A(n) fiir alle ganzen Zahlen n > ng. Als Variante dieses
Prinzips darf man beim Induktionsschluss zum Nachweis von A(n+1) zusitzlich
benutzen, dass die Aussage A(m) bereits fiir alle m mit ng < m < n gilt, wobei
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der Induktionsanfang wiederum bei n = ng liegen moge. In unserem Fall soll
die Aussage A(n) aus zwei Teilen bestehen und fiir n € N wie folgt lauten:

2

@iy =3 (Mo

=0

<7?)€N fir 0<i<m,

die Binomialkoeffizienten (7;) sind dabei wie oben durch

(n)_n(nl)...(niJrl) n!

i 1.2 i ~il(n — i)

gegeben. Der Induktionsanfang bei n = 0 ist leicht durchzufiihren; denn man

hat (O) =1 € Nund (a+b)° = 1 = (a0, d. h. A(0) ist richtig. Zum

Induktionsschluss betrachten wir ein beliebiges n € N und nehmen an, dass
A(n) richtig ist. Dann konnen wir wie folgt rechnen:

(a+b)"" = (a+0b)(a+Db)" = (a+D) Z <7Z) b

Z <n) an iy i (“) A" =iyt
- 2 . 7
i=0 =0
n n n—1 n
_ . n+l n+l—izri n—igi+1 n+1
a3 (e X (T)a
i=1 =0
— gt i ) 1=y +i: ) gt gt
i=1 ¢ i=1 i—1

_ ntl & n n nl—ipi | pntl
o3| (0)+ (L)

Nun hat man aber fir 1 <i<n

C) + (z . 1) - z‘!(nnl i - 1)!(Z!fi+ 1)!

nln—i+1)+nli  nl(n+1)

in—i+1)! dl(n—i+1)
~ (n+1) 1
Sl 1—4) N\ i )]

so dass sich wie gewiinscht

n+1
1 -
((l + b)n+1 — § <n+ >an+1zbz
(3

=0
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ergibt. Auflerdem folgt aus (7.1), (:1) € N, dass auch ("J,rl) eine natiirliche Zahl

K3 1

ist. Die binomische Formel ist daher per Induktion bewiesen.

Aufgaben

1.

Es sei K eine endliche Menge mit zwei Verkniipfungen “+” und “”, welche den
Bedingungen (i) — (x) von Definition 1 geniigen, wobei jedoch die Bedingung (vii)
ersetzt sei durch

(vit') Fiir a,b € K — {0} gilt ab € K — {0}.

Man zeige, dass K ein Korper ist.

. Es sei K ein endlicher Korper. Fiir n € N und a € K bezeichne na=a+...+a

die n-fache Summe von a mit sich selber.
(i) Es existiert ein n € N — {0}, so dass na = 0 fiir alle a € K gilt.
(i1) W&hlt man n wie vorstehend minimal, so ist n eine Primzahl, die so ge-
nannte Charakteristik von K.

. Man betrachte fir n € N — {0} die Menge R,, aus Abschnitt 1.2, Aufgabe 8 mit

der dort erklérten Addition, welche auf R, die Struktur einer additiven abelschen
Gruppe definiert. Man zeige:
(i) Auf R, ldsst sich in eindeutiger Weise eine Multiplikation erkldren, so dass
alle Bedingungen von Definition 1, mit eventueller Ausnahme von (vii)
erfiillt sind.

(i) Ist p eine Primzahl, so ist R, sogar ein Korper; dieser wird auch mit F,
bezeichnet.

. Man konstruiere einen Kérper mit 4 Elementen.
. Man weise nach, dass v/3 nicht zu Q(v/2) gehért.

. Man bestimme den kleinsten Teilkérper von C, welcher die komplexe Zahl ¢

enthélt.

. Fiir eine Aussage A(n), die fiir n € N definiert ist, betrachte man folgende Be-

dingungen:

(i) A(0) ist wahr.

(i) Fiir alle n € N gilt: Ist A(n) wahr, so auch A(n + 1).

(iii) Fiir alle n € N gilt: Ist A(¢) fiir alle ¢ € N mit ¢ < n wahr, so auch A(n + 1).
Man zeige mittels eines formalen Schlusses, dass das Induktionsprinzip, welches

die Bedingungen (i) und (ii) umfasst, dquivalent zu demjenigen ist, das die Be-
dingungen (i) und (iii) umfasst.
Es sei A(m,n) eine Aussage, die fiir m,n € N erkliirt sei. Die folgenden Aussagen
seien wahr:

(i) A(0,0)

(i) A(i,j) = A(i + 1,7) fiir i, j € N.

(iil) A(i,j) = A(i,j + 1) fiir i, j € N.
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Man zeige, dass dann A(i, j) fiir alle 4,7 € N wahr ist (Prinzip der Doppelinduk-
tion). Lassen sich die Bedingungen (ii) bzw. (iii) noch abschwichen?

9. Fiir n € N und Elemente ¢ # 1 eines Korpers K leite man die Formel fiir die
geometrische Reihe her:
n
. 1— q
T
Zq 1=
=0

10. Man beweise fiir k,n e Nmit n >k >1:

S0

11. Fiir k,n € N zeige man, dass die Menge {(a1,...,a,) € N"; a1 + ...+ ay, = k}

genau
k+n—1
n—1

n+1

q

Elemente besitzt.

1.4 Vektorraume

Wir wollen nun die eingangs angedeutete Vektorrechnung auf eine axiomatische
Grundlage stellen, indem wir Vektorrdume iiber Kérpern betrachten. Vektoren
werden wir im Folgenden stets mit lateinischen Buchstaben a,b, ¢, ... bezeich-
nen, Skalare aus dem zugehorigen Koérper dagegen mit griechischen Buchstaben

O[7/67’Y7"'

Definition 1. Es sei K ein Korper. Ein K-Vektorraum ist eine Menge V' mit
einer inneren Verknipfung V x V. — V| (a,b) — a + b, genannt Addition,
und einer duferen Verkniipfung K x V. — V| genannt skalare Multiplikation,
so dass gilt:

(1) V st eine abelsche Gruppe beziiglich der Addition “+”.

i) (a+p)-a=a-a+pF-a, a-(a+b)=a-a+a-b firale o, €K,
a,b €V, d h. Addition und Multiplikation verhalten sich distributiv.

(i) (- f)-a =a-(B-a) firale o, € K, a € V, d. h. die skalare
Multiplikation ist assoziativ.

(iv) 1-a = a fir das Einselement 1 € K und alle a € V.

Elemente eines Vektorraums werden auch als Vektoren bezeichnet. Wie je-
de Gruppe enthélt ein K-Vektorraum mindestens ein Element, ndmlich den
Nullvektor 0 als neutrales Element. Andererseits kann man eine einelementige
Menge V' = {0} stets zu einem K-Vektorraum machen, indem man 0+ 0 =0
und -0 = 0 fiir € K definiert. Man nennt V' dann den Nullraum und
schreibt in suggestiver Weise V' = 0, wobei man streng genommen zwischen
0 als Nullelement und 0 als Nullraum zu unterscheiden hat. Ist L ein Kérper
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und K ein Teilkorper, so kann man L stets als K-Vektorraum auffassen. Als
Vektorraumaddition auf L nehme man die gegebene Koérperaddition und als ska-
lare Multiplikation K x L — L die Einschrankung der Korpermultiplikation
L x L — L. Insbesondere ist C auf diese Weise ein Vektorraum iiber Q, Q(v/2)
oder R. Im Ubrigen ist jeder Kérper K ein Vektorraum iiber sich selbst.

Fiir das Rechnen mit Vektoren gelten die gewohnlichen Rechenregeln, die
wir im Folgenden auflisten. Dabei haben wir an dieser Stelle der Deutlichkeit
halber O fiir das Nullelement von K und 0y fiir den Nullvektor in V' geschrie-
ben, eine Unterscheidung, die wir im Weiteren allerdings nicht mehr machen
werden.

(1) @- 0y = 0y fiir alle a € K.

(2) 0g -a=0y firalleae V.
B)(—a)-a=a-(—a)=—-a-afiralleae K,a V.

(4) Aus a-a = Oy fiir « € K und a € V folgt bereits a = 0k oder a = Oy.

Die Regeln (1) - (3) beweist man genauso wie die entsprechenden Regeln fiir
das Rechnen in Korpern. Gleiches gilt fiir (4), wobei wir hier die Argumentation
noch einmal ausfithren wollen. Gilt nédmlich a - a = 0 mit o # 0, so ergibt sich

ca)ra=a - (a-a)=at 0y =0y.

Als weitere Regeln fiihren wir noch die allgemeinen Distributivgesetze auf; es
seien a, ay, B; € K sowie a,a; € V firi=1,...,n.

n n
- Z a; = Z aa;
i=1 i=1
n n
(Zai) ca= Zaia
i=1 i=1

n

Zn: o;a; + 2”: Gia; = Z(ai + Bi)a;
-1 i—1

i=1

Definition 2. Es sei V' ein K-Vektorraum. Fine Teilmenge U C V heif§t ein
K-Untervektorraum oder linearer Unterraum von V|, wenn gilt:
(i) U #£0
(ii) a,be U= a+beU
(ili) e K,aeU=aacU

Fiir einen Vektor a € V ist
K-a:={aa; a € K}

stets ein linearer Unterraum von V. In Falle a # 0 kann man hier von einer “Ge-
raden” sprechen, fiir a = 0 ist K - a der Nullraum. Jeder Vektorraum enthélt
folglich den Nullraum und sich selbst als lineare Unterrdume. Fassen wir weiter
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etwa C als Q-Vektorraum auf, so erkennt man R und Q(v/2) als lineare Un-
terrdume. Im Ubrigen ist die Bezeichnung K-Untervektorraum in Definition 2
gerechtfertigt, denn es gilt:

Bemerkung 3. Fine Teilmenge U eines K-Vektorraumes V ist genau dann ein
K- Untervektorraum, wenn U abgeschlossen unter der Addition und der skalaren
Multiplikation mit Elementen aus K ist, und wenn U mit diesen Verkniipfungen
selbst ein K- Vektorraum ist.

Beweis. Die behauptete Aquivalenz ist in einfacher Weise zu verifizieren. Wir
wollen hier nur zeigen, dass jeder lineare Unterraum U C V die in Bemerkung 3
genannten Bedingungen erfiillt. Sei also U C V wie in Definition 2. Zunéchst
besagen die Bedingungen (ii) und (iii), dass U abgeschlossen unter der Addition
und der skalaren Multiplikation ist. Weiter iibertragen sich allgemeine Eigen-
schaften der Verkniipfungen wie Assoziativitiat, Kommutativitéit, Distributivitat
usw. in direkter Weise von V' auf U. Nach Voraussetzung gilt U # ). Es enthélt
U daher ein Element a. Dann gehort auch —a = (—1)a zu U und damit der
Nullvektor 0 = a — a. Also ist klar, dass U eine additive Untergruppe von V'
und insgesamt mit den von V induzierten Verkniipfungen ein K-Vektorraum
ist. |

Als wichtigstes Beispiel eines Vektorraums iiber einem Kérper K wollen wir
das n-fache kartesische Produkt

Kn:{(alv"'van); OliEKfﬁl“iZI.,...,n}
betrachten, wobei n € N sei. Die Addition K™ x K™ — K™ werde erklart durch

(alw-wan)_"(ﬂl:“wﬂn) = (al+ﬁl7“-7an+ﬂn)7
sowie die skalare Multiplikation K x K" — K™ durch
a (g, an) = (@ ap,...,a-q).

Das n-Tupel (0,...,0) € K™ definiert dann den Nullvektor in K", den wir
iiblicherweise wieder mit 0 bezeichnen, und es ist (—as, ..., —«,) das inverse
Element beztiglich der Addition zu einem Element (o, ..., a;,) € K™ Im Falle
n = 0 ist K™ als einelementige Menge anzusehen, welche nur aus dem leeren
Tupel besteht; K ist somit der Nullraum. Weiter ldsst sich K™ fiir m < n in
kanonischer® Weise als linearer Unterraum von K" auffassen, indem man die
Elemente (aq,...,a,,) € K™ mit denen des Typs (a,...,am,0,...,0) € K"
identifiziert.

Anschaulich kénnen wir den Vektorraum K™ fiir K = R und n = 2 als Mo-
dell einer Ebene und fiir n = 3 als Modell des gewohnlichen dreidimensionalen

3 Die Bezeichnung “kanonisch” werden wir im Folgenden noch hiufiger verwenden. Wir
meinen hiermit eine Moglichkeit, die sich in nahe liegender Weise als die einfachste Losung
anbietet.
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Raumes anschen. Als Untervektorriume der Ebene R? gibt es, wie wir noch
sehen werden, aufler den trivialen linearen Unterrdumen 0 und R? lediglich die
Geraden des Typs Ra zu von Null verschiedenen Vektoren a € R2.

Die obige Konstruktion des Vektorraums K™ ldsst sich allgemeiner fiir einen
K-Vektorraum W anstelle von K durchfiihren. Man erhilt dann das n-fache
kartesische Produkt W von W als K-Vektorraum mit komponentenweiser Ad-
dition und skalarer Multiplikation. Dariiber hinaus kann man fiir eine beliebige
Familie von K-Vektorrdaumen (V;);e; das kartesische Produkt V' = [[.., V; als
K-Vektorraum auffassen, wiederum mit komponentenweisen Verkniipfungen,
indem man also fiir &« € K und (v;)ez, (V)i € V setzt:

(vi)ier + (V})ier = (vi + V)ier, a - (V)ier = (- v3)er.

Viele interessante Vektorrdume sind als Ré&ume von Abbildungen oder Funk-
tionen zu sehen. Sei etwa K ein Korper und X eine Menge. Dann bildet die
Menge V' = Abb(X, K) aller Abbildungen von X nach K auf natiirliche Weise
einen K-Vektorraum. Man erkldre ndmlich die Summe zweier Elemente f,g € V
als Abbildung

frgiX —K  av— [()+g(),

sowie das skalare Produkt eines Elementes a@ € K mit einem Element f € V
durch
af: X — K, x— af(x).

Es ist leicht nachzurechnen, dass V' mit diesen Verkniipfungen einen K-Vektor-
raum bildet, den so genannten Vektorraum der K-wertigen Funktionen auf X
(der im Ubrigen mit dem kartesischen Produkt K iibereinstimmt, dessen Fak-
toren K durch die Elemente der Menge X parametrisiert werden). Die Nullab-
bildung

0: X — K, z+—0

ist das Nullelement, und das negative Element zu einem f € V wird gegeben
durch
[ X — K,z —(f(2))

Setzt man beispielsweise X = R und X = {a € R;0 < a < 1}, so ist
V = Abb(X,R) der R-Vektorraum aller reellwertigen Funktionen auf dem
Einheitsintervall in R. Lineare Unterrdume werden gebildet von den stetigen
Funktionen, den differenzierbaren Funktionen bzw. von den Polynomen.

Im Folgenden sei K stets ein Korper. Wir wollen uns etwas genauer mit dem
Problem der Konstruktion von linearen Unterrdumen in einem K-Vektorraum
V' beschéftigen.

Lemma 4. Es sei V' ein K-Vektorraum und (U;);er eine Familie von linearen
Unterrdumen. Dann ist U = (,c; U; ebenfalls ein linearer Unterraum von V.

Beweis. Um zu sehen, dass U ein linearer Unterraum von V ist, verifizieren wir
die Bedingungen von Definition 2. Aus 0 € U; fiir alle ¢ folgt 0 € U. Seien nun
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a € K und a,b € U. Dann ergibt sich a,b € U; fiir alle 4, also a + b, aa € Uj;
und somit a+b, aa € U. Folglich erfiillt U die definierenden Eigenschaften eines
linearen Unterraums von V. ]

Satz und Definition 5. Es sei V ein K-Vektorraum und A C V eine Teil-
menge. Dann ist

(A) = {Zaiai; reNoeK,aqeAfiri=1,...,r}

i=1

ein linearer Unterraum von V', und dieser stimmt diberein mit dem linearen

Unterraum
Ucv,
AcU

den man gemdjfs Lemma 4 erhdlt, wenn man den Durchschnitt iber alle linearen
Unterrdume U in V bildet, die A enthalten.

Folglich ist (A) der kleinste lineare Unterraum in V', der A enthdilt, was
bedeutet, dass jeder lineare Unterraum U C V', der A enthdlt, auch bereits (A)
enthalten muss. Man nennt (A) den von A in V erzeugten linearen Unterraum
oder auch die lineare Hiille von A in V.

In dhnlicher Weise definiert man fiir eine Familie 20 = (a;);e; von Elementen
aus V' den von 2 erzeugten linearen Unterraum () C V' durch () = (A) mit
A = {a;;i € IT}. Aus der Definition und obigem Satz ergeben sich in direkter
Weise die folgenden elementaren Eigenschaften fiir erzeugte lineare Unterrdume
in einem Vektorraum V:

(1) @) =0
(2) A C (A) fiir eine Teilmenge A C V.
(3) (U) = U fiir einen linearen Unterraum U C V.

(4) AC B= (4) C (B) und A C (B) = (A) C (B) fiir Teilmengen
ABCV.

Nun zum Beweis von Satz 5. Wir zeigen zunéchst, dass (A) ein linearer
Unterraum von V ist. Es gilt (A4) # 0, denn der Nullvektor 0 lasst sich als
leere Summe Z?:1 a;a; schreiben (oder fiir A # () auch als entsprechende echte
Summe mit Koeffizienten a; = 0), gehort also zu (A). Seien weiter o € K sowie

a = ioziai, b= iﬂjbj
i=1 j=1

Elemente von (A). Dann folgt

aa = Z(aai)ai € (A)
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sowie
T s r+s
a+b= Zaiai—i-z:ﬁjbj = Zaiai € (A),
i=1 j=1 i=1
wenn wir a,4; = f; und a,4; = b; fur j = 1,..., s setzen. Somit ist (A) ein

linearer Unterraum von V.

Ist U ein beliebiger linearer Unterraum von V', der A enthilt, so muss U
aufgrund der definierenden Eigenschaften eines linearen Unterraums auch alle
Linearkombinationen Z::I o;a; mit Elementen aq, . . ., a, € A und Koeffizienten
a1,..., o, € K enthalten. Somit ergibt sich (A) C U und damit (A) C (-, U.
Andererseits schlieBt man aus der Gleichung ¢ = 1-a fiir @ € A natiirlich
A C (A), so dass auch (A) zu der Menge aller lincaren Unterrdume U C V
gehort, die A enthalten. Insbesondere ergibt sich (A) = (1, U, und man
erkennt (A) als kleinsten linearen Unterraum von V', der A enthiilt. ]

Definition 6. Es sei V ein K-Vektorraum. Fine Familie A = (a;)ier von
Elementen aus V heifst ein Erzeugendensystem von V', wenn jedes a € V eine
Darstellung a = Ziel aza; mit Koeffizienten o; € K besitzt, wobei a; = 0
fiir fast alle i € I gilt, d. h. fir alle i € I, bis auf endlich viele Ausnahmen.
Mit anderen Worten, 2 ist ein Erzeugendensystem von V, wenn V = () gilt.
Weiter nennt man V' endlich erzeugt, wenn V' ein endliches Erzeugendensystem
ai,...,a, besitzt.

Jeder K-Vektorraum V besitzt ein Erzeugendensystem, denn es gilt bei-
spielsweise (V') = V. Weiter gilt:

V = (1) fir V = Q als Q-Vektorraum,

V = (1,V2) fiir V = Q(v/2) als Q-Vektorraum,
V = (1,4) fiir V = C als R-Vektorraum,

V ={ey,...,e,) fiir V= K" als K-Vektorraum.

Dabei sei ¢; € K™ fiir i = 1,...,n der i-te Einheitsvektor, also
e;i=(0,...,0,1,0,...,0),
wobei die 1 genau an der i-ten Stelle steht. Auf prézisere Weise kénnen wir
e = (014, -+, Ong)

schreiben mit

1 firh=1
Opi = 5
0 sonst

Op; ist das so genannte Kronecker-Symbol.
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Aufgaben

K sei stets ein Korper.

1. Es sei V' ein K-Vektorraum und U C V ein linearer Unterraum. Fiir welche
Elemente a € V ist a + U := {a 4+ u; u € U} wiederum ein linearer Unterraum
von V7?7

2. Es sei V ein K-Vektorraum und 2 = (A;);es eine Familie von Teilmengen von
V. Die Familie 2 moge folgende Bedingung erfiillen: Zu je zwei Indizes 4,5 € 1
existiert stets ein Index k£ € I mit A; U A; C Ay. Man zeige

(U4 = .

iel iel
Gilt diese Beziehung auch ohne die Voraussetzung an die Familie 2?

3. Es sei V ein endlich erzeugter K-Vektorraum. Dann l&sst sich jedes beliebige
Erzeugendensystem von V' zu einem endlichen Erzeugendensystem verkleinern.

4. Essei K Teilkorper eines Korpers L und V ein L-Vektorraum. Ist dann x4, ..., z,
ein Erzeugendensystem von V' als L-Vektorraum und g, ..., o, ein Erzeugen-
densystem von L, aufgefasst als K-Vektorraum, so bilden die Produkte a;x; mit
i=1,...,mund j =1,...,n ein Erzeugendensystem von V als K-Vektorraum.

5. Es seien x,y € R? Punkte, die nicht gemeinsam auf einer Geraden durch den
Nullpunkt 0 € R? liegen, d. h. es gelte 2 # 0 # y sowie axz # Py fiir alle
a,( € R*. Man zeige, dass x,y bereits ein Erzeugendensystem von R? bilden.
Gilt eine entsprechende Aussage auch, wenn man R durch einen beliebigen Kérper
K ersetzt?

6. Man betrachte das kartesische Produkt QN = [Licn Q als Q-Vektorraum. Kann
dieser Vektorraum ein abzéhlbares Erzeugendensystem besitzen, d. h. ein Erzeu-
gendensystem des Typs (z;)ien?

1.5 Linear unabhingige Systeme und Basen von Vektor-
riumen

Sind ay, . .., a, Vektoren eines K-Vektorraums V', so sagt man, wie bereits in den
Vorbemerkungen erwéhnt, a,, hdnge linear von aq, . .., a,_1 ab, wenn es Koeffizi-
enten aq,...,a,_1 € K mit a, = Z;:ll a,a; gibt, wenn also a, € (ay,...,an_1)
gilt. Man sagt in diesem Falle auch, a,, lasse sich aus den Vektoren a4, ..., a,_1
linear kombinieren oder a,, sei eine Linearkombination von aq,...,a,_1. Wenn
man fiir ein System von Vektoren ay, ..., a, weil}, dass irgendeiner dieser Vek-
toren von den iibrigen linear abhéngt, so bezeichnet man das System gemeinhin
als linear abhdngig. (System ist hier im Sinne von Familie gemeint; das Sys-
tem der ay, . .., a, wire préziser als Familie (a;);=1._, zu notieren.) Andererseits
heifit das System der ay, ..., a, linear unabhingig, wenn keiner dieser Vektoren
von den iibrigen linear abhéngt. Der Begriff der linearen Abhéngigkeit bzw.
Unabhéngigkeit von Vektoren ist in der Linearen Algebra von fundamentaler
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Wichtigkeit. Fiir eine formelméfiige Handhabung dieses Begriffes ist folgende
(dquivalente) Definition besonders geeignet, auf die wir uns im Weiteren stets
stiitzen werden.

Definition 1. FEin System wvon Vektoren ai,...,a, eines K-Vektorraums V
heiffit linear unabhéngig, wenn aus einer Gleichung Y | c;a; = 0 mit Koeffi-
zienten aq, . ..,a, € K notwendig aq = ... = o, = 0 folgt, wenn sich also der
Nullvektor 0 € V nur in trivialer Weise als Linearkombination der Vektoren
ai, ..., ay, darstellen lisst. Ist diese Bedingung nicht gegeben, so bezeichnet man
das System ay, ... ,a, als linear abhingig.

Ein System von Vektoren a4, ...,a, ist also genau dann linear abhéngig,
wenn es Koeffizienten aq,...,q, € K mit Z?Zl a;a; = 0 gibt, wobei die «;
nicht sédmtlich verschwinden. Dies ist dquivalent zu der bereits oben erw#hn-
ten Bedingung, dass einer der Vektoren ay,...,a, eine Linearkombination der
restlichen ist, denn die Gleichung " | a;a; = 0 ist fiir oy, # 0 équivalent zu
ajy = — Z#io ai_oloziai . Beispielsweise bildet der Nullvektor 0 € V' ein linear
abhéngiges System, aber auch jedes System von Vektoren, in dem einer der Vek-
toren mehrfach vorkommt, ist linear abhéingig. Dagegen ist ein System, welches
aus genau einem Vektor a # 0 besteht, stets linear unabhingig. Ahnlich wie
bei der Konvention der leeren Summe betrachtet man Systeme von Vektoren
ai,...,a, auch im Falle n = 0 und meint damit dann das leere System. Auch
das leere System erkennt man in nahe liegender Weise als linear unabhéngig.

Um die Sprache zu vereinfachen, erwdhnt man in der Situation von Defini-
tion 1 meist nur die zu betrachtenden Vektoren a4, ..., a,, ohne besonders dar-
auf hinzuweisen, dass das System dieser Vektoren gemeint ist. So sagt man etwa
in unpréaziser Ausdrucksweise, die Vektoren ay, ..., a, seien linear unabhéngig,
womit man natiirlich nicht meint, dass jeder der Vektoren a; fiir sich genommen
ein linear unabhéngiges System bildet (was lediglich a; # 0 bedeuten wiirde),
sondern dass das System (a;);=1.., linear unabhéngig ist.

Mit 1.3/5 sehen wir beispielsweise, dass die Elemente 1, /2 € Q(v/2) ein li-
near unabhingiges System bilden, wenn wir Q(v/2) als Q-Vektorraum auffassen.
Entsprechendes gilt fiir die Elemente 1,7 in C als R-Vektorraum. Wichtig ist
auch, dass fiir n € N die “Einheitsvektoren” e,...,e, € K™ ein linear un-
abhéngiges System bilden. Denn fir aq, ..., «, € K gilt

”
Zaiei = (a1,..., ),
i1

also verschwindet diese Summe genau dann, wenn das Element (ay,...,aq,)
verschwindet, d. h. wenn o; =0 fiir i = 1,...,n gilt.

Wir haben die lineare Abhingigkeit bzw. Unabhéngigkeit in Definition 1
der Einfachheit halber nur fiir endliche Systeme von Vektoren formuliert. Die
Begriffe iibertragen sich aber in nahe liegender Weise auf beliebige Systeme
(@i)ier, wenn man vereinbart, dass eine Linearkombination der a; ein Ausdruck
der Form Zie] a;a; mit Koeffizienten a; € K ist, wobei die «; fiir fast alle
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i € I verschwinden, d. h. fiir alle ¢ € I bis auf endlich viele Ausnahmen. Eine
solche Linearkombination ist daher in Wahrheit eine endliche Linearkombina-
tion, stellt also ein Element in V' dar. Man bezeichnet ein System (a;);e; von
Vektoren aus V als linear unabhingig, wenn aus dem Verschwinden einer Li-
nearkombination der a;, also einer Gleichung ), ; a;a; = 0, notwendig a; = 0
fiir alle ¢ € I folgt. Das System (a;);er ist daher genau dann linear unabhéngig,
wenn jedes endliche Teilsystem von (a;);e; linear unabhéngig im Sinne von De-
finition 1 ist. Entsprechend ist (a;);e; genau dann linear abhiingig, wenn es ein
endliches Teilsystem gibt, welches linear abhéngig im Sinne von Definition 1 ist.

Satz 2. Es seien aq,...,a, Vektoren eines K-Vektorraums V. Dann ist dqui-
valent:

(i) Die Vektoren ay, ..., a, sind linear unabhingig.

(ii) Ist a =Y. | a;a; eine Darstellung eines Elementes a € (a1, ..., a,) mit
Koeffizienten aq, ..., a, € K, so sind diese eindeutig durch a bestimmt.

Beweis. Wir nehmen zunichst Bedingung (i) als gegeben an. Sind dann

n n
a= g oa; = g ala;
=1 =1

zwei Darstellungen von a als Linearkombination der a;, so ist Y ', (o — &})a;
eine Linearkombination, die den Nullvektor 0 darstellt. Mit (i) folgt oy —a, = 0,
also a; = o fiir alle 4, d. h. die Darstellung von a als Linearkombination der a;
ist eindeutig.

Sei nun umgekehrt Bedingung (ii) gegeben. Um die lineare Unabhéngigkeit
des Systems der a; zu zeigen, betrachten wir eine Gleichung "7 | a;a; = 0 mit
Koeffizienten ay, ..., o, € K. Da trivialerweise > . 0 - a; = 0 gilt, ergibt sich
a; = 0 fiir alle 4, wenn man (ii) benutzt. O

Sind die Bedingungen des Satzes erfiillt, so nennt man das System der a; eine

Basis des linearen Unterraumes {ay,...,a,) von V. Man vereinbart némlich:
Definition 3. FEin System von Vektoren ai,...,a, eines K-Vektorraums V
wird als (endliche) Basis von V' bezeichnet, wenn gilt:

(i) Die Vektoren ay,...,ay, bilden ein Erzeugendensystem von V; d. h. man
hat V = {(a1,...,an).

(ii) Das System der Vektoren ai, ..., a, ist linear unabhdngig.

Allgemeiner heifit ein (nicht notwendig endliches) System von Vektoren ei-
nes Vektorraums V' eine Basis, wenn es sich um ein Erzeugendensystem handelt,
welches linear unabhdngig ist.

Mit Satz 2 ergibt sich sofort:
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Bemerkung 4. Vektoren ay,...,a, eines K-Vektorraumes V bilden genau
dann eine Basis, wenn gilt: Jedes a € V besitzt eine Darstellung a = ;| a;a;
mit eindeutig bestimmten Koeffizienten o, ..., a, € K.

Fassen wir die bisher betrachteten Beispiele von Erzeugendensystemen und
linear unabhéngigen Systemen zusammen, so ergibt sich:

(1) Das leere System bildet eine Basis des Nullraums iiber einem gegebenen
Korper K, also des K-Vektorraums V' = 0.

(2) Die Elemente 1,+/2 bilden eine Basis von Q(v/2) als Q-Vektorraum.
(3) Die Elemente 1,4 bilden eine Basis von C als R-Vektorraum.

(4) Fiir einen Kérper K und n € N bilden die Einheitsvektoren ey, ..., e,
eine Basis des K-Vektorraums K".

Die Kenntnis von Basen in Vektorrdumen ist verantwortlich dafiir, dass
man etwa Fragen zur linearen Unabhéngigkeit von Vektoren auf das Losen li-
nearer Gleichungssysteme zuriickfithren kann. Wir wollen dies am Beispiel des
K-Vektorraums K™ und der Basis ey,...,e, einmal demonstrieren. Gegeben
seien Vektoren aq,...,a, € K", etwa

n
aj:(alj,...,anj): E Q€4 j:l,...,r.
i=1

Die Frage, ob ay,...,a, linear abhingig sind oder nicht, ist dann dquivalent
zu der Frage, ob es ein nicht-triviales r-Tupel (&,...,&) € K" gibt mit
Z;Zl &a; =0, d. h. ob das lineare Gleichungssystem

San+... +&ay =0

flanl_" St granr =0

eine nicht-triviale Losung (&1, ...,&.) € K" besitzt. Techniken zur Losung sol-
cher Gleichungssysteme werden wir im Abschnitt 3.5 kennen lernen.

Als Néchstes wollen wir ein technisches Lemma beweisen, welches insbe-
sondere fiir die Handhabung und Charakterisierung von Vektorraumbasen von
grolem Nutzen ist.

Lemma 5. Fir Vektoren ay, ..., a, eines K-Vektorraums V ist dquivalent:
(i) ai,...,a, sind linear abhingig.
(ii) Einer der Vektoren ay, ..., a, ist eine Linearkombination der restlichen,
d. h. es existiert ein p € {1,...,n} mit a, € {ay,...,Qp-1,0ps1,s- -, 0n).
(iii) Es emistiert ein p € {1,...,n} mit
<a17 ce 7an> = <a1> sy Ap—1,Apy1s - -y an>~
Sind die Vektoren ay, ..., a, fir ein r < n linear unabhingig, so folgen aus (1)

die Bedingungen (ii) und (iii) bereits fiir ein p € {r +1,...,n}.
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Beweis. Wir beginnen mit der Implikation von (i) nach (ii). Seien also ay, .. ., a,
linear abhéngig. Man wihle dann r € {0,...,n} maximal mit der Eigenschalft,
dass das System der Vektoren ay,...,a, linear unabhéngig ist; im Falle r = 0
sei hiermit das leere System gemeint, welches stets linear unabhéngig ist. Ins-
besondere gilt r < n aufgrund der Voraussetzung in (i), und ay,. .., a4 sind
linear abhéngig. Es existiert folglich eine Gleichung Z:;l a;a; = 0 mit Koeffi-
zienten «; € K, die nicht sdmtlich verschwinden. Dabei gilt notwendigerweise
ar41 # 0, denn anderenfalls hiitte man die Gleichung ), oya; = 0, wobei
die Koeffizienten nicht sdmtlich verschwinden wiirden, die a4, ..., a, also linear
abhéngig wiren. Die erstere Gleichung lasst sich daher nach a,,; auflésen, man
erhilt a,4q = —> 1, a; ! oza; und damit a,,, € (ay,...,a,), wie in (ii) und
der Zusatzaussage behauptet.

Sei nun Bedingung (ii) erfiillt, d. h. es gelte fiir ein p € {1,...,n} die

Bezichung a, € (ay,...,ap-1,0p+1,- . ., Gyp). Man hat dann
A1y ey Oy €A1,y Gy, Qpgs - - -, An)
und somit
(%) (@1, ..oy an) C{ar, ...y Qpe1, Qpi1y .-y Qn),
denn (ay,...,a,) ist der kleinste lineare Unterraum von V, der ai,...,a,

enthélt. Da die umgekehrte Inklusion trivialerweise erfiillt ist, ergibt sich Be-
dingung (iii).

Der Vollstandigkeit halber wollen wir hier auch noch darauf hinweisen, dass
sich die Inklusion (%) leicht durch direktes Nachrechnen herleiten ldsst. Es gelte
etwa a, = Z#p a;a; mit Koeffizienten «; € K. Fir jedes b € (a1, ...,a,) mit
einer Darstellung b = Y, Bia; und Koeffizienten f3; € K ergibt sich dann

b= Zﬁzal + ﬂp Z Q;a; = Z(ﬁl + ﬁpai)aiv

1#p i#p i#p
also b € (ay,...,ap-1,0ps1,- .., an), und somit
(ar, ... an) Clar,. ., Qpet1, Qpits - -, Qp)-

Sei schliefllich Bedingung (iii) gegeben, fir ein p € {1,...,n} gelte also
(a1, ..., an) = {1, oy Ap1, i1y, Gp)

Dann folgt insbesondere a, € (ai,...,ap—1,Aps1;- .., 0n), etwa a, = Z#p ;a4
mit gewissen Koeffizienten o; € K, und die Gleichung (—1)a, +>_,,, aia; = 0
zeigt, dass aq,...,a, linear abhéngig sind. Damit ist gezeigt, dass die Bedin-
gungen (i), (i) und (iii) dquivalent sind.

Sind nun die Vektoren ay, . . ., a, fiir ein gegebenes r < n linear unabhéngig,
ai, ..., a, aber insgesamt linear abhéngig, so gilt, wie wir gesehen haben, Be-
dingung (ii) fir ein p € {r +1,...,n}. Fiir dieses p ist dann auch Bedingung
(iii) erfiillt, so dass die zusitzliche Behauptung ebenfalls bewiesen ist. g
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Das gerade bewiesene Lemma lésst einige interessante Schlussfolgerungen
zu.

Satz 6. Jeder endlich erzeugte K- Vektorraum besitzt eine Basis, und jede solche
Basis ist endlich.

Beweis. Es sei ay,...,a, ein Erzeugendensystem des betrachteten K-Vektor-
raums V, d. h. es gelte V = (a4, ..., a,). Indem wir dieses System verkleinern,
kénnen wir aq, . .., a, als minimales Erzeugendensystem voraussetzen. Die Aqui—
valenz der Bedingungen (i) und (iii) in Lemma 5 zeigt dann, dass die Vektoren
ai, ..., a, linear unabhéngig sind, also eine Basis bilden.

Ist nun (b;);es eine weitere Basis von V, so ldsst sich jeder der Vektoren
ai,...,a, als Linearkombination von endlich vielen der Vektoren b;, 7 € J,
darstellen. Es existiert deshalb eine endliche Teilmenge J' C J mit

V={ay,...,a,) C(bj;j€J)YCV.

Das System (b;);e bildet somit ein Erzeugendensystem von V. Dieses ist als
Teilsystem von (b;);c; sogar linear unabhéngig und stellt deshalb, ebenso wie
(b;)je, eine Basis dar. Dann folgt aber notwendig J = J’, und man erkennt J

als endlich. ]
Satz 7. Es sei V ein K-Vektorraum und aq,...,a, ein System von Vektoren
aus V. Dann ist dquivalent:
(i) a1,...,ay, bilden eine Basis von V.
(ii) aq,...,an ist ein mazimales linear unabhdingiges System in V.
(ili) ay,...,ay, ist ein minimales Erzeugendensystem von V.
Beweis. Sei zunéchst Bedingung (i) als gegeben angenommen, sei also aq, . . ., a,

eine Basis von V. Fiir beliebiges a € V gilt dann
V=Aay,...,a,) = (a,a1,...,a,),

und man schlieft aus der Aquivalenz (i) <= (iii) von Lemma 5, dass das Sys-
tem a,aq,...,a, linear abhingig ist. Also ist aq,...,a, ein maximales linear
unabhéngiges System in V.

Als Nichstes gehen wir von Bedingung (ii) aus, sei also ay, ..., a, ein ma-
ximales linear unabhéngiges System in V. Ist dann a € V beliebig, so ist das
System aq, ..., a,,a linear abhéingig, und es existiert eine nicht-triviale Linear-
kombination mit Koeffizienten aus K

n
aa + E aza; =0,
i=1

welche die Null darstellt. Aus der linearen Unabhéngigkeit der a4, ..., a, ergibt
sich mittels Lemma 5 (man vergleiche den Beweis der Implikation (i) = (ii) in
Lemma 5), dass zumindest der Koeffizient « nicht verschwindet. Folglich lisst
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sich vorstehende Gleichung nach a auflésen, und man erhilt a € (ay, ..., a,),
d. h. ay,...,a, ist ein Erzeugendensystem von V. Weiter folgt aus der linea-
ren Unabhingigkeit der aj,...,a,, indem man die Aquivalenz (i) <= (iii) aus
Lemma 5 benutzt, dass ay, ..., a, ein minimales Erzeugendensystem von V ist.

Nehmen wir schliefllich ay, ..., a, wie in Bedingung (iii) als minimales Er-
zeugendensystem an, so zeigt die Aquivalenz (i) <= (iii) aus Lemma 5, dass
ai, . ..,a, dann notwendig ein linear unabhéngiges System ist, also eine Basis,
da es bereits ein Erzeugendensystem ist. O

Satz 8 (Basiserginzungssatz). In einem K-Vektorraum V betrachte man ein
linear unabhdngiges System ay, ..., a, sowie ein Erzeugendensystem by, . .., by,.
Dann lisst sich das System der a; durch Elemente des Systems der b; zu ei-
ner Basis von V erginzen, d. h. es existieren paarweise verschiedene Indizes
i(r+1),...,i(n) € {1,...,m} mit der Eigenschaft, dass die Vektoren

agy .- - 7arvbi(’r‘+l)7 .- 7bz(n)

eine Basis von V bilden.

Beweis. Fiir n > r betrachte man paarweise verschiedene Indizes
i(r+1),...,i(n) € {1,...,m},
so dass

(*) V: (al,...,ar7bi(r+1),...,bi(n)>

gilt. Die Gleichung ist beispielsweise fiir n = r + m erfiillt, wenn man i,,; = j
fir j = 1,...,m setzt. Man betrachte nun eine Gleichung (%), wobei n > r
minimal gewihlt sei. Dann ist ai,...,a,, bjp41), .- ., bin) €in linear unabhéngi-
ges FErzeugendensystem, stellt also eine Basis von V' dar. Anderenfalls wére
dieses System nimlich linear abhéingig, und man konnte es aufgrund der Aqui-
valenz (i) <= (iii) aus Lemma 5 zu einem echt kleineren Erzeugendensystem
verkiirzen. Da die Vektoren ay, ..., a, jedoch linear unabhéngig sind, ergibt sich
mit Lemma 5 in dieser Situation, dass man einen der Vektoren bi.11), .. ., bi(n)
fortlassen kann, was aber wegen der Minimalitdt von n ausgeschlossen ist. Das
Erzeugendensystem ay, ..., Gy, bjir41), - - -, bi(n) ist daher linear unabhéngig und
folglich eine Basis.

Wir wollen noch auf einen zweiten Beweis eingehen, der den Vorteil hat,
dass er im Hinblick auf nicht-endliche Basen verallgemeinerungsfiahig ist. Hierzu
betrachten wir Indizes

i(r+1),....i(n) € {1,...,m},
nunmehr aber mit der Bedingung, dass die Vektoren

ag, ... 7aT7bi(T+1)7 cee 7b1(n)
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linear unabhéngig sind. Wir diirfen n als maximal gewdhlt annehmen. Mit Lem-
ma 5 ergibt sich dann

b17 s 7bm € <ala ceey Oy bi('f‘+1>a s 7bz(n)>
und folglich
V= <b17 R bm> c <(1‘17 ceey Qpy bi(T+1)7 B bz(n)>7

so dass ai, ..., @, bi41), - - -, biny €in Erzeugendensystem und damit eine Basis
von V bilden. O

Theorem 9. In einem K-Vektorraum V mdgen die Elemente ay,...,a, eine
Basis sowie by, ..., b, ein Erzeugendensystem bilden. Dann gilt n < m. Weiter
st by, ..., by genau dann eine Basis, wenn n = m gilt. Je zwei Basen eines
endlich erzeugten K-Vektorraums V bestehen folglich aus gleichviel Elementen.

Beweis. Aufgrund des Basiserganzungssatzes 8 ldsst sich das System ao, ..., a,
durch Elemente des Systems by, ..., by, zu einer Basis by, ..., bip), a2, .., an
ergénzen, wobei natiirlich r; > 1 gelten muss; vgl. Lemma 5. Lésst man bei
dieser Basis das Element a5 fort, so kann man das entstehende System wiederum
durch Elemente des Systems by, .. ., b, zu einer Basis von V ergénzen, etwa zu

bi(l)7 teeyy bi(’rl)a bi(’r1+1)7 RS bi(T1+7‘2)7 agy .+« p.

Fahrt man auf diese Weise fort, so gelangt man nach n Schritten zu einer Basis
bi(1), - - -+ bigri+..4mn), Wobei die Indizes i(1),...,i(ry + ... +1r,) € {1,...,m}
notwendig paarweise verschieden sind. Es folgt 1 + ... + 7, < m und wegen
r; > 1 insbesondere n < m, wie behauptet.

Ist nun by, ..., by, bereits eine Basis, so kann man die Rolle der a; und b,
vertauschen und erhélt auf diese Weise m < n, also insbesondere m = n. Bildet
andererseits by, . .., b, mit m = n ein Erzeugendensystem von V', so kann man

dieses System zu einem minimalen Erzeugendensystem von V' verkleinern, also
zu einer Basis; vgl. Satz 7. Da wir aber schon wissen, dass Basen in V' aus genau
n Elementen bestehen, folgt, dass b, ..., b, notwendig eine Basis von V ist.
Da endlich erzeugte K-Vektorrdume geméfl Satz 6 lediglich endliche Basen
besitzen, ergibt sich insbesondere, dass je zwei Basen eines solchen Vektorraums
aus gleichviel Elementen bestehen. O

Fiir ein System aq, . . . , a, von Elementen bezeichnet man die natiirliche Zahl
n als die Ldange dieses Systems. Gelegentlich werden wir auch unendlichen Syste-
men (a;);er, also Systemen mit unendlicher Indexmenge I, eine Linge zuordnen,
némlich die Lénge oco. Wir werden dabei nicht zwischen verschiedenen Graden
der Unendlichkeit unterscheiden, etwa abzdhlbar unendlich (z. B. I = N) oder
tiberabzihlbar unendlich (z. B. I = R).

Definition 10. Es sei V' ein K-Vektorraum. Besitzt dann V' eine Basis end-
licher Linge m, so bezeichnet man n als die Dimension von V', in Zeichen
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dimg V = n. Gibt es andererseits in V keine Basis endlicher Linge, also kein
endliches maximales linear unabhdngiges System, so sagen wir, die Dimension
von V sei unendlich, dimg V = oco.

Aufgrund von Theorem 9 ist die Dimension eines Vektorraums wohldefiniert.
Der Nullraum V' = 0 hat die Dimension 0, jeder K-Vektorraum V' # 0 eine
Dimension > 0. Wir wollen noch einige weitere Eigenschaften der Dimension
eines Vektorraums zusammenstellen, die sich auf einfache Weise aus den bisher
gewonnenen Ergebnissen folgern lassen.

Korollar 11. FEs sei V ein K-Vektorraum und n € N. Dann ist dquivalent:
(1) dimg V = n.
(i) Es existiert in V ein linear unabhdngiges System von n Vektoren, und
jeweils n + 1 Vektoren sind linear abhdingig.

Beweis. Sei zunichst Bedingung (i) gegeben. Jede Basis von V' bildet dann
ein linear unabhéngiges System bestehend ans n Vektoren. Ist andererseits
Y1y Ynt1 €in System von n 4+ 1 Vektoren aus V' und nehmen wir an, dass
dieses linear unabhéngig ist, so kénnen wir das System geméafl Satz 8 zu einer
Basis von V' ergénzen. Man hétte dann dimg V' > n 4+ 1 im Widerspruch zu
unserer Voraussetzung. Aus (i) ergibt sich folglich (ii).

Ist umgekehrt Bedingung (ii) gegeben, so gibt es in V' ein maximales linear
unabhéngiges System bestehend aus n Vektoren. Dieses bildet eine Basis, und
es folgt dimg V = n. O

Korollar 12. Es sei V' ein K-Vektorraum und n € N. Dann ist dquivalent:
(i) dimg V > n.
(ii) Es existiert in V ein linear unabhdingiges System von n Vektoren.

Beweis. Bedingung (i) impliziert trivialerweise Bedingung (ii), auch im Falle
unendlicher Dimension, da dann keine endlichen Basen, also keine endlichen
maximalen linear unabhingigen Systeme in V' existieren kénnen. Gehen wir
umgekehrt von (ii) aus, so ist nur im Falle dimg V' < 0o etwas zu zeigen. Jedes

linear unabhéingige System von Vektoren aq,...,a, € V lisst sich dann geméaf
Satz 8 zu einer Basis von V' ergénzen, und es folgt wie gewiinscht dimg V' > n.
O

Korollar 13. Fir einen K-Vektorraum V ist dquivalent:
(1) dimg V = o0.

(ii) Es emistiert eine Folge von Vektoren ai,as,... € V, so dass fir jedes
n € N das System ay, ..., a, linear unabhdngig ist.
(iii) Fs existiert eine Folge von Vektoren ai,as,... € V, so dass das System

(ai)ien linear unabhingig ist.
(iv) Zu jedem n € N gibt es ein linear unabhingiges System, bestehend aus
n Vektoren von V.
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Beweis. Wir gehen aus von Bedingung (i). Sei also dimg V' = oco. Dann gibt
es in V keine endlichen Basen und somit keine endlichen maximalen linear
unabhéngigen Systeme. Als Konsequenz ist es moglich, eine Folge von Vek-
toren a,as,... € V wie in (ii) gewiinscht zu konstruieren. Weiter folgt aus
(ii) unmittelbar Bedingung (iii), da zu jeder endlichen Teilmenge I C N ein
n € N existiert mit I C {1,...,n}. Die Implikation (iii) = (iv) ist trivial, und
(iv) = (i) schlieBlich ergibt sich mit Korollar 12. O

Korollar 14. Es sei V ein K-Vektorraum und U C V ein Teilraum. Dann gilt:
(i) dimg U < dimg V
(i) Aus dimg U = dimg V < oo folgt bereits U = V.

Beweis. Die erste Behauptung folgt mittels Korollar 12 aus der Tatsache,
dass ein linear unabhingiges System von Vektoren aus U auch in V line-
ar unabhéngig ist. Die zweite Behauptung gilt, da man in einem endlich-
dimensionalen K-Vektorraum V" ein linear unabhéngiges System, beispielsweise
eine Basis von U, stets zu einer Basis von V erginzen kann. O

Wir wollen nun noch einige Beispiele betrachten.
(1) Ist K ein Kérper, n € N, so folgt dimyg K™ = n.
(2) dimg C = 2

(3) dimg Q(v2) = 2

(4) dimg R = oco. Dies zeigt man am einfachsten mit Hilfe eines Abzéhlbar-
keitsarguments. Jeder endlich-dimensionale Q-Vektorraum wére, ebenso wie Q,
abzéhlbar, jedoch ist R nicht abzéhlbar.

(5) Sei K ein Kérper, X eine Menge und V' = Abb(X, K') der K-Vektorraum
der K-wertigen Funktionen auf X. Besteht X dann aus n < oo Elemen-
ten, so gilt dimyg V' = n, wohingegen man fiir unendliches X die Gleichung
dimg V' = oo hat. Wir wollen dies im Folgenden begriinden. Fiir z € X be-
zeichne f,: X — K diejenige Funktion, die durch f,(z) = 1 und f,(y) = 0
fiir y # x gegeben ist. Dann ist fiir jeweils endlich viele paarweise verschiedene
Elemente z4,...,2, € X das System f,,,..., f;, linear unabhéngig in V, denn
aus einer Gleichung > | o; f,, = 0 mit Koeffizienten aq, ..., a, € K folgt

0= (Z @i fo,) () =

fiir j = 1,...,n. Hieraus ergibt sich bereits dimyx V' = oo, wenn X unendlich
viele Elemente besitzt. Da wir andererseits fiir endliches X jedes f € V in der
Form

F=Y_f@)f

zeX
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schreiben konnen, ist das System (f;)zcx in diesem Falle ein Erzeugendensystem
und somit eine Basis von V, so dass man dimg V = n hat, wenn X aus n < oo
Elementen besteht.

Abschlieflend soll noch angedeutet werden, wie die Theorie dieses Abschnitts
aussieht, wenn man sich nicht auf endlich erzeugte K-Vektorrdume beschréinkt.
Man muss dann auch unendliche Basen zulassen, wie sie in Definition 3 mit ein-
geschlossen sind. Man priift leicht nach, dass die in Satz 2 und Lemma 5 gegebe-
nen Charakterisierungen linearer Abhéngigkeit bzw. Unabhéngigkeit sinngeméaf
auch fiir beliebige Systeme von Vektoren gelten. Als Folgerung iibertragen sich
die Resultate von Bemerkung 4 und Satz 7 auf den Fall nicht notwendig endli-
cher Basen.

Etwas problematischer ist der Beweis des Analogons zu Satz 6, dass nédmlich
jeder K-Vektorraum V eine Basis oder, in dquivalenter Sprechweise, ein maxi-
males linear unabhéngiges System besitzt. Die Existenz eines solchen Systems
zeigt man am einfachsten mit Hilfe des so genannten Zornschen Lemmas, wel-
ches dem Gebiet der Mengenlehre zuzuordnen ist. Das Lemma geht von einer
teilweise geordneten Menge M aus, wobei teilweise geordnet bedeutet, dass zwi-
schen gewissen Elementen von M eine Relation “<” besteht, und zwar mit den
folgenden Eigenschaften:

s <gzgfirallexe M
r<yy<zr=x<z2
r<yy<r=x=y

Man nennt eine Teilmenge N C M streng geordnet, wenn fiir je zwei Elemente
z,y € N stets x < y oder y < x gilt. Weiter heifit ein Element z € M eine obere
Schranke von N, wenn z < z fiir alle z € N gilt. Das Lemma von Zorn lautet
nun wie folgt:

Ist M eine teilweise geordnete Menge und besitzt jede streng geordnete Teil-
menge von M eine obere Schranke in M, so existiert in M ein mazimales
Element.

Dabei heifit ein Element z € M mazimal, wenn aus z < x mit x € M stets
x = z folgt. In unserer konkreten Situation definiere man M als die Menge
aller Teilmengen von V', deren Elemente ein linear unabhéngiges System von
Vektoren in V' bilden. Fiir zwei solche Mengen A, B C V setze man A < B,
falls A C B gilt. Die Voraussetzungen des Lemmas von Zorn sind dann fiir
M erfiillt, als obere Schranke einer streng geordneten Teilmenge N C M dient
beispielsweise die Vereinigung aller Teilmengen A € N, also

UACV.

AeN

Man erhélt somit aus dem Zornschen Lemma die Existenz eines maximalen Ele-
mentes in V', d. h. eines maximalen linear unabhéngigen Systems von Vektoren
in V und damit geméafl Satz 7 einer Basis von V.



1.5 Linear unabhéngige Systeme und Basen von Vektorraumen 43

Wie wir gesehen haben, ldsst sich die Existenz maximaler linear unabhéngi-
ger Systeme problemlos mit Hilfe des Zornschen Lemmas beweisen. Ahnliches
kann man fiir minimale Erzeugendensysteme nicht behaupten, und dies ist der
Grund dafiir, dass die im Beweis zu Satz 6 benutzte Idee, Basen durch Minimie-
ren von Erzeugendensystemen zu konstruieren, im Allgemeinfall nicht zum Ziel
fithrt. Auch der Basisergénzungssatz 8 lédsst sich mit Hilfe des Zornschen Lem-
mas auf den Fall unendlicher Systeme verallgemeinern, wenn man die im Beweis
zu Satz 8 gegebene Argumentation im Sinne maximaler linear unabhéngiger
Systeme mit dem Zornschen Lemma kombiniert. Man kann sogar die Aussage
von Theorem 9, dass némlich je zwei Basen (a;);er und (b;) ;e eines K-Vektor-
raums V aus “gleichvielen” Elementen bestehen, auf unendlich-dimensionale
Vektorraume verallgemeinern. Dabei ist “gleichviel” in dem Sinne zu prézisie-
ren, dass es eine bijektive Abbildung I — J gibt. Man nennt I und J bzw.
die Basen (a;);er und (b;);es dann auch gleichmdchtig*. Die Méchtigkeitsklasse
einer solchen Basis konnten wir als Dimension von V' bezeichnen, jedoch wol-
len wir im Sinne von Definition 10 nicht zwischen verschiedenen unendlichen
Dimensionen unterscheiden.

SchlieBlich sei noch angemerkt, dass man in Korollar 14 (ii) nicht auf die
Bedingung dimy V' < oo verzichten kann. Um dies einzusehen, betrachte man
einen K-Vektorraum V' von unendlicher Dimension und ein abzédhlbar unendli-
ches linear unabhéngiges System (a;);en von Vektoren in V. Dann ist einerseits
(ag.4)ien gleichmichtig zu (a;);en, andererseits aber (ag,as, aq,...) ein echter
linearer Unterraum von {ag, a1, az, . . .).

Aufgaben

1. Man betrachte R? als R-Vektorraum und iiberpriife folgende Systeme von Vek-
toren auf lineare Abhéingigkeit bzw. lineare Unabhingigkeit:
(i) (1,0,-1),(1,2,1),(0,-3,2)
(i) (1, 17 1),(1,1,0),(1,0,0)
(iii) (9,1,5),(17,11,14),(9,1,5)
(iv) (1,2,3),(4,5,6),(6,9,12)
(v) (1,9,7),(2,3,4),(9,7,6),(6,6,6)
(vi) (1,0,0),(ex,1,0),(0,,1), wobei « eine reelle Zahl sei.

2. Es seien U, U’ lineare Unterrdume eines K-Vektorraums V mit UNU’ = 0. Bilden
Z1,...,2 € U und yi,...,ys € U’ linear unabhiingige Systeme, so auch die
Vektoren x1,...,2r,y1,...,Ys in V.

3. Fiir welche natiirlichen Zahlen n € N gibt es in R" eine unendliche Folge von
Vektoren ay, ag, ... mit der Eigenschaft, dass je zwei Vektoren dieser Folge linear
unabhéngig iiber R sind, also ein linear unabhéngiges System im R-Vektorraum
R"™ bilden?

4 Dass je zwei Basen eines K-Vektorraums gleichmichtig sind, beweist man wie in “Bosch,
Algebra”, Abschnitt 7.1. Die dortige Argumentation im Sinne von Transzendenzbasen und

algebraischer Unabhéngigkeit iibertrigt sich in direkter Weise auf den Fall von Vektorraum-
basen und linearer Unabhéngigkeit.
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4. Man betrachte den R-Vektorraum aller Funktionen p: R — R, die durch po-
lynomiale Ausdriicke der Form p(z) = >_i_; a;2® mit Koeffizienten «; € R und
variablem r € N gegeben sind. Man gebe eine Basis dieses Vektorraums an. (Hin-
weis: Man darf benutzen, dass nicht-triviale reelle Polynome hochstens endlich
viele Nullstellen haben.)

5. Es sei 1, ...,x, eine Basis eines K-Vektorraums V. Fiir gegebene Koeffizienten
@;j € K, 1 <i<j<mnsetzemany; =x; + >, ; a;j7;, j = 1,...,n, und zeige,
dass dann auch ¥, ..., y, eine Basis von V bilden.

6. Es sei F ein endlicher Korper mit ¢ Elementen und V ein F-Vektorraum der
Dimension n.

(i) Man bestimme die Anzahl der Elemente von V.

(ii) Man bestimme die Anzahl der Teilmengen in V', deren Elemente jeweils eine
Basis von V' bilden.

7. Essei X = X; II...II X, eine Menge mit einer endlichen Zerlegung in nicht-
leere paarweise disjunkte Teilmengen. Fiir einen Korper K betrachte man den
K-Vektorraum V aller K-wertigen Funktionen X — K, sowie den linearen
Unterraum U derjenigen Funktionen, die auf jedem der X; konstant sind. Man
berechne dimg U.

Welche Dimension erhilt man, wenn die X; nicht notwendig paarweise disjunkt
sind und lediglich X = [J_; X; gilt?

8. Es sei K ein Korper. Fiir gegebene Elemente v1,...,v, € K betrachte man die
Teilmenge

U= {(an, o s00) € K75 D=0}
i=1

Man zeige, dass U ein linearer Unterraum von K" ist und berechne dimg U.

1.6 Direkte Summen

Zu Vektoren aq,...,a, eines K-Vektorraums V' kann man die linearen Un-
terrdume Ka; = (a;), i = 1,...,r, betrachten. Bilden die a; ein Erzeugen-
densystem von V, so lisst sich jedes Element b € V in der Form b = Y"7_, b;
schreiben mit Vektoren b; € Ka;; wir werden sagen, dass V die Summe der li-
nearen Unterrdume Ka; ist. Bilden a4, .. ., a, sogar eine Basis von V, so iiberlegt
man leicht mit 1.5/4, dass in einer solchen Darstellung die Vektoren b; € Ka;
eindeutig durch b bestimmt sind. Wir werden sagen, dass V die direkte Sum-
me der Ka; ist. Im Folgenden sollen Summe und direkte Summe fiir den Fall

beliebiger linearer Unterrdume von V' erklért werden.

Definition 1. FEs seien Uy, ..., U, lineare Unterrdume eines K-Vektorraums
V. Dann wird die Summe dieser Unterrdume erklirt durch

i=1 i=1
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Es ist unmittelbar klar, dass Y ;_, U; wieder ein linearer Unterraum von V
ist, ndmlich der von Uy, . .., U, erzeugte lineare Unterraum (U; U ... UU,) C V.
Insbesondere sieht man, dass die Summe von linearen Unterrdumen in V' asso-
ziativ ist.

Satz 2. Fiir eine Summe U = 22:1 U; von linearen Unterrdumen Uy, ..., U,
eines K-Vektorraums V' sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) Jedes b € U hat eine Darstellung b="Y_._, b; mit eindeutig bestimmten
Vektoren b; € Ui, i =1,...,7.
(ii) Aus einer Gleichung Y ;_, b; = 0 mit Vektoren b; € U; folgt b; = 0 fiir
1=1,...,7.
(ili) Firp=1,...,r gilt Uy,N 3, Ui =0.

Beweis. Bedingung (i) impliziert trivialerweise (ii). Um (iii) aus (ii) herzuleiten,
betrachte man einen Index p € {1,...,r} und einen Vektor b € U, N Z#p Ui,
etwa b = Z#p b; mit Summanden b; € U;. Dann gilt —b + Z#p b; = 0, und es
folgt aus (ii) insbesondere b = 0. Somit hat man U, N>_,, U; = 0.

Sei nun Bedingung (iii) gegeben, und sei b € V' auf zwei Weisen als Summe
von Vektoren b;, b, € U; dargestellt, also

b=> b= b
=1 i—1
Dann folgt >"!_, b; — b} = 0 und somit

by—b, == bi—=beU,NnY Ui=0, p=1..n
i#p i#p

Insbesondere ergibt sich b, = b} fiir i = 1,...,r, d. h. (i) ist erfiillt. |

Definition 3. Es sei U = Y., U; eine Summe von linearen Unterrdumen
Uy, ..., U, eines K-Vektorraums V. Dann heifit U die direkte Summe der Uj;,
in Zeichen U = @@._, U;, wenn die dquivalenten Bedingungen von Salz 2 erfillt
sind.

Die Summe U = 22:1 U; von linearen Unterrdumen Uy, ..., U, C V wird
auch mit Uy + ... + U, bezeichnet, und man schreibt U; & ... @ U,, falls diese
Summe direkt ist. Eine Summe U; 4+ Us zweier linearer Unterrdume Uy, Uy C V
ist genau dann direkt, wenn U; N Uy = 0 gilt. Wie schon angedeutet, ist die
Direktheit einer Summe von linearen Unterrdumen anzusehen als Verallgemei-
nerung der linearen Unabhéngigkeit eines Systems von Vektoren. Fiir Vektoren
ai,...,a,. €V ist namlich

(al,...,ar>:@Kai, a; 20 firi=1,...,r
i=1

dquivalent zur linearen Unabhéngigkeit von ay, ..., a,.
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Eine leichte Variante der gerade definierten direkten Summe stellt die so
genannte konstruierte direkte Summe dar. Man geht hierbei von gegebenen
K-Vektorrdumen Vi, ..., V, aus und konstruiert einen K-Vektorraum V' in dem
sich die Vj; als lineare Unterrdume auffassen lassen, und zwar derart, dass V' die
direkte Summe der V; ist, also V' = @;_, V; im Sinne von Definition 3 gilt.
Dabei wird V' als das kartesische Produkt der V; definiert, V' = [];_, Vi, und
man fasst dieses Produkt als K-Vektorraum mit komponentenweiser Addition
und skalarer Multiplikation auf. In V' bilden dann die Teilmengen
V! ={(v1,...,v,) € V;v; =0 fiir j # i}, i=1,...,7

(2

lineare Unterrdume, und man stellt unschwer fest, dass V' die direkte Summe
der V ist. Da die natiirliche Abbildung

v fiirj =1

1i: Vi — V!, v (V1,...,v,) mit v; = ,
” Z (01, ) mit o {0 fiir j # i

fir ¢ = 1,...,r jeweils bijektiv ist und zudem die Vektorraumstrukturen auf
V; und V/ respektiert, konnen wir jeweils V; mit V/ unter ¢; identifizieren
und auf diese Weise V' als direkte Summe der linearen Unterrdume Vi,..., V.
auffassen, in Zeichen V = @_, V;. Wir nennen V' die konstruierte direkte Sum-
me der V;. Hierbei ist jedoch ein wenig Vorsicht geboten. Ist beispielsweise ein
K-Vektorraum V' die (nicht notwendig direkte) Summe gewisser linearer Un-
terrdume Uy, ..., U, C V, gilt also V = >""_| U;, so kann man zusétzlich die
direkte Summe U = @]_, U; konstruieren. Mit Hilfe der nachfolgenden Dimen-
sionsformeln kann man dann dimg U > dimg V' zeigen, wobei Gleichheit nur
dann gilt, wenn V' bereits die direkte Summe der U; ist. Im Allgemeinen wird
daher U wesentlich verschieden von V sein.

Satz 4. Es sei V ein K-Vektorraum und U C V ein linearer Unterraum. Dann
existiert ein linearer Unterraum U' CV mit V. = U @ U'. Fiir jedes solche U’
gilt

dimK V= dlmK U + dlmK U,.

Man nennt U’ in dieser Situation ein Komplement zu U. Komplemente von
linearen Unterrdumen sind abgesehen von den trivialen Fallen U = 0und U =V
nicht eindeutig bestimmt.

Beweis zu Satz 4. Ist V' von endlicher Dimension, so wihle man eine Basis

ai,...,a, von U und erginze diese durch Vektoren a,1,...,a, gemifl 1.5/8 zu
einer Basis von V. Dann gilt

V:éKCLZ‘, U:ETBKai,
i=1 i=1

und es ergibt sich V = U @ U' mit U' = @;_, ,, Ka,.
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Ist V' nicht notwendig von endlicher Dimension, so kénnen wir im Prinzip
genauso schliefien, indem wir nicht-endliche Basen zulassen und die Ausfithrun-
gen am Schluss von Abschnitt 1.5 beachten. Wir kénnen dann eine Basis (a;)ier
von U wéhlen und diese mittels des Basisergdnzungssatzes durch ein System
(a})jes von Vektoren zu einer Basis von V' ergénzen. Es folgt V = U © U’ mit
U= {(a))ses):

Zum Beweis der Dimensionsformel betrachte man ein Komplement U’ zu

U. Sind U und U’ von endlicher Dimension, so wihle man eine Basis by, ..., b,
von U bzw. b,41,...,b, von U'. Dann bilden by, ..., b, eine Basis von V', und
es folgt

dimgV=n=r+ (n—r)=dimg U + dimg U,

wie gewiinscht. Ist mindestens einer der beiden Rdume U und U’ von unend-
licher Dimension, so gilt dies erst recht fiir V', und die Dimensionsformel ist
trivialerweise erfiillt. O

Als Anwendung wollen wir noch eine Dimensionsformel fiir Untervek-
torrdume beweisen.

Satz 5. Es seien U, U’ lineare Unterrdume eines K- Vektorraumes V. Dann gilt
dimg U + dimg U’ = dimg (U + U') + dimg (U N T').

Beweis. Zunichst seien U und U’ von endlicher Dimension. Dann ist U + U’
endlich erzeugt und damit nach 1.5/6 ebenfalls von endlicher Dimension. Man
wihle nun gemifl Satz 4 ein Komplement W von U N U’ in U, sowie ein Kom-
plement W’ von U N U’ in U’; also mit

U=UnU)YaW, U=UnU)YeW.

Dann gilt
U+U =UNU)+W+W,

und wir behaupten, dass diese Summe direkt ist. In der Tat, gilt a + b+ V' =0
fiir gewisse Elemente a € UNU’, b e W, ¥ € W, so ergibt sich

b=—(a+b)eUNU)+W =U'
und wegen b € W C U sogar
be (UNU)YNW =0,

da U die direkte Summe der linearen Unterrdume U NU’ und W ist. Man erhélt
also b = 0 und auf entsprechende Weise auch ¥ = 0. Damit folgt aber auch
a = 0, was bedeutet, dass U + U’ die direkte Summe der linearen Unterrdume
UNnU’, W und W' ist. Die behauptete Dimensionsformel ergibt sich dann mittels
Satz 4 aus der Rechnung
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dim(U + U")
=dim(UNU’') +dim W + dim W’
= [dim(UNU’) + dim W] + [dim(U N U’) + dim W’'] — dim(U N U’)
=dimU 4+ dim U’ — dim(U N U").

Abschlieflend bleibt noch der Fall zu betrachten, wo (mindestens) einer
der linearen Unterrdume U, U’ nicht von endlicher Dimension ist. Gilt etwa
dimg U = o0, so folgt hieraus insbesondere dimyg (U + U’) = oo, und wir haben
dimg U +dimg U’ wie auch dimg (U +U’) + dimg (U NU’) als oo zu interpretie-
ren. Die behauptete Dimensionsformel ist also auch in diesem Fall giiltig. [

Korollar 6. Es seien U,U’ endlich-dimensionale lineare Unterriume eines
K-Vektorraums V. Dann ist dquivalent:
H)U+U=UaU.

Beweis. Bedingung (ii) ist aufgrund von Satz 5 dquivalent zu dimg (UNU’) = 0,
also zu U N U’ = 0 und damit zu Bedingung (i). O
Aufgaben

1. Man bestimme Komplemente zu folgenden linearen Unterrdumen des R? bzw.

R%:
(1) U=1{(1,2,3),(-2,3,1),(4,1,5))
(i) U = {(x1, 29, 23,24) € RY; 321 — 229 4+ 23 + 224 = 0}

2. Man betrachte eine Zerlegung V = 37, U; eines endlich-dimensionalen K-Vek-
torraums V' in Untervektorrdume U; C V und zeige, dass die Summe der U; genau
dann direkt ist, wenn dimg V = Y7 | dimg U; gilt.

3. Man betrachte eine direkte Summenzerlegung V = @7, U; eines K-Vektorraums
V in lineare Unterrdume U; C V, sowie fiir jedes ¢ = 1,...,n eine Familie (z4;) e,
von Elementen x;; € U;. Man zeige:

(i) Die Elemente x;;, ¢ = 1,...,n, j € J;, bilden genau dann ein Erzeugen-
densystem von V, wenn fiir jedes ¢ = 1,...,n die Elemente z;;, j € J;, ein
Erzeugendensystem von U; bilden.

(ii) Die Elemente z;;, 4 =1,...,n, j € J;, sind genau dann linear unabhéngig
in V, wenn fiir jedes ¢ = 1,...,n die Elemente z;;, j € J;, linear unabhéngig
in U; sind.

(ili) Die Elemente z;;, i = 1,...,n, j € J;, bilden genau dann eine Basis von
V', wenn fiir jedes ¢ = 1,...,n die Elemente x;;, j € J;, eine Basis von U;
bilden.

4. Es seien Uy, Uy, Us lineare Unterrdume eines K-Vektorraums V. Man zeige:

dimg Uy + dimg Uy + dimg Us
= dimK(U1 +Us + Ud) + diHlK((U1 + UQ) n Ug) + dimK(U1 n UQ)
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. Essei Uy C Us C ... C U, eine Folge linearer Unterrdume eines K-Vektorraums
V mit dimg V' < co. Man zeige, dass es jeweils ein Komplement U/ zu U; gibt,
i=1,...,n,mit U DU;D...DU}.

. Es sei U ein linearer Unterraum eines endlich-dimensionalen K-Vektorraums V.
Unter welcher Dimensionsbedingung gibt es lineare Unterrdume Uy, Us in V' mit
UCU; CV,i=1,2,und U =U; NUR?

. Es seien U,U’ zwei lineare Unterriiume eines endlich-dimensionalen K-Vektor-
raums V. Unter welcher Dimensionsbedingung besitzen U und U’ ein gemeinsa-
mes Komplement in V7

. Es sei U ein linearer Unterraum eines endlich-dimensionalen K-Vektorraums V.
Unter welcher Dimensionsbedingung kann man Komplemente Uy, ..., U, zu U in
V finden, derart dass Y., U; = @._, U; gilt?



