Vorwort zur 1. Auflage

Dieses Buch umfasst den Inhalt der Theoretischen Informatik, wie er in etwa
an der Universitat Koblenz-Landau im Grundstudium des Diplomstudiengan-
ges Informatik gelehrt wird. Es ist aus verschiedenen Vorlesungen von Lutz
Priese und zwei Skripten von Sven Hartrumpf und Katrin Erk entstanden.
Zum Zeitpunkt der Erstellung dieses Buches war Frau Erk noch Studentin.

Das Buch ist das Ergebnis eines Ringens beider Autoren aus zwei un-
terschiedlichen Warten: Die professorale Sichtweise von Priese auf formale
Korrektheit und die studentische Sichtweise von Erk auf Klarheit und Ver-
mittelbarkeit der Inhalte sind hier eine Symbiose eingegangen. Das Resultat
ist ein (hoffentlich) formal korrektes und doch relativ leicht lesbares Buch,
in dem der gesamte relevante Stoff der Grundstudiumsvorlesungen mit allen
Beweisen dargestellt ist. Wir haben nicht den leichten (modernen?) Weg be-
schritten, Beweise iiberall dort, wo sie anspruchsvoll werden, zu iibergehen
oder nur noch zu skizzieren. Im Gegenteil, je anspruchsvoller der Beweis, um
so mehr Details haben wir zu iibermitteln versucht, um Studenten zu helfen,
sich die Beweise zu erarbeiten. Wir glauben, dass gerade eine vollstéandi-
ge Beweisfithrung an allen Stellen das Verstehen des Buches erleichtert und
nicht etwa erschwert. So werden z.B. die Existenz der Greibach-Normalform
in kontextfreien Grammatiken, die Gleichwertigkeit von p-rekursiven und
Turing-berechenbaren Funktionen, die Existenz universeller Maschinen, der
Abschluss kontextsensitiver Sprachen unter Komplementbildung etc. im De-
tail bewiesen.

Danksagen mochten wir zahlreichen Studenten, deren Kommentare und
Fragen zu Skript-Vorldufern sehr hilfreich waren. Besonderer Dank gilt Sven
Hartrumpf fiir eine sehr schone erste Skriptversion zum Teil ,, Berechenbar-
keit“ (einschlieflich des Kapitels , Turing-Maschinen“) sowie Mark Eggen-
stein, Christoph Gilles, Harro Wimmel und Joérg Zeppen fiir das Korrektur-
lesen des Textes. Vielen Dank schliefflich auch an den Springer-Verlag fiir die
gute Zusammenarbeit.

Koblenz, im Januar 2000 Lutz Priese, Katrin Erk



Vorwort zur 2. Auflage

Wir haben den Text der ersten Auflage unveréndert gelassen, bis auf die Ver-
besserung einiger weniger Schreibfehler. Neu ist ein Abschnitt zu reversiblen
Rechnungen (14.8) im Kapitel ,, Alternative Berechnungsmodelle“. Mit re-
versiblen Rechnungen kann man einige interessante Rechenmodelle abstrakt
beschreiben: In der Chemie werden nahe dem thermodynamischen Gleich-
gewicht Prozesse umkehrbar. In der Physik sind reversible Prozesse ohne
Informationsverlust wichtig in der Quantenmechanik. Sie spielen eine grund-
legende Rolle fiir Quantenrechner, ein aktuelles Forschungsgebiet. Wir stellen
reversiblen Rechnungen als eine unkonventionelle Grundlage fiir weitere al-
ternative Rechenmodelle recht ausfiihrlich auf 33 neuen Seiten vor.

Koblenz, im August 2001 Lutz Priese, Katrin Erk



Vorwort zur 3. Auflage

Der Text der zweiten Auflage wurde fiir die dritte Auflage um einen Ab-
schnitt iiber formale Splicing-Systeme im Kapitel iiber alternative Berech-
nungsmodelle ergénzt, und es wurden die Beweise zweier Sétze neu gefiihrt.
Einige wenige Schreibfehler wurden korrigiert und eine Umstellung auf eine
entschérfte Version der neuen deutschen Rechtschreibung durchgefiihrt.

In den letzten Jahrzehnten haben biologisch motivierte Rechenkonzepte
einen starken Auftrieb erhalten. Hierzu zihlen &dltere Konzepte wie Gene-
tische Algorithmen und Neuronale Netze, die in der Praktischen Informa-
tik einen festen Platz gefunden haben. Aus dem Bereich des DNA Compu-
ting wurden diverse Varianten von formalen Splicing-Regeln in die Theoreti-
sche Informatik aufgenommen. Wir stellen davon H-Syteme und Test-tube-
Systeme vor. In dem neuen Abschnitt zeigen wir detailliert, dass endliche H-
Syteme nur regulédre Sprachen generieren kénnen, wihrend man mit sehr ein-
fachen Test-tube-Systemen die Rechnung beliebiger Turing-Maschinen nach-
spielen kann.

Satz 14.8.19 in der zweiten Auflage erwies sich leider als inkorrekt. In
diesem Satz wurde im Wesentlichen gesagt, dass zu jeder Grammatik G =
(V,T, R, S) iiber einem Alphabet X mit der erzeugten Sprache L(G) = {w €
X*|S = w} eine chemisch reversible Grammatik G’ = (V'/,T, R’, S") und
ein Sondersymbol w ¢ X existieren mit L(G) = {w € T*|S' =, ww}.
Dies ist aber nicht richtig, vielmehr bendtigt man fiir die chemisch reversible
Grammatik G’ zwei Sondersymbole, a als Startmarker und w als Endmarker,
und es gilt dann L(G) = {w € T*|S' =%, aww}.

Ferner wurden wir dankenswerterweise von Herrn Immanuel Stampfli aus
Bern auf einen recht versteckten Fehler im Beweis von Lemma 13.6.12 hin-
gewiesen. Dieses Lemma besagte, dass jede Rechnung eines Postschen Nor-
malsystems in einem geeignetem Postschen Korrespondenzsystem nachge-
spielt werden kann, und wurde im Satz 13.6.9 zum Beweis der Unentscheid-
barkeit des Postschen Korrespondenzproblems benttigt. Klassischerweise si-
muliert man mit Postschen Korrespondenzsystemen die Arbeit von Turing-
Maschinen oder Grammatiken und nicht von Postschen Normalsystemen, wie
wir es versucht hatten. Da sich der Fehler nicht einfach beheben lief3, folgen
wir in dieser dritten Auflage dem iiblichen Weg und simulieren im neuen Lem-



X Vorwort

ma 13.6.12 mit Postschen Korrespondenzsystemen die Arbeit von speziellen
Grammatiken, ndmlich Semi-Thue-Systemen.

Koblenz, im September 2007 Lutz Priese



2. Begriffe und Notationen

In diesem und dem néchsten Kapitel versuchen wir, alle mathematischen
Konzepte, die in diesem Buch benutzt werden, kurz vorzustellen. Tatséchlich
kann eine Einfithrung in die Theoretische Informatik mit erstaunlich we-
nigen mathematischen Sachverhalten auskommen. Trotzdem kénnen wir in
diesem Kapitel nicht iiber eine knappe Beschreibung hinausgehen. Insofern
ist natiirlich ein vertrauterer Umgang mit der Mathematik hilfreich fiir das
Verstindnis dieses Buches.

2.1 Logische Formeln und Konnektoren

Aussagen sind hier Sdtze, von denen man sinnvollerweise sagen kann, dass
sie wahr oder falsch sind (ohne dass konkret bekannt sein muss, ob sie wahr
sind). Wahre Aussagen sind zum Beispiel

»Das Wort Opossum hat 7 Buchstaben® und
,,9 ist eine natiirliche Zahl.“

Eine falsche Aussage ist dagegen
D ist eine gerade Zahl.“

Auch der Satz

»Es gibt unendlich viele ,Primzahlzwillinge‘, d.h. Paare pi,p2 von
Primzahlen, fiir die ps — p; = 2 gilt.*

ist eine Aussage — nur weifl man bis heute nicht, ob sie wahr oder falsch
ist. Um allgemein iiber eine Aussage sprechen zu kénnen, gibt man ihr einen
Namen. So kann zum Beispiel der Name x stehen fiir ,,5 ist eine gerade Zahl*,
und wir kénnen dann sagen, dass x eine falsche Aussage ist. Fiir eine Aussage
x sagt man statt ,x ist wahr“ auch ,x gilt“ oder einfach ,z*“. Der Name =z
steht fiir die Aussage in derselben Weise, wie ein Funktionsname f fiir eine
Funktion steht: Uber die tatsichliche Berechnungsvorschrift sagt der Name
f nichts aus, es kann dahinter eine simple Addition stehen oder eine beliebig
aufwendige Funktion. Genauso sagt auch der Name x nichts iiber den Inhalt,
die Bedeutung der Aussage aus.

Einzelne Aussagen lassen sich verkniipfen zu komplexeren Aussagen. Be-
trachten wir zum Beispiel den Satz
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»,Das Wort funkelnagelneu ist ein Substantiv, und Reliefpfeiler
ist ein Palindrom.*

Dieser Satz ist eine zusammengesetzte Aussage, und die Teilaussagen sind
mit ,und® verkniipft. Ist die Aussage wahr oder falsch? Die erste Teilaussage
ist falsch, die zweite ist wahr. Die Teilaussagen sind mit ,und* verbunden,
und intuitiv wiirde man sagen, dass die Behauptung, es gelte etwas Falsches
und etwas Wahres, falsch ist. So ist es auch in der Logik: Die obige Aussage ist
falsch. Allgemein gilt: Ob eine zusammengesetzte Aussage wahr oder falsch
ist, hdngt davon ab, ob ihre Teilaussagen wahr oder falsch sind, und davon,
wie die Teilaussagen verkniipft sind.

Wenn nun der Name z fiir den ersten Teil der obigen Aussage steht und y
fiir den zweiten, dann l&sst sich die gesamte Aussage schreiben als ,,z und y“
oder, in Symbolen, als ,z A y“. Wenn man so von den Inhalten der Aussagen
abstrahiert hat und nur noch Aussagennamen und verkniipfende Symbole vor
sich hat, spricht man statt von einer Aussage oft von einer Formel.

Insgesamt wollen wir die folgenden Konnektoren (logischen Symbole fiir
Verkniipfungen) verwenden:

F A G steht fiir ,,F und G*“. Eine ,und“-Aussage ist wahr, falls beide

Teilaussagen wahr sind. Zum Beispiel ist
»,Das Wort Opossum hat 8 Buchstaben, und es enthilt genau 2
,0°.¢

eine falsche Aussage — die erste Teilaussage ist falsch.

F VvV G steht fiir ,,F' oder G*“. Eine ,,oder*“-Aussage ist wahr, falls mindes-
tens eine Teilaussage wahr ist. Das ,oder“ ist hier also nicht exklusiv,
im Sinn eines ,entweder-oder®, gemeint. Eine wahre Aussage ist zum
Beispiel

,»D ist eine gerade Zahl, oder 8 ist durch 2 teilbar.*

—F steht fiir ,,nicht F*. Die Negation einer Aussage ist wahr genau dann,

wenn die Aussage falsch ist. Eine wahre Aussage ist zum Beispiel
,, s ist nicht der Fall, dass 4 eine Primzahl ist.“

F =G steht fir ,,wenn F, dann G* oder ,,aus F' folgt G*. Die ,, wenn-
dann“-Aussage F'=> G ist wahr, falls entweder F' und G beide wahr
sind, oder falls F' falsch ist. Aus einer falschen Voraussetzung kann man
also alles Beliebige schlieflen. Zum Beispiel ist

,Wenn 3! = 6 ist, dann ist 4! = 24
eine wahre Aussage, genau wie
, Wenn 3! = 5 ist, dann ist 4! = 2.
Dagegen ist
,Wenn 6 durch 3 teilbar ist, dann ist 6 eine Primzahl®
offenbar eine falsche Aussage.
In FF=> G heifit F auch die Pramisse, G die Konklusion der Fol-
gerung.
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F <= G steht fiir ,,F' genau dann, wenn G*. Eine solche Aussage ist
wahr, wenn entweder beide Teilaussagen wahr oder beide falsch sind.
Eine wahre Aussage ist zum Beispiel

»,Die Zahl 234978 ist durch 3 teilbar genau dann, wenn die Quer-
summe von 234978 durch 3 teilbar ist.“

Im Flieitext schreiben wir statt <= auch gdw. Wenn das ,,genau dann,
wenn“ in Definitionen verwendet wird, etwa in der Form ,,Eine natiirliche Zahl
heifit ungerade genau dann, wenn sie nicht durch 2 teilbar ist“, verwenden
wir das Zeichen ,:<=-“ in Analogie zu ,,:=*.

Bisher haben wir nur Aussagen iiber einzelne Objekte betrachtet, etwa
die Zahl 5 oder das Wort Opossum. Oft geht es uns aber um Mengen von Ob-
jekten, von denen manche eine bestimmte Eigenschaft haben, andere nicht.
Zum Beispiel haben manche Elemente der Menge der natiirlichen Zahlen die
Eigenschaft, gerade zu sein, und andere Elemente haben diese Eigenschaft
nicht. Im Gegensatz zu den oben betrachteten Aussagen der Art ,,8 ist eine
gerade Zahl“ enthiilt eine Eigenschaft eine (oder mehr) Variablen, wie in ,n
ist eine gerade Zahl“. Eine solche Eigenschaft, ein sogenanntes Prddikat, kann
je nach den Werten, die fiir die Variablen eingesetzt werden, wahr oder falsch
werden. Zum Beispiel lésst sich der gerade genannte Satz, ,n ist eine gerade
Zahl“, auffassen als ein Priadikat mit der Variablen n, P(n). Fir n = 2 ist
dies Pradikat wahr, fiir n = 3 ist es falsch. Fiir den Umgang mit Priadikaten
iibernehmen wir zwei weitere Symbole aus der Logik:

Vo P(x) steht fiir ,,fiir alle x gilt P(z)“. Zum Beispiel kann man die Tat-
sache, dass durch 6 teilbare Zahlen auch durch 3 teilbar sind, ausdriicken
als Vz € N (z mod 6 = 0= mod 3 = 0).

V heiflt auch Allquantor.

Jx P(z) steht fir ,,es gibt (mindestens) ein z, so dass P(z)“. Ein Bei-
spiel dafiir wire etwa ,,Es gibt mindestens ein Wort der deutschen Spra-
che, das genau 5 ,e° und keine anderen Vokale enthélt“ oder in Zeichen
Jz (D(z) A E(x)), falls D(x) heifit ,,z ist ein Wort der deutschen Sprache®
und E(z) steht fiir ,x enthélt genau 5 e und keine anderen Vokale“.

3 heifit auch Existenzquantor.

lz P(x) steht fir ,,es gibt genau ein z, so dass P(z)“. Es kann als

Abkiirzung gesehen werden fiir 3z (P(z) A Vy (P(y) < y=2z)).

Dazu sollte man noch anmerken:

o Vz €A P(z)“ steht fir Vo (v € A= P(z)), und

o JJz e A P(z)" steht fir 3z (x € A A P(x)).

e Als eine weitere Abkiirzung schreiben wir 3z € A,y € B P(z,y)“ fiir
Jre A (Ely €B P(x,y)).
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Beispiel 2.1.1.
Ve >0 36> 0 Va (jz — x| < 6= |f(2) — f(xo)| <)

heifit: Fiir alle €, die grofer als 0 sind, gibt es ein § grofler 0, so dass fiir jedes
beliebige z gilt: Wenn |z — x| < § ist, dann ist auch |f(z) — f(x)| < €. Das
ist gerade die bekannte Definition dafiir, dass die Funktion f an der Stelle xq
stetig ist. (x, 2o, € und ¢ sind in diesem Kontext Variablen fiir reelle Zahlen.)
Hier kann man sich auch gut klarmachen, dass es der Intuition entspricht,
Vz € A P(z)* auf eine Implikation Vz(z € A= P(x)) zuriickzufiihren,
und nicht auf ein A wie 3-Ausdriicke. Fiir alle ¢ gilt: Falls € grofler 0 ist, dann
gibt es ein zugehoriges 0, so dass ...

Generell benutzen wir z,y, z, z1, 2o etc. fiir Variablen {iber unterschied-
liche Wertebereiche. Fiir welche Arten von Objekten (z.B. reelle Zahlen,
natiirliche Zahlen, deutsche Wérter, Formeln etc.) z,y, 2z gerade stehen, wird
jeweils aus dem Zusammenhang klar. n, m, n; etc. benutzen wir meist als Va-
riablen fiir natiirliche Zahlen, f, g, h etc. fiir Funktionen, und F, G, H etc. fiir
Formeln. Letztlich werden wir den Gebrauch von Bezeichnungen fiir Varia-
blen sehr liberal handhaben, wie in der Informatik {iblich.

Neben den Konnektoren, die wir gerade eingefithrt haben, benutzen wir
auch die anderen iiblichen mathematischen Abkiirzungen, wie o.E. (ohne Ein-
schrinkung) oder 0.B.d.A. (ohne Beschriinkung der Allgemeinheit).

Die Operatoren, die wir bislang eingefiihrt haben, binden unterschiedlich
stark, ndmlich — in fallender Bindungsprioritit aufgefiihrt —

1.V, 3 2.AV 3 =, <=
Um andere Bindungen auszudriicken, verwendet man Klammern, wie es auch
oben im Beispiel zum ,,V* geschehen ist: Ohne die Klammerung hétte das
»Va“, das stérker bindet als das ,, = “, sich nur auf ,,x mod 6 = 0“ bezogen.

Beispiel 2.1.2. Ein Beweisverfahren, das wir in diesem Buch immer wieder
verwenden, ist das der Induktion: Wenn man per Induktion beweisen will,
dass alle Zahlen n € N eine Eigenschaft P(n) haben, dann reicht es, zweierlei
zu zeigen: Erstens, dass die Zahl 0 die Eigenschaft P besitzt; zweitens, dass,
falls eine Zahl n die Eigenschaft P hat, auch n+1 diese Eigenschaft hat. Damit
gilt dann schon, dass alle natiirlichen Zahlen die Eigenschaft P haben.

Das Prinzip der Induktion kann man mit einer kurzen logischen Formel
beschreiben: Ist P(n) eine Eigenschaft, dann gilt:

P(0) AVn(P(n) = P(n+ 1)) = VnP(n)

2.2 Grundkonzepte aus der Mengenlehre

Was sind die typischen Eigenschaften einer Menge? Eine Menge enthiilt jedes
Objekt nur einmal, und die Objekte sind ohne eine vorgegebene Ordnung
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zusammengefasst — die Menge {2, 1} ist identisch mit {1, 2}. Nach Cantor ist
eine Menge ,eine Zusammenfassung von bestimmten wohlunterschiedenen
Objekten unserer Anschauung oder unseres Denkens zu einem Ganzen“. Ein
Beispiel einer Menge, die in diesem Buch hiufig verwendet wird, ist die der
natiirlichen Zahlen.

Die Objekte, die in einer Menge zusammengefasst sind, heiflen auch die
Elemente der Menge. Die Aussage ,,z ist ein Element der Menge M “ schrei-
ben wir in Zeichen als ,,x € M“. Es gibt mehrere Moglichkeiten, eine Men-
ge anzugeben. Eine ist die explizite Angabe aller Elemente in geschweiften
Klammern; oben haben wir diese Schreibweise fiir die Menge {1,2} schon
verwendet. Sie kann natiirlich nur fiir endliche Mengen angewendet werden.
Eine unendliche Menge kann man, ein wenig informell, in der ,,Piinktchen-
Schreibweise* beschreiben, zum Beispiel die Menge der natiirlichen Zahlen als
{0,1,2,3,4...}. Formal exakt ist dagegen die Beschreibung einer Menge iiber
eine Eigenschaft: Ist P eine Eigenschaft, dann ist {z | P(z)} die Menge aller
Objekte, die die Eigenschaft P besitzen. So kénnte man zum Beispiel die Men-
ge aller geraden natiirlichen Zahlen beschreiben als {z € N | 2 mod 2 = 0}
oder als {z | In € N z =2n}.

Definition 2.2.1. FEinige hdiufig gebrauchte Mengen tragen die folgenden Be-
zeichnungen:

e N ist die Menge der natiirlichen Zahlen einschliefllich der 0, also die Menge
{07 ]'7 2’ 3’ M '}’

N, ist die Menge der natirlichen Zahlen ausschlieflich der 0, also die
Menge {1,2,3,4,...},

e 7 ist die Menge der ganzen Zahlen, {0,1,—1,2,-2,...},

e Q ist die Menge der rationalen Zahlen,

e R ist die Menge der reellen Zahlen,

o R, ist die Menge der positiven reellen Zahlen, Ry = {z € R | x > 0}.

o [a,b]:={x € R | a<z<b} ist das abgeschlossenen reelle Intervall von a
bis b,

(a,b) :=={x € R | a < x < b} ist das offene reelle Intervall von a bis b ,
und (a, b, [a,b) sind analog definiert.
(0 ist die leere Menge.

Es gibt viele Notationen und Operationen im Zusammenhang mit Men-
gen. Die fiir unsere Zwecke wichtigsten sind in der folgenden Definition zu-
sammengefasst.

Definition 2.2.2. Seien M und N Mengen.

o |M]| ist die Anzahl der Elemente in M. |M| = oo bedeutet, dass M unend-
lich viele Elemente enthdlt.

e M UN:={z|xzeM V x&€ N} ist die Vereinigung von M und N.

e M N N:={z|xz€M AN x& N} ist der Durchschnitt von M und N.
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e M—N:={zxeM|x¢N} ist die Menge ,M ohne N “.

e M CN < Vz (z EM—zxc N) — M st eine Teilmenge von N.

e M =N:<—= MCN A NCM - die Mengen M und N sind gleich.

e MCN: <= MCN AN M#N - M ist eine echte Teilmenge von N.
e 2M .= { N | N C M } ist die Potenzmenge von M, die Menge aller

Teilmengen von M.

o My x...xM,:={(a1,...,an) | a1 € M,...,a, € M, } ist das Kreuz-
produkt von n Mengen. Das Ergebnis ist eine Menge von n-Tupel, die
alle moglichen Kombinationen von n Elementen enthdlt, so dass das erste
FElement aus My ist, das zweite aus My etc.

Fiir =(z € M),~(M C N) u.i. schreiben wir auch z ¢ M, M Z N usw.
Beispiel 2.2.3. Die letzten zwei Konzepte verdeutlichen wir durch ein kurzes
Beispiel.

e Fiir die Menge M = {1, 2,3} ist die Potenzmenge

2V = {0, {1}, {2}, {3}, {1,2}, {1.3}.{2,3}, {1.2,3} }
e Fiir die zwei Mengen My = { a,b } und My = { =,y } ist das Kreuzprodukt
My x My ={ (a,z), (a,y), (b,x), (b,y) }.

Wenn man die Vereinigung, den Durchschnitt oder das Kreuzprodukt von
mehr als zwei Mengen bilden will, kann man eine , vergréflerte Variante* der
betreffenden Symbole verwenden.

Definition 2.2.4. Sei A irgendeine Menge, und zu jedem a € A sei eine
weitere Menge M, gegeben. Dann ist

Usea Mo = {z|Jac A e M}

Neca Mo = {z|Vac A v € M}
Konkret konnte das so aussehen:

Beispiel 2.2.5. Wir betrachten die Menge A = {2,3, 4} und dazu die Mengen
M, ={z|3In € N z=n?} fiir a € A. Dann ist |J,. 4 M, die Menge all
derer natiirlichen Zahlen x, die sich als n? oder n® oder n* schreiben lassen
fiir irgendein n € N. (,.4 M, sind gerade die natiirlichen Zahlen, deren
zweite, dritte und vierte Wurzel in N liegt.

Falls sich die Menge A wie in diesem Beispiel schreiben lisst als A =
{i € N |k <i</{}, bezeichnen wir die Vereinigungsmenge auch kiirzer als

4
U M7 oder U M7
k<i<t i=k

Analog kann man fiir (] vorgehen. In gleicher Weise wie Vereinigung und

Durchschnitt beschreiben wir auch das Kreuzprodukt: Xf:kMi ist eine
Abkiirzung fiir My x ... x M. Formal lisst sich das per Induktion so de-
finieren:
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Definition 2.2.6. Das Kreuzprodukt X ist definiert durch
o X, M, =0 fir¢ <k,

. X?:kMi = M, und

o XEHiH = (Xfi,fMi) x Miyoq1.

Das n-fache Kreuzprodukt einer Menge M, X:-L:lM , kiirzt man auch ab

als M™. In Xf +1M; haben wir genaugenommen eine Rechtsklammerung, das
heifit, Elemente aus dieser Menge haben die Form ((a, b), c). Diese Objekte

identifizieren wir aber mit (a, b, c), so dass Xo_, M; = M; x My x M gilt.

2.2.1 Relationen

Eine Relation setzt Elemente mehrerer Mengen zueinander in Beziehung. Zum
Beispiel konnte man die Tatsache, dass nach der gebriuchlichen Anordnung
der Buchstaben im Alphabet a der erste, b der zweite Buchstabe ist und so
weiter, ausdriicken in einer Relation, die jeden Buchstaben in Zusammen-
hang setzt mit seiner Ordnungsnummer. Formal kénnte man diese Relation
beschreiben als eine Menge, nédmlich die Menge

{(a,1),(b,2),(c,3),...,(2,26)}

In diesem Beispiel ist jedem Buchstaben genau eine Zahl zugeordnet.
Aber es geht auch anders. Wir kénnten die Anordnung der Buchstaben auch
durch eine Relation < beschreiben mit a < b,a < ¢,...,a < 2,b < ¢,b <
d,b<e,...,y <z <ist damit einfach eine Teilmenge von {a,b,c,...,y} x
{b,¢,d,...,z}. Ein weiteres Beispiel einer Relation, hier einer zwischen {a, b}
und {1, 2,3}, ist

(a,1),(a,2),(b,2), (b, 3)
Man koénnte sie graphisch so verdeutlichen:
/ !
\ 7
b

\ 3

Wir haben die drei konkreten Relationen, die wir bisher kennengelernt
haben, als Mengen beschrieben, und zwar als Teilmengen des Kreuzprodukts.
Im ersten Fall ging es z.B. um eine Teilmenge des Kreuzprodukts der Mengen
{a,...,z} und {1,...,26}. Halten wir das formal fest (dabei verallgemeinern
wir auch von einem Kreuzprodukt von zwei Mengen auf eines von n Mengen):

a

Definition 2.2.7 (Relation). Eine n-stellige Relation R dber den Mengen
My, ..., M, ist eine Menge R C X"le,

K
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Betrachten wir ein weiteres Beispiel einer Relation, diesmal einer Relation
nicht zwischen unterschiedlichen Mengen, sondern zwischen Elementen der-
selben Menge N:

Beispiel 2.2.8. Man kann die <-Beziehung zwischen natiirlichen Zahlen auf-
fassen als zweistellige Relation < = {(a,b) e NXxN | 3c €N a+c=b}.
Statt (a,b) € < schreibt man natiirlich iiblicherweise a < b.

Eine Relation wie < ist eine Ordnungsrelation. Sie beschreibt eine Anord-
nung der Elemente in N. Sie hat spezielle Eigenschaften: Zum Beispiel folgt
aus a < b und b < ¢ schon a < ¢. Weitere wichtige Eigenschaften solcher und
anderer Relationen beschreibt die néchste Definition.

Definition 2.2.9. FEine zweistellige Relation T C A x A heift

reflexiv gdw.Va € A a 7 a,

irreflexiv gdw. Va € A —(a 7 a),

symmetrisch gdw. Va,b€e A (a7 b=b 7 a),

antisymmetrisch gdw. Va,b€ A (a7b A bTa=a="0),

asymmetrisch gdw. Va,b€ A (a7 b= (b 7 a))

transitiv gdw. Va,b,c€ A (a7b AN bTc=a T c).

Aquivalenzrelation gdw. sie reflexiv, symmetrisch und transitiv ist.

Ordnungsrelation (vom Typ <) gdw. sie reflexiv, antisymmetrisch und
transitiv ust.

Ordnungsrelation (vom Typ <) gdw. sie irreflexiv, asymmetrisch und tran-
sitiv 1st.

Eine Aquivalenzrelation 7 C A x A partitioniert die Menge A in Teilmen-
gen, in denen alle Elemente zueinander dquivalent sind. Das ergibt sich aus
ihren Eigenschaften der Reflexivitdt, Symmetrie und Transitivitét, die in der
letzten Definition beschrieben sind. Zum Beispiel partitioniert die Aquiva-
lenzrelation

T ={(z,y) e NX N | 2 mod 2 =y mod 2}

die Menge N in zwei Teilmengen: die der geraden und die der ungeraden
Zahlen. Solche Teilmengen heiflen Aquivalenzklassen.

Definition 2.2.10 (Aquivalenzklasse). Sei T C A x A eine Aquivalenzre-
lation. Dann heiflen fir a € A die Mengen

[a); :={be A|aTb}

Aquivalenzklassen von 7. Fiir die Teilmenge [a), heifit a Reprisentant.

Die Menge aller Aquivalenzklassen heifit Partitionierung von A und wird
mit A/, bezeichnet:

A/ ={[a]; | a € A}.

|A/,|, die Anzahl der Aquivalenzklassen von A, heifit der Index von 7.
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Die Aquivalenzklassen einer Aquivalenzrelation 7 haben folgende Eigenschaf-
ten:

e aTb < [a]; = [b]; — zwel Elemente stehen dann und nur dann in der
Relation 7, wenn sie in derselben Aquivalenzklasse liegen.

e Va,b€ A ([al, = [b], V [a]; N[b], = 0) — verschiedene Aquivalenzklassen
sind disjunkt.

e A ist die disjunkte Vereinigung aller Aquivalenzklassen [a], mit a € A.

Die Elemente ein und derselben Aquivalenzklasse werden iiblicherweise
als gleich hinsichtlich 7 angesehen. Man fasst alle gleichen Elemente in ei-
ner Menge [a], zusammen, die man als eine Art ,Makro-Element*“ von A
ansehen kann. Wenn wir noch einmal auf unser obiges Beispiel einer Aquiva-
lenzrelation 7 zuriickgreifen, die N in die geraden und die ungeraden Zahlen
partitioniert, so hat die Menge N/, bei der alle , gleichen* Zahlen zusam-
mengefasst sind, zwei Elemente.

2.2.2 Funktionen

Den Begriff einer Funktion kann man nun aufbauend auf dem Begriff der
Relation definieren: Eine Funktion f : A — B, ist eine Relation, bei der
jedem Element aus A genau ein Wert aus B zugeordnet wird (und eine par-
tielle Funktion ist eine Relation, bei der jedem Element aus A hdchstens ein
Funktionswert zugeordnet ist). Damit ist eine Funktion f natiirlich auch eine
spezielle Menge und zugleich eine Relation: f ist eine Teilmenge des Kreuz-
produktes A x B, die zuséitzlich die gerade genannten Bedingungen erfiillt.

Definition 2.2.11 (Funktion). FEine Funktion (oder Abbildung) f :
A — B fiir Mengen A und B ist eine Relation f C A x B, fiir die zusdtzlich
gilt:

1. YVae€ A Vbi,by € B ((a,bl) efA(ab)ef=b = bg) — jedem Wert
aus A wird hichstens ein Wert aus B zugeordnet, der Funktionswert
von f fiir Argument a —, und

2.YVae A Fbe B (a,b) € f — jedem Wert aus A muss ein Funktionswert
zugeordnet werden.

Eine partielle Funktion f: A — B ist eine Relation f C A X B, die Punkt
1 der Funktionsdefinition erfillt.

Bei einer partiellen Funktion muss nicht jedem Wert aus A ein Funkti-
onswert zugeordnet werden, f darf fiir Argumente a € A auch undefiniert
sein. Wir verwenden im folgenden fiir Funktionen immer die gewohnte Funk-
tionsschreibweise, nicht die Relationsschreibweise, die wir gerade verwendet
haben: Wir schreiben

fla)=b:<=acA NbeB A (a,b) € f.
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Ist eine partielle Funktion f fiir a € A undefiniert, so schreibt man dafiir das
Zeichen ,, | “:

fla)=Li=a€ A AN ~(IbeB fla)=b).

Wenn dem Wert a € A dagegen ein Funktionswert zugeordnet ist, heifit f
auf a definiert.

Zwei Funktionen sind gleich, falls beide fiir jeden Wert aus A jeweils
denselben Funktionswert liefern. Bei partiellen Funktionen miissen dariiber
hinaus die undefinierten Stellen {ibereinstimmen:

Definition 2.2.12. Zwei (partielle) Funktionen f,g: A — B heiffen gleich,
falls gilt:

vae A ((fla) =L = gla)=L) A (f(a) AL = f(a) = g(a)) ).

Eine partielle Funktion f : A — B heifit total, falls sie nirgends undefi-
niert ist, d.h. falls f(a) #L gilt fiir alle a € A. Eine solche partielle Funktion
erfiillt also auch Punkt 2 der Funktionsdefinition. Statt als eine totale parti-
elle Funktion kénnte man f natiirlich auch einfach als Funktion bezeichnen,
aber manchmal ist es hilfreich, explizit von totalen Funktionen zu sprechen
in Abgrenzung zu partiellen Funktionen.

In den néchsten Kapiteln sind im Allgemeinen alle Funktionen total; par-
tielle Funktionen kommen erst wieder in Teil 2 dieses Buches vor.

Manchmal méchte man den Definitionsbereich einer Funktion begrenzen.
Dazu verwendet man den Operator |:

Definition 2.2.13 (Einschrinkung). Ist f : A — B eine Abbildung und
A" C A, dann ist f|a : A — B, die Einschrinkung von f auf A’, definiert
als fla(x) := f(x) fir allex e A'.

Wie bei Relationen gibt es auch bei Funktionen eine Liste von moglichen
Eigenschaften, die wir im weiteren immer wieder brauchen.

Definition 2.2.14. Eine Funktion f: A — B heifit

injektiv, falls fir alle ai,a2 € A gilt: f(a1) = f(as) = a1 = as — keinen
zwei Werten aus A ist derselbe Funktionswert zugeordnet.

surjektiv, falls gilt: Vb € B Ja € A f(a) = b — jeder Wert aus B kommt
(mindestens) einmal als Funktionswert vor.

bijektiv, falls f injektiv und surjektiv ist.

Zu jeder bijektiven Funktion f : A — B ist die Umkehrfunktion f~!': B —
A definiert durch

(bya) € f71 1= (a,b) € f.
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Ist f eine bijektive Funktion, dann ist f~! eine Funktion — sie erfiillt
beide Bedingungen aus Def. 2.2.11. Fiir nicht-bijektive Funktionen muss das
nicht unbedingt der Fall sein. Betrachten wir zum Beispiel eine nicht-injektive
Funktion g: Wenn g(a) = g(b) = c ist fiir a # b, dann ordnet g—! dem Wert ¢
sowohl a als auch b zu — g~ ist zwar eine Relation, aber keine Funktion. Fiir
eine bijektive Funktion f ist f~! iibrigens nicht nur eine Funktion, sondern
sogar selbst eine bijektive Funktion.

Hier ist jedoch eine gewisse Vorsicht geboten: Fiir eine beliebige Funktion
f: A — B kann mit f~! auch manchmal die ,, Urbild-Abbildung® f~! :
B — 24 mit f71(b) := {a € A | f(a) = b} gemeint sein, also eine Funktion,
die jedem Element des Wertebereichs von f die Menge aller seiner Urbilder
zuordnet. Aus dem Kontext sollte aber stets klar sein, welche Funktion mit
f~1 gerade gemeint ist.

2.2.3 Isomorphie, Abzihlbarkeit

Die gerade definierten Konzepte von surjektiven und bijektiven Funktionen
verwenden wir jetzt, um die Grofle von Mengen zu vergleichen, auch von
unendlichen Mengen.

Definition 2.2.15 (Groé8envergleich von Mengen). Seien A, B Mengen
(eventuell unendlich), A, B # ().
A heifst mindestens genauso michtig wie B, in Zeichen

A> B oder B< A,

falls es eine surjektive Abbildung f : A — B gibt.
A heifst méchtiger als B, falls B < A und A £ B gilt.

Die Bedeutung dieser Definition kann man sich so intuitiv klarmachen:
Eine surjektive Abbildung f : A — B ist eine Relation, die jedem a € A genau
ein b € B zuordnet, es kann ein b € B auch zwei verschiedenen Elementen aus
A zugeordnet sein, aber jedes b € B ist mindestens einem a € A zugeordnet.
Also muss es intuitiv mindestens so viele Elemente in A geben wie in B.

Wenn es zwischen zwei Mengen A und B nicht nur eine surjektive, sondern
sogar eine bijektive Abbildung gibt, dann sind sie ,,gleichférmig*“, griechisch
isomorph.

Definition 2.2.16 (isomorph). Zwei Mengen A und B heiffen isomorph,
falls eine bijektive Abbildung f : A — B existiert.

Ist A eine endliche Menge mit |A| = n Elementen, so ist A genau dann zu
einer Menge B isomorph, wenn B auch endlich ist und ebenfalls n Elemente
besitzt. Das ldasst sich leicht einsehen:

e Gilt [A] =n, |B] =m, und n # m, sagen wir ohne Einschréinkung n < m,
dann kann es keine surjektive Funktion f : A — B geben.
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e Ist dagegen |A| = |B|, dann kann man eine bijektive Funktion f : A — B
konstruieren mit folgendem Algorithmus (der induktiv iiber die Gréfle n
der Menge A vorgeht):

n = 1: Wéhle irgendein a aus A und irgendein b aus B. Setze f(a) := b.
Setze A’ := A —{a}, B’ := B — {b}.

n—n+1: Ist n = |A| (= |B]), so hore auf. Ist aber n < |A|, so wilhle
irgendein a aus A’ und irgendein b aus B’. Setze f(a) := b, A’ := A'—{a},
und B’ := B’ — {b}.

Wie steht es aber mit unendlichen Mengen A und B: Wann enthalten
unendliche Mengen ,,gleichviel Elemente“? Wie wir gleich sehen werden, gibt
es isomorphe unendliche Mengen, von denen man intuitiv annehmen wiirde,
dass sie unterschiedlich viele Elemente enthalten. Zum Beispiel ist die Menge
der geraden natiirlichen Zahlen N, := {n € N | n mod 2 = 0} isomorph zu
N, der Menge aller natiirlichen Zahlen. Um das zu sehen, betrachten wir die
Funktion f : N — N, die jeder natiirlichen Zahl eine gerade Zahl zuordnet
durch

f(n):=2-n.

f ist injektiv und surjektiv, also bijektiv.

Ebenso sind N und N x N isomorph. Um das zu zeigen, konnte man eine
bijektive Abbildung von N x N nach N direkt konstruieren. Leichter wird
der Beweis aber, wenn wir vorher den Begriff des ,, Aufzéihlbaren® einfiihren.
Dabei nutzen wir dieselbe Idee wie oben beim allgemeinen Groéfenvergleich
von Mengen (Def. 2.2.15).

Definition 2.2.17 (aufzdhlbar/abzihlbar). Fine Menge A heifit auf-
zihlbar oder abzihlbar, falls

o entweder A leer ist
e oder es eine surjektive Funktion f: N — A gibt.

Ist A # 0 und gibt es keine surjektive Funktion f : N — A, so heifst A
iiberabzihlbar.

Wenn eine Menge A aufzéhlbar ist, so heifit das, man kann die Elemente
von A aufzéhlen als f(0), f(1), f(2) etc. In dieser Aufzéhlung kommt jedes
Element von A mindestens einmal vor, es kann allerdings auch ein Element
mehrfach als Funktionswert auftreten.

Jede endliche Menge A = {aq,...,a,} ist abzihlbar: Entweder ist A leer,
dann ist sie per definitionem abzéhlbar, andernfalls kann man sehr leicht eine
surjektive Funktion f: N — A aufstellen: Man setzt

) a; firl<i<n
f@) =

aq fir i > n.

Fiir unendliche Mengen gilt folgender wichtiger Zusammenhang:



2.2 Grundkonzepte aus der Mengenlehre 15

Satz 2.2.18. Wenn eine Menge A unendlich und abzihlbar ist, dann ist sie
auch zu N isomorph.

Beweis: Sei A abzihlbar und nichtleer. Dann gibt es nach der Definition eine
surjektive Funktion f : N — A. Wir dndern f zu einer Funktion f' : N —
A ab, die nicht nur surjektiv, sondern auch injektiv ist, denn Isomorphie
zwischen A und N bedeutet ja die Existenz einer bijektiven Funktion von N
nach A (oder umgekehrt). Bei der Konstruktion von f’ nutzen wir aus, dass
A unendlich ist. Induktiv lisst sich die Funktion f’ so beschreiben:

n=0: f(0) = £(0).
n—n+1: f'(n+1) = f(m), wobei m die kleinste natiirliche Zahl ist, so
dass f(m) € Uy<;<, f'(4) ist. Da A unendlich ist und f(N) = A gilt,

gibt es immer ein solches m.

Werte aus A, die fiir eine kleinere Zahl aus N schon als Funktionswert vorge-
kommen sind, werden also {ibersprungen, und es wird der néchste noch nicht
dagewesene Funktionswert ,,vorgezogen®. f’ zihlt alle Elemente aus A auf
ohne Wiederholung, d.h. f': N — A ist surjektiv und injektiv. |

Kommen wir auf unser Problem von oben zuriick — es ging darum zu zeigen,
dass N isomorph ist zu N x N.

Satz 2.2.19. N ist isomorph zu N x N.

Beweis: Um diesen Satz zu beweisen, miissen wir nach der obigen Uber-
legung nur zeigen, dass N x N aufzéhlbar ist. Das heifit, wir miissen eine
surjektive Abbildung f : N — N x N konstruieren. Zum Beispiel kénnen wir
folgende Funktion verwenden:

f(n) = (a,b) :<= In der Primfaktorzerlegung von n kommt die
Primzahl 2 genau a-mal und die Primzahl 3
genau b-mal vor.

f(n) ist fir jedes n € N definiert — wenn 2 als Faktor von n nicht vor-
kommt, so ist a = 0, und kommt 3 nicht vor, so ist b = 0 —, und jedes (a,b)
ist Funktionswert fiir irgendein n € N, zum Beispiel fiir n = 2 - 3° oder fiir
n=2%-3".5; fist also surjektiv. [ |

N ist nicht nur isomorph zu N x N = N2, sondern zu jedem N fiir n > 1.
Satz 2.2.20. N ist isomorph zu N" fiir alle n € N..

Beweis: Wir beweisen den Satz durch Induktion iiber n.

n = 1: N ist natiirlich isomorph zu N. Eine bijektive Funktion von N nach N
ist zum Beispiel die Identitdtsfunktion id : N — N mit id(n) :==n Vn €
N.
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n — n + 1: Per Induktionsvoraussetzung sei schon gezeigt, dass N isomorph
ist zu N™. Das heif3t, dass es eine bijektive Funktion g : N® — N gibt.
Wir verwenden wieder die surjektive Funktion f : N — N x N aus dem
letzten Satz und konstruieren aus ihr und aus g eine neue Funktion A :
N — N"t1 (= N" x N) als

h(z) = (a1,...,an,ang1) = Im (g(a1,...,an) =m
A F@) = (myani)).

h ist surjektiv; damit ist N" ™! aufziihlbar, also nach Satz 2.2.18 isomorph
zu N. |

Es ist nun aber durchaus nicht so, dass alle unendlichen Mengen schon
isomorph zu N wéren. Einer der schonsten Beweise der Mathematik ist der
der Aussage, dass die reellen Zahlen nicht abzéhlbar sind. Trotz seiner Ein-
fachheit wurde er von Cantor erst zu Ende des 19. Jahrhunderts gefunden und
stellte den Beginn der modernen Mengenlehre dar. Da wir die zugrundelie-
gende Beweisidee, den Diagonalschluss, in diesem Buch hiufiger brauchen
werden, stellen wir den Beweis hier vor. Dazu betrachten wir das abgeschlos-
sene reelle Intervall von 0 bis 1, [0,1] ={z € R | 0 <z < 1}.

Satz 2.2.21 (von Cantor). [0, 1] ist nicht abzdihlbar.

Beweis: Nehmen wir an, [0, 1] sei abzdhlbar. Dann muss es nach der Defini-
tion von Abzdhlbarkeit eine surjektive Funktion f : N — [0,1] geben. Jede
reelle Zahl in [0,1] kommt also (mindestens einmal) als ein Funktionswert
f (@) vor.

Jede reelle Zahl im Intervall [0, 1] kénnen wir als Dezimalzahl der Form
0,dod1ds ...d, ... schreiben mit d, € {0,...,9}. (Auch die Zahl 1 kann
man so darstellen, es ist ja 1 = 0,9.) Wenn wir uns auf den Funkti-
onswert an der Stelle ¢ beziehen, auf f(i), verwenden wir die Darstellung
fi) =0,didids...d: ... €10,1]. d, € {0,...,9} ist also die (n + 1)-te Dezi-
malstelle des Funktionswertes von f an der Stelle 7. Insbesondere interessieren
wir uns nun fiir die Dezimalstellen d?, also die jeweils (n+ 1)-te Dezimalstelle
der n-ten Zahl. Aus allen d! fiir n € N konstruieren wir eine neue reelle Zahl
d als

d:=0,dodyds...ds3... mit

- dr+1, fallsdr+1<9
dp, := (d' + 1) mod 10, d.h. d,, =
0, sonst

d ist eine reelle Zahl aus dem Intervall [0,1], und zwar eine, die sich in
ihrer (i + 1)-ten Dezimalstelle von f(¢) unterscheidet fiir alle ¢ € N. Damit
kénnen wir nun einen Widerspruch konstruieren: Die Funktion f : N —
[0,1] ist nach unserer obigen Annahme surjektiv, damit ist auch die Zahl d
Funktionswert von f fiir (mindestens) ein j € N, d.h. f(j) = d. Nun lisst sich
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die Zahl f(j) = d wie oben festgelegt schreiben als f(j) = 0, déd{d% . d; -
Andererseits ist aber dg # d;j nach der Konstruktion von d, also ist f(j) # d.
|

Das Verfahren der Diagonalisierung, das wir in diesem Satz angewendet
haben, wird haufiger angewendet, um zu zeigen, dass eine Menge nicht abzahl-
bar ist, oder um zu beweisen, dass eine bestimmte Funktion nicht Element
einer abzidhlbaren Menge sein kann. Woher das Verfahren seinen Namen hat,
macht man sich am besten an einem Bild klar. Im letzten Satz haben wir
angenommen, die reellen Zahlen lieflen sich durchzéhlen als die nullte, erste,
zweite ... Wenn man sich eine unendlich grofie Tabelle vorstellt, in der hori-
zontal aufgetragen ist, um die wievielte reelle Zahl es geht, und vertikal die
0., 1., 2., 3., ... Dezimalstelle, dann geht es bei der Diagonalisierung gerade
um die Zahlen, die in der Diagonalen liegen, wie Abbildung 2.1 verdeutlicht.

Abb. 2.1. Eine Veranschaulichung der Diagonalisie-

1| d9 |||di d? |... rung
0 ds | d}
[Lof[r]z2]

Eine genauere, allgemeinere Beschreibung des Verfahrens einschliellich
der Voraussetzungen, die gegeben sein miissen, damit es anwendbar ist, geben
wir auf S. 205, wo wir das Verfahren das néchste Mal gebrauchen.

2.3 Grundbegriffe aus der Algebra

Wenn man auf Elemente einer Menge M, zum Beispiel N, eine Operation an-
wendet, zum Beispiel +, dann ist es oft entscheidend, dass das Ergebnis auch
auf jeden Fall in M ist. Wenn man auf zwei Elemente n, m € N die Operati-
on + anwendet, ist das Ergebnis n + m auf jeden Fall wieder eine natiirliche
Zahl. Man sagt, N ist abgeschlossen gegen Addition. Bei der Subtraktion ist
das anders, zum Beispiel ist 2 —3 = —1 keine natiirliche Zahl; N ist also nicht
abgeschlossen gegen Subtraktion. Allgemein sagt man, eine Menge M ist ab-
geschlossen gegen eine Operation Op, wenn das Ergebnis einer Anwendung
von Op auf Elemente von M auf jeden Fall wieder in M ist.
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Definition 2.3.1 (Abgeschlossenheit). Sei M eine Menge und Op,, ein
n-stelliger Operator. M heiffit abgeschlossen gegen Op,, falls Vey, ..., e, €
M Opy(ei,...,en) € M gilt.

Wenn M abgeschlossen ist gegen einen n-stelligen Operator Op,,, dann
heifit das einfach, dass Op,, eine totale Funktion Op,, : M™ — M ist.

N ist nicht abgeschlossen gegen Subtraktion, die Menge Z der ganzen
Zahlen dagegen schon. Man kann sogar noch mehr sagen: Z ist die Menge, die
entsteht, wenn man zu N alle die Zahlen z dazunimmt, die durch Subtraktion
zweier natiirlicher Zahlen entstehen koénnen (d.h. Z={ z | Im,n e N z =
m—mn }); entfernt man aus Z irgendeine Zahl, so ist die Ergebnismenge nicht
mehr abgeschlossen gegen Subtraktion. Man sagt: Z ist die kleinste Menge,
die N enthélt und abgeschlossen ist gegen Subtraktion.

Wenn man nun eine Menge M zusammenfaft mit einem oder mehreren Ope-
ratoren, gegen die M abgeschlossen ist, erhélt man eine algebraische Struktur.

Definition 2.3.2 (algebraische Struktur). Eine algebraische Struk-
tur A vom Typ (ny,...,ny) ist ein (k+1)-Tupel A= (M,Op}, ..., Op’flk)
von einer Menge M wund k Operatoren Opf” der Stelligkeit n; auf M, fir
1 <i <k, sodass M gegen jeden dieser k Operatoren abgeschlossen ist. M
heifit auch Trigermenge von A.

Beispiel 2.3.3. (N,4+,-,0,1) ist eine algebraische Struktur vom Typ (2, 2, 0,
0): N ist abgeschlossen gegen die zweistelligen Operationen der Addition und
Multiplikation, und N ist auch abgeschlossen gegen die nullstelligen Opera-
toren 0 und 1. Man kann nédmlich die Konstanten 0 und 1 als nullstellige
Operatoren

0: N® — N mit 0() := 0,
1:N° = Nmit 1() := 1

auffassen. Generell kann man mit diesem Trick immer irgendwelche fest aus-
gewihlten Element der Tridgermenge, die man als Konstanten der algebrai-
schen Struktur hinzufiigen mochte, als nullstellige Operatoren auf der Tréger-
menge beschreiben.

(N, +, —) ist keine algebraische Struktur, da N gegen die Subtraktion nicht
abgeschlossen ist.

Wenn man nun zwei Mengen M und N hat, die Tragermengen zwei-
er algebraischer Strukturen (M, Op;, ..., Op’fnk) und (N, Opil ey Opfll)
sind, und Abbildungen von M nach N betrachtet, dann interessiert man sich
héufig fiir solche Abbildungen, die mit den Operatoren der algebraischen
Strukturen vertréglich sind. Was das heif3t, macht man sich am besten an
Beispielen klar. Zuerst ein relativ allgemeines: Gegeben seien zwei algebrai-
sche Strukturen (M, gps) und (N, gn) fir Operatoren gy : M x M — M
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und gy : N x N — N. Wenn wir fordern, dass die Abbildung h : M — N
vertréglich sein soll mit gps und gy, dann heifit das: Gegeben zwei Elemente
a und b aus M, dann ist es gleichgiiltig,

e ob man zuerst innerhalb von M bleibt und gas(a, b) bildet und diesen Wert
dann nach N in h(ga(a,b)) abbildet

e oder ob man zunichst a und b nach N iibertrigt in h(a) und h(b) und
dann innerhalb von N gy anwendet zu gy (h(a), h(b)) —

es ergibt sich in beiden Féllen dasselbe Ergebnis. Noch eine weitere Voraus-
setzung gibt es, damit eine Abbildung mit zwei Operatoren vertriglich sein
kann: Die zwei Operatoren miissen dieselbe Stelligkeit besitzen.

Sehen wir uns das Ganze noch an einem konkreteren Beispiel an: Wir
betrachten die algebraischen Strukturen (R, ) und (R, +). log : R4 — R ist
vertriglich mit - auf R;und 4 auf R. Es ist gleichgiiltig,

e ob man zun#chst innerhalb von R, bleibt und a - b bildet und diesen Wert
danach auf log(a - b) € R abbildet

e oder ob man zunéchst a und b nach R iibertriigt in log(a) und log(b) und
dann innerhalb von R + anwendet zu log(a) + log(b) —

es ist ja log(a-b) = log a+logb. Tatséchlich wurden frither Logarithmustabel-
len verwendet, um die Multiplikation grofler Zahlen auf eine einfachere Ad-
dition zuriickzufiihren.

Dies Kriterium der ,, Vertraglichkeit“ beschreibt man formal mit dem Be-
griff des Homomorphismus.

Definition 2.3.4 (Homo-, Isomorphismus). Ein Homomorphismus
h: Ay — Ay von einer algebraischen Struktur A; = (M, Opy,.s - .,Op’fnk)

vom Typ (ny,...,ng) in eine algebraische Struktur A; = (N, ﬁp;l, ceey

—k . . . . . .

Opmk) vom gleichen Typ ist eine Funktion h : M — N, die mit allen Ope-
ratoren vertrdglich ist, fir die also fir 1 < i <k und alle a1,...,a,, € M
gilt:

h(Op, (ar,- ., an,)) = Opy, (h(ar), .- ., h(an,))-

Ein Isomorphismus von Ay = (M,O0pl, ,...,0pk, ) nach A; = (N, ﬁp;l,
cee iniw) ist ein Homomorphismus h : A1 — Aa, fir den zusdtzlich gilt,
dass die Funktion h : M — N bijektiv ist.

Zum Beispiel ist log ein Homomorphismus von der algebraischen Struktur
(R4, ) nach (R, +).

Auch bei algebraischen Strukturen interessieren wir uns besonders fiir einige
Exemplare mit speziellen Eigenschaften, zum Beispiel fiir Halbgruppen:
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Definition 2.3.5 (Halbgruppe, assoziativ, kommutativ). Fine Halb-
gruppe H ist ein Paar H = (M, o) von einer Menge M und einer zweistel-
ligen Funktion (Verkniipfung) o : M x M — M, die assoziativ ist, d.h. fir
alle a,b,c € M gilt:

(aob)oc=ao(boc)
H heifit kommutativ, falls fir alle a,b € M gilt: aocb="boa.

o ist ein zweistelliger Operator, H ist also eine algebraische Struktur vom
Typ (2). Allerdings spricht man bei Halbgruppen eher von der ,, Verkniipfung*
o als von einem Operator oder einer Funktion, was alles ebenfalls korrekt
wére. Zu der Eigenschaft der Assoziativitit konnen noch weitere interessante
Eigenschaften hinzutreten.

Definition 2.3.6 (Nullelement, Einselement). Sei A = (M, o) eine al-
gebraische Struktur vom Typ (2). Ein Element b von M heif$t

e Nullelement von A, falls fiir alle a € M gilt: aob=boa =b;
e Einselement von A, falls fiir alle a € M gilt: aob=boa = a.

Wenn A Nullelemente oder Einselemente besitzt, dann sind sie eindeutig.
Das heif3t, wenn by und by zwei Nullelemente (bzw. Einselemente) von A sind,
dann ist by = b, wie sich leicht zeigen lésst:

e Sind b; und by Nullelemente, dann gilt nach der letzten Definition b; =
b10b2 Zbgobl :bg.

e Sind b; und bs Einselemente, dann gilt nach der letzten Definition b; =
blobg :bQObl :bg.

Wir bezeichnen im folgenden hiufig das einzige Nullelement von A mit
04 und das einzige Einselement mit 1 4, falls sie denn existieren. Das muss
nicht immer der Fall sein.

Beispiel 2.53.7. Sehen wir uns dazu ein paar Beispiele an.

e Fiir die Halbgruppe H = (N, ) ist Oy =0 und 1y = 1.

e Die Halbgruppe H = (N, +) hat dagegen kein Nullelement. Ihr Einselement
ist lH =0.

e Bezeichnen wir mit Fl(\?art) die Menge aller (partiellen) Funktionen von N

nach N, und o : f&am xflffl T, ]-"f(f” sei die Komposition von Funktionen,
d.h.

g(f(n)), falls f(n) definiert ist

1, sonst

fog(n):=

Dann ist H = (fﬁart,O) eine Halbgruppe mit Einselement 1y = id
und Nullelement 0z =_. Die Identitéitsfunktion id haben wir oben schon
kennengelernt, und L: N — N ist die iiberall undefinierte Funktion mit
Ll(n) := L VneN.
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e Betrachtet man in Fy nur die totalen Funktionen von N nach N, so hat
man mit H = (Fy, o) auch eine Halbgruppe. Thr Einselement ist dasselbe
wie das der letzten Halbgruppe, es ist 1y = id, aber diese Halbgruppe
besitzt kein Nullelement.

e Verbindet man die totalen Funktionen mit einem anderen Operator, dann
kann sich ein ganz anderes Bild ergeben: Wir verwenden als Operator ,
die Multiplikation von Funktionen, mit f * g(n) := f(n) * g(n) und bilden
damit die Halbgruppe H = (Fy,*). Sie hat als Einselement die iiberall
konstante Funktion 1z = 1 mit 1(n) := 1 Vn, und als Nullelement die
iiberall konstante Funktion 0 = 0 mit O(n) =0 Vn.

e Eine Menge ist eine triviale algebraische Struktur ohne jegliche Operatoren,
also vom leeren Typ. Damit sind Def. 2.2.16 und 2.3.4 vertréiglich: Zur
Isomorphie zweier Mengen A, B reicht die Existenz einer Bijektion von A
nach B.

Eine Halbgruppe mit Einselement heifit auch Monoid.

Definition 2.3.8 (Monoid). Ein Monoid H ist ein Tripel H = (M, o, 1)
von einer Halbgruppe (M, o) und einem FEinselement 1.

Als algebraische Struktur hat ein Monoid den Typ (2,0). Zwei Elemente
der Tragermenge eines Monoids a und b heiflen invers zueinander, wenn sie,
verkniipft miteinander, das Einselement ergeben.

Definition 2.3.9 (Inverses, Gruppe). Ist (M,o,15) ein Monoid mit
a,b € M, so heifst a Inverses von b, falls

aob=boa=1y

gilt.
Eine Gruppe G ist ein Monoid G = (M, o,1¢), in der jedes Element aus
M auch ein Inverses in M besitzt.

Wenn a € M Inverses von b ist, dann ist auch b Inverses von a. In einer
Gruppe hat jedes Element nicht nur mindestens, sondern auch hochstens ein
Inverses. Das lidsst sich relativ leicht zeigen. Angenommen, by und by sind
beide Inverses von a, so ist a Inverses von b; und bs, und wir kénnen wie
folgt auf by = by schlieflen:

bl:blolM:b10(a0b2):(b10a)0b2:1M0b2=b2.

Beispiel 2.3.10. (Z,4),(Q,+),(Q — {0},-), (R — {0}, ) sind Gruppen, aber
nicht (Z,-) oder (R, -). Denn ganze Zahlen haben kein Inverses beziiglich der
Multiplikation, aufler fiir die 1, und in R besitzt die 0 kein Inverses beziiglich
der Multiplikation.

Wenden wir nun das Konzept des Homomorphismus, das wir oben ein-
gefithrt haben, auf die speziellen algebraischen Strukturen an, mit denen wir
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uns seitdem beschéftigt haben: Ein Halbgruppen-Homomorphismus ist
ein Homomorphismus zwischen zwei Halbgruppen, ein Monoid-Homomor-
phismus betrifft zwei Monoide, ein Gruppen-Homomorphismus zwei
Gruppen. Machen wir uns klar, was Vertréiglichkeit hier bedeutet. Ist A zum
Beispiel ein Monoid-Homomorphismus von (M, o, 1p) nach (N, opn, 1),
dann muss fiir h gelten:

e h(aop b) = h(a)on h(b) Va,be M
o h(lM) = 1N~

Beispiel 2.3.11. Der Logarithmus (zu einer beliebigen Basis > 0) ist ein
Monoid-Isomorphismus von (R4, -, 1) nach (R, +,0):

e log(a-b) = log(a) + log(b), wie wir oben schon erwihnt haben, und
e log(1) = 0 — Einselement wird auf Einselement abgebildet.

Oben haben wir Funktionen zwischen Trigermengen von algebraischen
Strukturen betrachtet. Neben Funktionen kann man auch fiir Relationen de-
finieren, was Vertriglichkeit heifit. So werden wir spéter noch Aquivalenzre-
lationen verwenden, die mit der Verkniipfung einer Halbgruppe vertréglich
sind. Betrachtet man eine Halbgruppe (M, o), dann heifit hier Vertréiglichkeit
folgendes: Wenn zwei Elemente a und b von M zueinander in Relation stehen
und man nun beide Elemente a und b mit demselben Element ¢ verkniipft,
dann stehen auch a o ¢ und b o ¢ zueinander in Relation.

Definition 2.3.12 (Rechtskongruenz). Eine Rechtskongruenz (oder
einfach nur Kongruenz) 1 C M x M auf einer Halbgruppe (M, o) ist eine
Aquivalenzrelation auf M, fir die zusdtzlich gilt:

Va,b,ce M (a7’bz>(aoc) T (boc)).

2.4 Grundbegriffe aus der Graphentheorie

Ein Graph ist eine abstrakte Form, die sehr vieles darstellen kann — ein Stra-
Bennetz, mogliche Spielziige in einem Schachspiel, eine Relation (wie in dem
Beispiel auf S. 9), und noch beliebig vieles andere.

Definition 2.4.1 (Graph). Ein Graph G = (V, E) besteht aus

e V| einer Menge von Knoten (vertices), und
e ECV xV, einer Menge von Kanten (edges).

G heifft ungerichtet, falls fir alle Knotena,b € V gilt: (a,b) € E=>(b,a) €
E. Ansonsten heifit G gerichtet.

Graphen stellt man zeichnerisch dar, indem die Knoten als Kreise und die
Kanten als Pfeile zwischen den Kreisen wiedergegeben werden. Bei ungerich-
teten Graphen lisst man die Pfeilspitzen weg und zeichnet die gegenldufigen
Kanten nur einfach.
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Beispiel 2.4.2. Abbildung 2.2 zeigt einen gerichteten und einen ungerichteten
Graphen.

ein (gerichteter) Graph ein ungerichteter Graph
O l
q Gl
O O
@) iblichere Darstellung fur denselben Graphen
O\O
AN
Q @ S
O

Abb. 2.2. Ein gerichteter und ein ungerichteter Graph

In unserer Definition von Graphen sind Kanten einfach eine Menge von
Knotenpaaren. Das heifit natiirlich, dass es von einem Knoten v zu einem
Knoten v" entweder keine oder genau eine Kante gibt. Man kann Graphen
aber auch so definieren, dass Mehrfachkanten zugelassen sind, dass es also
mehrere Kanten von einem Knoten v zu einem Knoten v’ geben kann. Das
ist besonders bei kantengewichteten Graphen interessant.

Definition 2.4.3. Wenn wir iber Graphen sprechen, verwenden wir folgen-
de Begriffe:

o Wenn (v,v") € E ist, schreibt man dafir auch v — v'. v heifit Vater von
v' und v’ umgekehrt Sohn von v.

o FEin nicht-leeres Wort W = vy ... v, heifst Weg (der Linge n — 1) von vy
nach v, gdw. Vi < n v; — v;41 eine Kante ist.

e v heiffit Vorfahre von v’ gdw. es einen Weg von v nach v’ gibt. v' heifit
dann Nachkomme von v.

e v, und vy sind Briider gdw. es einen Knoten v gibt, so dass v Vater von
vy und Vater von vy ist.

o Ein Weg vi,...,v, mit n > 1 heifit Kreis, falls vi = v, gilt.



24 2. Begriffe und Notationen

Man beachte, dass nach dieser Definition ein Kreis auch durchaus z.B.
die Form einer Acht haben kann. Ein Kreis ist hier einfach ein Weg, der am
Ende zu seinem Anfangspunkt zuriickkehrt. Ob und wie oft dabei ein Knoten
mehrfach betreten wird, ist gleichgiiltig.

Definition 2.4.4 (Baum). Fin Baum B = (V, E,vg) ist ein gerichteter
Graph (V,E) mit einem ausgezeichneten Knoten vy, der Wurzel von B.
Dabei muss noch gelten:

o vy ist Vorfahre aller anderer Knoten, es gibt also einen Weg von vy zu
jedem Knoten v € V.

e B enthdlt keine Kreise, d.h. es gibt fiir keinen Knoten v € V einen Weg
einer Linge > 0 von v nach v.

e Kein Knoten hat mehr als einen Vater.

Beispiel 2.4.5. Abbildung 2.3 zeigt ein Beispiel fiir einen Baum. Man zeich-
net einen Baum fiir gew6hnlich, der Natur nicht ganz entsprechend, mit der
Waurzel nach oben. Meist werden in Baumen allerdings die Pfeilspitzen weg-
gelassen (vergleiche z.B. Abb. 2.4), obwohl Biume gerichtete Graphen sind:
Die Kanten fiihren stets ,,von der Wurzel weg®.

Abb. 2.3. Ein Baum

Definition 2.4.6. Sei B = (V,E,vg) ein Baum.

Ein innerer Knoten ist ein Knoten mit mindestens einem Sohn.

Ein Blatt ist ein Knoten ohne Séhne.

Ein Ast ist ein Weg von einem Knoten zu einem Blatt.

Die Tiefe von B ist die maximale Linge eines Weges in B (dieser Weg
verliuft von der Wurzel zu einem Blatt).

e FEin Unterbaum B’ von B ist ein Baum B' = ( V', E' v, ), wobei
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— V' CV und

— E' = En (V' x V') ist, wir wihlen also eine Menge von Knoten und

nehmen dann als neue Kantenmenge die Kanten, die sich innerhalb der
neuen Knotenmenge erstrecken.

e FEin vollstindiger Unterbaum B’

= (V' E', v} ) von B ist ein Unter-

baum, in dem fiir alle Knoten v € V' gilt: Ist v Nachkomme von v, in B,
soistve V.

e Fin angeordneter Baum ist ein Baum, in dem fiir jeden inneren Knoten

v eine Ordnung s1 < ... < 8, seiner Sohne {s,
heift dann der linkeste Sohn von v.
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Abb. 2.4. Ein Baum mit Unterbdumen B’ und B”

In Abb. 2.4 ist der mit 0 bezeichnete Knoten die Wurzel, 0, 1 und 2
sind innere Knoten, und 3 ist ein Blatt. 1 ist die Wurzel des unvollstdndigen
Unterbaums B’, und 2 ist die Wurzel des vollstindigen Unterbaums B”.

Bei einem Graphen, der ein Straflennetz darstellt, konnte man die Kanten
mit der jeweiligen Linge der Strafle annotieren, um so fiir einen Weg durch
den Graphen feststellen zu koénnen, wie lang er in realiter ist. Bei einem Gra-
phen, der mogliche Spielziige in einem Schachspiel darstellt, konnte man die
Knoten mit der ,,Giite“ des jeweiligen Zuges annotieren, um jeweils feststel-
len zu kénnen, wie sinnvoll ein Zug ist. Beides lésst sich realisieren mit einer
Gewichtsfunktion, die jedem Knoten oder jeder Kante einen Wert zuordnet.

..., 8n} festgelegt ist. s,
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Definition 2.4.7 (gewichteter Graph). Fine Gewichtsfunktion fir ei-
nen Graphen (V, E) ist eine Abbildung f : V — A (fiir Knotengewichte) oder
f+ E — A (fir Kantengewichte), die Knoten und Kanten mit Werten aus
einer Menge A markiert. Graphen mit (Knoten-, Kanten-) Gewichten heiffen
auch (knoten-, kanten-) gewichtet.

Ein Begriff, den man h&ufig braucht, ist der des Grades: Er beschreibt, wie
viele Kanten in einem Knoten enden und wie viele von ihm ausgehen.

Definition 2.4.8 (Grad). Der In-Degree oder In-Grad eines Knotens v
eines Graphen G = (V, E) ist die Anzahl von Kanten, die in v enden, also die
Zahl |{(v',v) € E | v' € V}|. Der Out-Degree oder Out-Grad von v ist die
Anzahl von Kanten, die in v beginnen, also die Zahl |{(v,v") € E | v' € V'}|.
Der Grad von v ist die Summe von In- und Out-Degree.

Der (In-, Out-) Degree von G ist der maximale (In-, Out-) Degree unter
den Knoten in V.

In einem Baum ist mit ,Grad“ stets der Out-Degree gemeint, da der In-
Degree schon per Definition immer 1 ist.

Eine wichtige Beziehung zwischen Graden, Knotenanzahl und Tiefe von
Baumen liefert der folgende Satz.

Satz 2.4.9. Sei B = (V, E,vg) ein Baum vom Grad d > 1, dessen Tiefe t
ist und der b viele Bldtter hat. Dann gilt:

1. b < dt,
2. VI <2-d', und
3.t >log,b.

Beweis: Wir fithren den Beweis per Induktion iiber ¢.

t =0: In einem Baum der Tiefe 0 ist V = {vp}. Damit gilt [V| =1 =5 <
d® <2-d° und 0 = log, b.
t—t+1: G=(V,E) sei ein Baum der Tiefe ¢ 4+ 1. Wenn man von G gerade
diejenigen Bléitter weglisst, die auf Tiefe ¢t + 1 liegen, erhélt man einen
Baum G’ der Tiefe ¢, fiir den nach der Induktionsvoraussetzung gilt: G’
hat héchstens df Blitter und 2d! Knoten.
1. Jedes Blatt von G auf Tiefe ¢t + 1 hat ein Blatt von G’ als Vater.
Da der Grad von G d ist, kénnen zu jedem Blatt von G’ hiochstens
d neue Blatter dazukommen. Also ist die Anzahl von Bléttern in G
< (d mal die Anzahl der Blitter in G’ ), lasst sich also nach oben
abschiitzen durch d - d* = d**+!.
2. Die Anzahl der Knoten in G ist gleich der Anzahl von Knoten in
G’ — also < 2 -d* nach der Induktionsvoraussetzung — zuziiglich der
Anzahl von Blattern von G auf Tiefe ¢ + 1. Die Anzahl der Blétter
auf Tiefe ¢t + 1 ist hochstens so grofl wie die Anzahl von Bléttern
in G insgesamt, also < d**!. Somit ist die Anzahl der Knoten in G
|V| S 2dt +dt+1 S dt+1 +dt+1 — 2dt+1.
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3. Aus b < d' folgt, dass log, b < ¢ ist. [ ]

2.5 Grundbegriffe aus der Informatik

Wir werden uns im weiteren intensiv mit einer besonderen Art von Men-
gen beschéftigen, mit Sprachen. Eine Sprache ist eine Menge von Wortern,
wobei die Worter zusammengesetzt sind aus Buchstaben irgendeines Al-
phabets (man spricht von einer Sprache dber einem Alphabet). Zum Bei-
spiel kénnte man iiber dem Alphabet X = { 57,® } eine Sprache L; =
{V,®V,V V ®,8® v ® } definieren. L hat offenbar endlich viele Wrter,
namlich genau 4. Es sind aber auch Sprachen mit unendlich vielen Wortern
moglich, zum Beispiel die Sprache aller beliebig langen Buchstabenketten
iiber dem Alphabet X = {a,...,z}. Diese Sprache enthilt zum Beispiel
als Worter alle deutschsprachigen Texte, die je geschrieben wurden und je
geschrieben werden, wenn man von Wortzwischenrdumen, Satzzeichen und
Ahnlichem absieht.

Definition 2.5.1 (Alphabet, Wort). Ein Alphabet X' ist eine endliche,
nicht-leere Menge. Die Elemente eines Alphabets nennen wir Buchstaben.

Ein Wort w diber X ist eine endliche, eventuell leere Folge von Buchsta-
ben. Fiirw = (ay,...,ay) schreibt man auch w = a; ...a,. Das leere Wort,
das Wort mit 0 Buchstaben, schreibt man als €. |w| bezeichnet die Linge des
Wortes w, d.h. die Anzahl von Buchstaben von w.

Mit dem Operator o kann man zwei Worter konkatenieren (verkniipfen,
verketten). Auch *, der Kleene-Stern, ist ein Verkettungsoperator, aller-
dings wird er auf eine Menge (von Buchstaben oder von Wértern) ange-
wandt: Wenn X ein Alphabet ist, dann ist X* eine Sprache, und zwar die
Sprache aller Worter iiber Buchstaben aus Y. Zum Beispiel ist {a,b}* =
{e,a,b,aa,ab, ba, bb, aaa, aab, aba, abb, . ..}. Allgemein ist L* (der *-Operator
angewandt auf eine Menge L von Buchstaben oder Wortern) die Menge all
derer Buchstabenketten, die sich durch Konkatenation von 0 oder mehr Ele-
menten von L bilden lassen. Ist zum Beispiel L = {ab, ccc}, dann ist L* = {e,
ab, cce, abeee, cccab, ababab, ababcce, abeecab, abeeccee, cccabab, ceceecab,
cceabece, ceceeeeee, . .}

Neben dem Kleene-Stern * gibt es noch T. LT ist die Konkatenation von
einem oder mehr Elementen von L. Der Unterschied zwischen X* und X+
ist also, dass in X* das leere Wort ¢ enthalten ist.

Definition 2.5.2 (Konkatenation, X*). Die Konkatenation o zweier
Worter v =ay...a, und w = by ... by ist vow := ay...anby...byn, auch
geschrieben als vw.

2% bezeichnet die Menge aller Worter iiber X. Anders ausgedriickt: X* ist
die kleinste Menge von Wartern, die X enthdlt und abgeschlossen ist gegen
Konkatenation.
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Mit Hilfe der Konkatenation kann man nun beschreiben, was Prifix, Infix
und Suffix eines Wortes sind (némlich, der Intuition entsprechend, ein beliebig
langes Anfangs-, Mittel- und Endstiick eines Wortes):

Definition 2.5.3 (Prifix, Infix, Suffix). u heifit Prifix eines Wortes w
= dre X ur =w.

u heiffit Infix eines Wortes w <= Jr,s € X* rus = w.
u heiffit Suffix eines Wortes w <= Jr € X* ru = w.

Zum Beispiel sind ¢, a, aa, aab, ab, b alle Infixe von w = aab. aab, ab,b und
¢ sind alle Suffixe von w.

w', die Tteration eines Wortes w, ist w i-mal hintereinander konkateniert,
und wf, das Reverse von w, ist w riickwirts notiert. Beide Konzepte kann
man auch per Induktion definieren, und zwar mit verschiedenen Varianten
der Induktion: Die Iteration w® wird definiert durch Induktion iiber N, das
Reverse eines Wortes durch Induktion nicht iiber Zahlen, sondern (als soge-
nannte strukturelle Induktion) iiber den Aufbau eines Wortes w € X*.

Definition 2.5.4 (Iteration, Reverses). Die Iteration w' eines Wortes
w € X* ldsst sich induktiv definieren tiber die Anzahl i der Iterationen:

Induktionsanfang: w® := e.

Induktionsschritt: w™t! ;= ww™

Das Reverse w? eines Wortes w € X* lisst sich definieren durch Induk-

tion tber den Aufbau von w.

Induktionsanfang: Fiir w = ¢ ist w® = eft := ¢.

Induktionsschritt: Fiir w = va mit v € X* a € X ist (va)® := a(vl?).

Das Reverse eines Wortes haben wir tiber strukturelle Induktion definiert.
Das heifit, wir haben eine Induktion gefiihrt iiber alle Arten, wie ein Wort w
aufgebaut sein kann: Es kann das leere Wort ¢ sein, oder es kann aus einem
Wort v und einem Buchstaben a durch Konkatenation entstanden sein als
w = wa. Das sind schon alle Moglichkeiten, wie ein Wort w aufgebaut sein
kann.

Genaugenommen haben wir die Menge X* aller Worter tiber einem Al-
phabet X auch strukturell definiert: X* ist die kleinste Menge aller Worter,
die
e (Induktionsbeginn) e enthilt und
e (Induktionsschritt) abgeschlossen ist gegen Konkatenation: Ist schon w €

2 und ist a € X, so ist auch wa in X*.

Spéter werden wir Strukturen kennenlernen, die sehr viel mehr und kom-
plexere Bildungsregeln besitzen als Worter. Fiir sie umfasst eine strukturelle
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Induktion sehr viel mehr Fille als nur die zwei, mit denen wir fiir Worter
auskommen.

Definition 2.5.5 (Sprache, Operationen auf Sprachen). Eine Spra-
che L dber X ist eine Menge von Wortern iber X, d.h. L C X*. Dabei ist
tibrigens die leere Sprache Ly = () ungleich der Sprache L = {e}, die nur
das leere Wort enthdlt.

Die Konkatenation zweier Sprachen Ly und Lo tber X ist definiert als

LioLy:={uwv|u€lL,ve L}

Fiir LyoLy schreiben wir auch kurz L1 Lo. L*, die Iteration einer Sprache
L, ist induktiv definiert als

L0 = {e}, L™ .= LL™

Der Kleene-*-Abschluss einer Sprache L ist L* :=|J,~, L'. Der Kleene-
+-Abschluss von L ist Lt := J;5, L'

Die Menge aller Sprachen iiber X und die Konkatenation, (2¥",0), bilden
eine Halbgruppe mit dem Einselement {e} und dem Nullelement §:

e Die Konkatenation ist assoziativ, das heif3t, es ist
(L1 (¢} Lg) o L3 = Ll e} (LQ (e} Lg)

e Lol() =0 = 0oL fiir alle Sprachen L, und

o Lo{e} =L ={e}olL fur alle Sprachen L.

Auch im Zusammenhang mit Sprachen gibt es den Begriff des Homomor-
phismus, den wir oben in Def. 2.3.4 im Zusammenhang mit algebraischen
Strukturen definiert haben. Wenn man hier von einem Homomorphismus
spricht, dann meint man eine Funktion, die jeweils einen Buchstaben aus
einem Alphabet X auf ein (evtl. leeres) Wort aus I'* (fiir ein weiteres Al-
phabet I') abbildet. A wird erweitert zu einer Funktion h : X* — I'*| die ein
ganzes Wort aus X* auf ein Wort aus I'* abbildet, indem sie jeden einzelnen
Buchstaben abbildet und die Ergebnisse zusammensetzt.

Formal ausgedriickt: h : X* — I'* ist ein Monoid-Homomorphismus vom
Monoid (X*,0,¢) in (I'*,0,e) — o ist hier die Konkatenation. Das heifit, es
miissen, wie oben allgemein beschrieben, zwei Bedingungen gelten fiir h:

e h(uow)=h(u)oh(v) Vu,ve X* und
e hie)=c¢.

Man kann nun zeigen (per Induktion), dass aus diesen Eigenschaften schon
fiir ein beliebiges Wort w = a;...a, € X* mit a; € X folgt, dass h(w) =
h(ay)...h(a,) sein muss. Das heifit, wenn man den Wert von h nur fiir die
einzelnen Buchstaben aus Y angibt, so ist h damit schon eindeutig fiir alle
w € X* definiert.

Beispiel 2.5.6. Ist X = {a,b} und I = {0,1}, dann kann man zum Beispiel
einen Homomorphismus h definieren durch
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e h(a) =01
o h(b) = 011

Dieser Homomorphismus bildet beispielsweise das Wort aab ab auf h(aab) =
0101011.

Zu Homomorphismen und Sprachen gibt es noch einige weitere wichtige
Begriffe, die wir in der folgenden Definition zusammenfassen.

Definition 2.5.7 (inverser, e-freier Homomorphismus). Ist h : X* —
I'* ein Homomorphismus, so heifit h~' : I'* — 2¥" ein inverser Ho-
momorphismus (inverse hom). Hier ist h™! die Urbild-Abbildung mit
h=t(u) = {w € X* | h(w) = u} fir alle uw € T'*.

Ein Homomorphismus h : X* — I'* heifst e-frei, falls h(a) #¢ Va € X.

FEin inverser Homomorphismus bildet jeweils ein Wort w aus I'* auf eine
Menge von Wortern iiber X* ab, namlich auf die Menge all derer Worter, die
Urbilder von w sind. Sehen wir uns dazu ein Beispiel an.

Beispiel 2.5.8. Sei X' = {a, b} und sei der Homomorphismus h definiert durch
h(a) = ab und h(b) = b. Dann ist z.B. h(aba) = abbabd.

Berechnen wir einmal h~!(L) fiir dies h und die Beispielsprache L =
{aba}*{b}. h=1(L) ist die Menge all der Worter iiber {a,b}, deren h-Abbild
ein Wort aus L ist.

Betrachten wir die Worter aus L der Reihe nach. Das kiirzeste Wort in L
ist (aba)®b = b. Sein Urbild ist h=1(b) = {b}. Fiir das zweite Wort (aba)lb =
abab gibt es auch ein Urbild, némlich h~!(abab) = {aa}. Aber schon beim
dritten Wort aus L gibt es Probleme: Wie miisste ein Wort aussehen, dessen
h-Abbild (aba)?b = abaabab wire? Es miisste auf jeden Fall mit a anfangen,
denn h(a) = ab. Aber die nichsten Buchstaben von abaabab sind aa, und
es gibt kein Wort, dessen h-Abbild die Buchstabenfolge aa enthélt. Also hat
abaabab kein Urbild. Dasselbe gilt fiir (aba)3b und alle weiteren Worter in
L. Also haben nur die ersten beiden Woérter ein Urbild, und es ist h=(L) =
{b,aa}.

Es fillt auf, dass nicht unbedingt h(h~'(L)) = L ist. In diesem Fall ist
h(h=Y(L)) = h({b,aa}) = {b, abab} # L.

Sei £ eine Sprachklasse. (Das ist einfach eine Menge von Sprachen.) Dann
gilt mit unseren Abmachungen also, dass £ abgeschlossen gegen hom ist, falls
fiir alle Homomorphismen h gilt, dass L € £ = h(L) € ¢. Eine Sprachklasse

¢ ist abgeschlossen gegen inverse hom, falls L € {==h"1(L) € ¢ fiir alle
Homomorphismen h.

Im folgenden nutzen wir héufig eine wichtige Eigenschaft von X*:

Satz 2.5.9. Fir jedes beliebige Alphabet X ist X* isomorph zu N.
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Beweis: Die Menge X* enthiilt auf jeden Fall unendlich viele Elemente. Also
miissen wir, um den Satz zu beweisen, nur noch zeigen, dass X* abzéhlbar
ist. Das heif}t, wir miissen die Worter aus X* in einer festen Reihenfolge
aufzéhlen. Dazu bietet sich etwa die lexikographische Ordnung an: In Lexi-
ka sortiert man Worter iiber dem Alphabet {a,...,z} iiblicherweise so, dass
die Worter, die mit einem weiter vorn im Alphabet stehenden Buchstaben
beginnen, vor denen angefiihrt sind, die mit einem weiter hinten stehenden
Buchstaben anfangen. Worter mit einem gleichen Préfix werden nach dem
ersten Buchstaben sortiert, in dem sie sich unterscheiden. Diesen Ansatz ver-
allgemeinern wir, mit dem Unterschied zur Wortsortierung in Lexika, dass wir
kiirzere Worter grundsétzlich vor ldngeren anordnen, unabhéngig von ihrem
Anfangsbuchstaben.

Wir legen zunéchst eine beliebige Ordnung fiir die Buchstaben aus X
fest: X ist per Definition eine nicht-leere, endliche Menge, sagen wir von n
Elementen. Dann seien die Buchstaben von X' irgendwie als {aj,as,...,an}
angeordnet. Auf dieser Ordnung aufbauend, definieren wir fiir wy,ws € X*,
unter welchen Bedingungen w; vor ws aufgezihlt werden soll:

wy <p wy <= |w1| < |ws| oder
(\w1| = |wo| A Faj,ar € X, u,wi,w) € X*

(w1 =uajw; A wy =uarwy N j< k))

Fiir zwei Worter wy # ws gilt damit auf jeden Fall entweder w; <y wo
oder wy <p wi. Nun zéhlen wir die Worter aus X* in der Reihenfolge auf,
die <, vorgibt: Wir fangen an mit dem kleinsten Wort beziiglich <,, das ist
das leere Wort ¢, und fahren fort mit dem néchstgréferen. Formal kann man
diese Aufzéhlungsreihenfolge durch eine surjektive Funktion f : N — X*
beschreiben:

g, fallsn =20
f(n) == ¢ w, falls es genau n — 1 Worter in X* gibt, die
bzgl. <, kleiner sind als w.

Dieser Satz hat eine ganz interessante Konsequenz: Wenn A eine belie-
bige abzihlbare Menge ist, dann kann man die Elemente von A statt iiber
Nummern aus N auch iiber Worter aus X* identifizieren fiir jedes beliebige
Alphabet X. Anders ausgedriickt: Zu jeder nichtleeren abzihlbaren Menge
A und jedem Alphabet X' gibt es eine surjektive Funktion f : X* — A. Das
heifit, zu jedem Element a von A gibt es mindestens einen Bezeichner w € X*,
so dass f(w) = a ist.

Wie findet man nun diese surjektive Funktion f : X* — A7 Da A nicht-
leer und abzdhlbar ist, gibt es schon eine surjektive Funktion g : N — A
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entsprechend der Definition von Abzihlbarkeit. Nun haben wir im letzten
Satz gezeigt, dass N isomorph ist zu X*, und das wiederum heifit, dass es
eine bijektive Funktion h : X* — N gibt. Damit haben wir schon die gesuchte
surjektive Funktion f: Esist f = hog.

Wenn A unendlich ist, gibt es sogar eine bijektive Funktion f : X* — A.
Jede unendliche abzihlbare Menge, und damit auch A, ist ja isomorph zu N,
also gibt es auch eine bijektive Funktion g : N — A.

2.6 Probleme und Algorithmen

Als néchstes wollen wir den Begriff eines Problems einfithren. Ein Problem
ist eine Fragestellung wie ,,Gegeben ein Prolog-Programm, ist es syntaktisch
korrekt?“ oder ,,Gegeben ein C-Programm, terminiert es bei Eingabe ,Hal-
lo*?7* Fiir ein konkretes (C- oder Prolog-) Programm ist die Antwort auf eine
solche Frage immer ,Ja* oder ,Nein“ (auch wenn es sein kann, dass man
nicht in der Lage ist, diese Antwort zu berechnen).

Informelle Definition eines Problems: Ein Problem P ist die Frage, ob
eine bestimmte Eigenschaft auf ein Objekt o zutrifft. Betrachtet werden dabei
Objekte aus einer bekannten Grundmenge O, so dass fiir jedes Objekt o € O
die Frage, ob P auf o zutrifft, mit Ja oder Nein zu beantworten ist. Fiir ein
gegebenes konkretes Objekt o heifit die Frage, ob P auf dies o zutrifft, eine
Instanz des Problems. Ein Problem heifit abzihlbar, falls die Grundmenge
O abzahlbar ist.

Ein Problem ist z.B. ,Gegeben eine natiirliche Zahl n, ist sie eine Prim-
zahl?“ In diesem Fall ist die Grundmenge O = N, und eine Instanz des
Problems ist z.B. ,Ist die Zahl 734587631 eine Primzahl?“

Man kann P auch als ein Pridikat ansehen mit o als Variablen. Dann
ist P(o) wahr gdw. die Antwort auf die Frage, ob P fiir o gilt, Ja ist. Auch
zwischen dem Begriff eines Problems und Sprachen gibt es eine Verbindung;:
Man kann ein abzéahlbares Problem P ansehen als eine Sprache. X* bezeichnet
dann die Grundmenge O, die Objekte werden durch Worter w € X* repréasen-
tiert, und das Problem entspricht der Sprache Lp = { w € X* | P(w) }.

Wir haben oben gesagt, dass fiir jedes Objekt o € O die Frage, ob P(0)
gilt, mit Ja oder Nein zu beantworten ist. Das heifit aber nicht, dass man
auch in der Lage sein muss, fiir jedes o die richtige Antwort Ja oder Nein
zu geben. Es kann also auch sein, dass es fiir die Beantwortung der Frage
»Gegeben o € O, gilt P(0)?* iiberhaupt keinen Algorithmus gibt. Da wir
im folgenden fiir viele Probleme zeigen wollen, dass sie berechnet werden
kénnen, miissen wir als néichstes (informell) festlegen, was wir unter einem
Algorithmus verstehen.

Informelle Definition eines Algorithmus: Ein Algorithmus fiir ein
Problem P iiber einer abzéhlbaren Grundmenge O ist ein Programm ei-
ner hoheren Programmiersprache, das bei Eingabe eines beliebigen Objekts
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o € O auf einem Rechner mit beliebig grolen Speicherplatz nach beliebig
langer, aber endlicher Rechenzeit terminiert, und zwar mit der Antwort Ja,
falls P(o) gilt, ansonsten mit der Antwort Nein.

Entscheidend ist hierbei, dass ein und derselbe Algorithmus die Frage, ob
P(o) gilt, fur alle 0o € O 16sen muss. Wenn man fiir jede Instanz einen anderen
Algorithmus angeben kénnte, so kime man mit zwei Algorithmen aus: einem,
der grundsétzlich immer Ja antwortet, und einem, der immer Nein antwortet;
fiir jede Instanz o gibt schliefflich einer von beiden die richtige Antwort.

Entscheidbare Probleme: Ein Problem heifit entscheidbar, wenn es
dafiir einen Algorithmus gibt.

Definition 2.6.1 (Charakteristische Funktion). Die charakteristische
Funktion gr einer Sprache L dber X ist die Abbildung gr : X* — {0,1}
mit

1, falls w € L ist
gr(w) :=
0, sonst.

Manchmal wihlt man als Wertemenge von gy, auch {Y, N} oder {true, false},
mit gr(w) =Y (bzw. true) gdw. w € L ist.

Eine Sprache L (bzw. ein Problem L) ist genau dann algorithmisch entscheid-
bar, wenn es einen Algorithmus gibt, der die charakteristische Funktion gy,
von L berechnet.

2.7 Zusammenfassung

In diesem Kapitel haben wir verschiedene Begriffe und Notationen teils neu
eingefiihrt, teils wiederholt:

e Wir haben zwei Arten von logischen Formeln vorgestellt, Formeln, die
immer nur einzelne Objekte betreffen kénnen, und Prddikate, die Varia-
blen enthalten und deshalb Eigenschaften von Objektmengen beschreiben
konnen. Die logischen Operatoren (Konnektoren) — (nicht), A (und), V
(oder), = (folgt) und <= (genau dann, wenn) koénnen in Formeln mit
oder ohne Variablen verwendet werden. Die Operatoren V (Allquantor) und
3 (Existenzquantor) werden nur in Prédikaten verwendet.

e Wir haben verschiedene Notationen fiir Mengen, Funktionen und Relatio-
nen wiederholt.

e Bei dem Konzept der Abgeschlossenheit geht es um die Frage, ob ein Ope-
rator, angewandt auf Elemente einer Menge M, auf jeden Fall wieder ein
Element aus M als Ergebnis liefert.

e Fine Sprache ist eine Menge von Wortern, und ein Wort ist eine Kette von
Buchstaben aus einem Alphabet Y. X* ist die Menge aller Worter iiber
dem Alphabet X.
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e Ein Problem ist eine Frage, die sich auf eine Menge O von Objekten be-
zieht und fiir jedes o mit Ja oder Nein beantwortet werden kann. Ein
entscheidbares Problem ist eines, fiir das ein Algorithmus existiert, also
ein Programm, das die Frage fiir jedes Objekt aus O in endlicher Zeit
beantwortet,.



