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In diesem Kapitel werden zuféllige Ereignisse und die Wahrscheinlichkeit
zufilliger Ereignisse eingefiihrt sowie Rechenregeln fiir Wahrscheinlich-
keiten anhand von Beispielen veranschaulicht. Die eingefiihrten Begriffe
werden im Grundmodell der Wahrscheinlichkeit zusammengefasst.

Im Mittelpunkt des zweiten Teils dieses Kapitels steht die Beschreibung
zufdlliger Ereignisse durch Zufallsvariablen und ihre Verteilung. Insbe-
sondere werden die in der Teststatistik (siehe Kapitel 5 bis 8) bendtigten
Grundbegriffe und Testverteilungen behandelt. /

3.1 Grundmodell der Wahrscheinlichkeitstheorie

Wihrend die statistischen Methoden in Kapitel 2 die Beschreibung der erhobenen
Daten zum Ziel hatten, liefert die Wahrscheinlichkeitstheorie Modelle fiir die Gesetz-
maBigkeiten beim Eintreten zufélliger Erscheinungen. Umgangssprachlich versteht man
unter zufilligen Erscheinungen unerwartete, unkontrollierbare, scheinbar planlose Vor-
kommnisse, die bemerkt oder unbemerkt unser gesamtes Leben begleiten. In der Biolo-
gie duBert sich das Wirken des Zufalls z.B. in Form von phénotypischen Unterschieden
zwischen Individuen gleicher Art oder in spontan auftretenden Mutationen. Fiir eine
mathematische Modellierung des Zufalls muss der Begriff eines Zufallsexperiments
und der eines zufilligen Ereignisses genauer definiert werden. Im Grundmodell der
Wahrscheinlichkeitstheorie wird die Wahrscheinlichkeit als ein MaB definiert, das die
Chance fiir das Eintreten eines zufélligen Ereignisses mit einer Zahl bewertet.

3.1.1  Zuféllige Ereignisse und deren Verkniipfung

Grundlage fiir die folgenden Betrachtungen ist die Definition zufdlliger Versuche.

Definition

Ein einfaches Beispiel fiir einen zufilligen Versuch ist das einmalige Wiirfeln mit
einem Wiirfel. Der Ereignisraum besteht in diesem Fall aus der Menge der Augen-
zahlen 1 bis 6:

Q=1{1,2,3,4,5,6}.



3.1 Grundmodell der Wahrscheinlichkeitstheorie

Wiirfelt man mit zwei Wiirfeln, so besteht der Ereignisraum Q aus 36 geordneten
Paaren von Augenzahlen des ersten und des zweiten Wiirfels (i, ), i,/ =1,...,6. Sol-
che einfach anmutenden Versuche wie z.B. Wiirfelexperimente eignen sich gut zur
Erforschung des Zufalls, da sie iiberschaubar sind und die Grundlagen der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung daran besonders anschaulich erldutert werden kénnen, wie
etwa der Begriff eines zufilligen Ereignisses.

Definition

Als Beispiel betrachten wir wieder den Wurf mit einem Wiirfel. Fiir diesen Versuch
bezeichne A = {2, 3,4} das Ereignis, eine der Augenzahlen 2, 3 oder 4 zu wiirfeln, und
B= {3, 4, 5} das Ereignis, eine der Augenzahlen 3, 4 oder 5 zu wiirfeln.

Durch folgende Verkniipfungen der Teilmengen lassen sich aus beliebigen Ereignis-
sen A und B neue Ereignisse bilden:

B Wenn im Ergebnis des betrachteten zufélligen Versuchs beide Ereignisse A und
B gleichzeitig eintreten, dann nennt man dieses Ereignis Durchschnitt von A
und B und bezeichnet es mit A B.

—  Fiir die oben beschriebenen Ereignisse A und B ist A1 B = {3,4} und dieses
Ereignis tritt ein, wenn eine 3 oder 4 gewtirfelt wird.

B Wenn Ereignis A oder Ereignis B eintritt, nennt man das Ereignis Vereinigung
der Ereignisse A und B und bezeichnet es mit AUB.

— Im genannten Beispiel gilt AUB ={2,3,4,5}, d.h. dieses Ereignis tritt ein,
wenn eine der Augenzahlen 2, 3, 4 oder 5 gewtirfelt wird.

B Das Ereignis A\ B tritt ein, wenn Ereignis A, aber nicht Ereignis B eintritt.

— Im speziellen Beispiel erhdlt man A\ B ={2).

B Das Komplementérereignis von A, bezeichnet mit A, tritt ein, wenn Ereignis A
im Ergebnis des Versuchs nicht eintritt, d.h. A=Q\ A.

— Das Komplementérereignis von A im Wiirfelversuch tritt somit ein, wenn
eine der Augenzahlen 1, 5 oder 6 fillt.
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Abbildung 3.1: Veranschaulichung der Ereignisse AN B, AU B, A\ Bund Ain einem Venn-Diagramm.

B Die Grundmenge Q bezeichnet das sichere Ereignis und die leere Menge @ = Q

das unmogliche Ereignis. Wenn gilt An B =, heillen die Ereignisse A und B
unvereinbar.

- Im Beispiel sind die Ereignisse A und B nicht unvereinbar, da AN B = (3,4}
und damit nicht leer ist. Unvereinbare Ereignisse sind z. B. die Ereignisse
G ={2,4,6} (Wiirfeln einer geraden Zahl) und U ={1,3,5} (Wiirfeln einer
ungeraden Zahl).

Definition
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3.1 Grundmodell der Wahrscheinlichkeitstheorie

Im einfachen Wiirfelversuch besteht F aus allen 64 Teilmengen, die aus Q gebildet
werden konnen, einschlieBlich der leeren Menge und der Grundmenge Q:

F={@,{1}.{2}......{6}.{1.2}...{6,6},{1.2,3},...,(4,5,6).....{1,2,3,4,5,6}} .

3.1.2 Klassische Definition der Wahrscheinlichkeit

Fiir jedes Ereignis aus einem Ereignisfeld F soll nun eine Wahrscheinlichkeit ein-
gefithrt werden als eine Zahl, die die Chance fiir das Eintreten des Ereignisses
beschreibt. Zur Vereinfachung sollen zunéchst nur Versuche mit endlich vielen
gleichmdoglichen Versuchsausgidngen betrachtet werden, wie etwa Wiirfelversuche.

Die Grundmenge Q enthalte endlich viele gleichmogliche Ereignisse
Q={w;,0,,...,0,}.

Fiir die Wahrscheinlichkeit jedes Elementarereignisses definiert man:
1
Plw;)=—, i=1,...,n.
n

Fiir beliebige Ereignisse A aus I ergibt sich die Wahrscheinlichkeit von A als Quo-
tient der Anzahl der interessierenden Fille, in denen das Ereignis A eintritt, und der
Zahl der moglichen Fille.

Definition

Die so eingefithrte Wahrscheinlichkeit ist eine Zahl, die offensichtlich Eigenschaften
einer relativen Haufigkeit fiir das Eintreten von A in n Versuchen aufweist und somit
als ein mathematisches Modell fiir eine relative Hdufigkeit aufgefasst werden kann.
Eines der wichtigsten Gesetze der Wahrscheinlichkeitstheorie, das im 17. Jahrhun-
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dert von Jacob Bernoulli’ erkannte Gesetz der groflen Zahlen, sagt aus, dass sich in

einer sehr langen Reihe von Wiederholungen eines Experiments die relative Haufig-

keit des Auftretens eines Ereignisses A mit wachsender Zahl der Beobachtungen
stabilisiert. Der Grenzwert ist die Wahrscheinlichkeit P(A).

Aus Definition (3.1) ergibt sich, dass

die Wahrscheinlichkeit fiir das sichere Ereignis Q gleich eins ist, P(Q) = n_ 1,
n

die Wahrscheinlichkeit fiir das komplementédre Ereignis von A, wobei A eine

Menge mit m Elementen sei, gleich 1- P(A) ist: P(A) = n-m._ 1 _m_ 1-P(A),
n n

und dass

die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten von mindestens einem von zwei unver-
einbaren Ereignissen A und B gleich der Summe der Wahrscheinlichkeiten bei-
der Ereignisse ist, d.h. es gilt P(AU B) = P(A)+ P(B).

Beispiele

49
Beim Zahlenlotto 6 aus 49 gibt es { 5 J =13983816 mogliche Zahlenreihen. Die

Wahrscheinlichkeit fiir einen Sechser im Zahlenlotto betrdgt somit

1 . .. .
P(Sechser) = ———— und ist also ungefdhr 7.151 -10 8,
13983816

Fiir die Wahrscheinlichkeit, beim Wiirfeln mit zwei Wiirfeln eine Augensumme
kleiner oder gleich 5 zu erhalten, gilt

10 =
P(Augensumme < 5) = 36 =0.27.

Die Wahrscheinlichkeit, beim Wurf mit vier Wiirfeln mindestens eine Sechs zu

erhalten, betragt
4

P(Anzahl der Sechsen >1)=1-P(Anzahl der Sechsen =0)=1 —5—4 =0.5177.
6

Der klassische Wahrscheinlichkeitsbegriff ldsst sich nur auf Versuche mit endlich
vielen, gleich moglichen Ausgédngen anwenden. Wie kann man einen allgemein-
giiltigen Wahrscheinlichkeitsbegriff ohne diese Einschrankungen einfiihren? Dieses
Problem wurde von dem Mathematiker Kolmogorov? geldst, der 1933 eine axioma-
tisch aufgebaute Wahrscheinlichkeitstheorie entwickelte. Sein Wahrscheinlichkeits-

modell wird wie folgt definiert, man geht wieder von einem Ereignisfeld F aus:

1
2

Jacob Bernoulli, 1654—1705, franzosischer Mathematiker.
Andrei Nikolajevich Kolmogorov, 1903—-1987, russischer Mathematiker.



3.1 Grundmodell der Wahrscheinlichkeitstheorie

Definition

Falls Q nur endlich viele Elemente w; (i =1,..., n) enthélt, dann erfiillt die klassische
Wahrscheinlichkeit nach Formel (3.1) die Bedingungen, die in der axiomatischen
Definition an eine Wahrscheinlichkeit gestellt werden. Im Grundmodell der Wahr-
scheinlichkeitstheorie gibt man also die Grundmenge Q, das Ereignisfeld F und die
Wahrscheinlichkeiten P(A), A € F, an.

3.1.4 Rechnen mit Wahrscheinlichkeiten

Aus den drei Axiomen der Definition einer Wahrscheinlichkeit ergeben sich die fol-
genden Rechenregeln fiir Wahrscheinlichkeiten.

P(A)=1-P(A),
P(@)=0, (3.2)
P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)

In vielen Versuchen geht man von der Annahme aus, dass ein Ereignis B bereits ein-
getreten ist oder garantiert eintreten wird. Man interessiert sich unter dieser Vor-
oder Teilinformation fiir die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass das interessierende
Ereignis A eintritt. In der mathematischen Genetik betrachtet man beispielsweise
Ubergangswahrscheinlichkeiten, die angeben, mit welcher Wahrscheinlichkeit ein
Nachkomme einen bestimmten Genotyp aufweist (Ereignis A), wenn der Genotyp
der Eltern bekannt ist (Ereignis B).

Eine bedingte Wahrscheinlichkeit wird mit Pz(A) bezeichnet. Sie ist fiir A, B €F,
P(B) >0 folgendermaBen definiert:
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P(AnB)

ol =55

(3.3)

B Pg(A): Bedingte Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A unter der Bedingung B

B AN B:Durchschnitt der Ereignisse A und B

Fir ein fest gewdhltes Ereignis B hat die bedingte Wahrscheinlichkeit Pz(A) die
Eigenschaften 1 bis 3 einer Wahrscheinlichkeit. In den Anwendungen wird diese
Gleichung oft zur Berechnung von P(An B) verwendet. Man erhélt aus (3.3) den
allgemeinen Multiplikationssatz:

P(AN B)=Pg(A)-P(B). (3.4)

Das folgende Beispiel kann auf viele dhnliche Probleme in der biologischen For-
schung tibertragen werden.

Beispiel

Man betrachtet zwei in der Natur vorkommende Subspezies von Schnecken, wobei
40 Prozent der Gesamtpopulation auf die erste Art und 60 Prozent der Gesamtpopu-
lation auf die zweite Art entfallen. Es wurde ein Zuordnungsverfahren entwickelt,
das aufgrund von Abmessungen wie Gehédusebreite, Gehduseh6he und Miindungs-
breite eine Zuordnung einer Schnecke, deren Herkunft nicht genau bekannt ist, zu
einer der beiden Arten mit einer bestimmten Sicherheit erlaubt. Von dem Verfahren
sei bekannt, dass die bedingte Wahrscheinlichkeit einer Zuordnung zur ersten Art,
wenn die Schnecke tatsdchlich zur ersten Art gehort, 96 Prozent betrdgt, und die
bedingte Wahrscheinlichkeit der Zuordnung zur zweiten Art, wenn die Schnecke
wirklich zur zweiten Art gehort, 94 Prozent, d. h. 4 Prozent der Individuen erster Art
und 6 Prozent der Individuen zweiter Art werden bei diesem Verfahren im Mittel
falschlicherweise der jeweils anderen Art zugeordnet. Man interessiert sich nach
Anwendung des Verfahrens fiir die Wahrscheinlichkeit, dass ein nach der Klassifika-
tion einer bestimmten Art zugeordnetes Individuum auch tatsdchlich zu dieser Art
gehort.

Es bezeichnen B, bzw. B, die Ereignisse, dass ein zufillig ausgewdhltes Tier zur
ersten oder zweiten Art gehort, mit den Wahrscheinlichkeiten

P(B;) =0.4 bzw. P(B,) = 0.6.

A sei das Ereignis der Zuordnung zur ersten Art. In diesem Beispiel ist

Py (A)=0.96 und Py (A)=0.94.



3.1 Grundmodell der Wahrscheinlichkeitstheorie

Mit der Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit erhdlt man fiir die bedingte
Wahrscheinlichkeit der Zugehorigkeit zur ersten Art fiir ein Individuum, das durch
das Verfahren dieser Art zugeordnet wurde (Bedingung A),

P(ANB,)

PalB) ==

Das Ereignis A kann in die sich ausschlieBenden Ereignisse A N B; und A N B, zer-
legt werden. Daraus folgt mit Hilfe des Multiplikationssatzes

P(A)=P(ANB,)+ P(ANB,)
= Py (A)- P(B,)+ Py (A)- P(B,)

und
Py (B~ PANB) _ Pp (A)-P(By)
ATV P(A) T Py (A)-P(By)+ Py (A)- P(By)
0.96-0.4 o014

"~ 0.96-0.4+(1-0.94)-0.6

Etwa 91 Prozent der bei diesem Verfahren zur ersten Art klassifizierten Individuen
sind demnach richtig zugeordnet worden. Hdtte man nur die Kenntnis der a-priori-
Wahrscheinlichkeit P(B;)=0.4, wiirde man eine Schnecke mit 40 Prozent Wahr-
scheinlichkeit der ersten Art zuordnen. Mit Berticksichtigung der Gehduseabmes-
sungen kann man a posteriori, also nach Kenntnis der Zusatzinformation, eine
Zuordnungswahrscheinlichkeit von 91 Prozent erzielen. Analog kann man die
a-posteriori-Wahrscheinlichkeit fiir die zweite Art bestimmen.

Diese Idee und die in diesem Beispiel hergeleiteten Formeln lassen sich auf den Fall
von mehr als zwei Teilpopulationen verallgemeinern. Man erhélt die Formel der
totalen Wahrscheinlichkeit und die Bayessche Formel:

Es sei moglich, den Grundraum Q in einander ausschliefende Ereignisse B; zu zer-
legen: Q=B UB, U...UB, mit P(B;)>0, B;nB;=@fiiri#j, i,j=1..n.

Die Wahrscheinlichkeiten PB,- (A)und P(B;) (i =1,...,n) seien bekannt.

Dann gilt fiir die Wahrscheinlichkeit von A
P(A) = Py (A)- P(By)+ Py (A) P(By) +...+ Pg _(A) P(Bp). (3.5)

Kann man also eine Population in mehrere Teilpopulationen (Unterarten, Altersklas-
sen usw.) zerlegen und lésst sich die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses A fiir jede
dieser Teilpopulationen bestimmen, dann erhdlt man mit Hilfe der Formel der
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totalen Wahrscheinlichkeit die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A in der Gesamt-
population.

Bayessche Formel®

Wie in der Formel der totalen Wahrscheinlichkeit sei Q zerlegt in sich ausschlie-
Bende Ereignisse B;. Falls P(A) >0, so gilt fir k =1,...,n

Pg, (A)- P(By)
(A)- P(B))+ Py, (A)- P(B) +...+ Py (A)- P(B,)’

B,

Die Bayessche Formel gestattet die Berechnung der a-posteriori-Wahrscheinlich-
keiten P4(By) von den Ereignissen Bj unter einer zusétzlichen Information A.

Unabhangige Ereignisse

Definition

Im Wiirfelversuch Wurf mit zwei Wiirfeln sind zum Beispiel die Ereignisse B (der
erste Wiirfel zeigt eine Sechs) und A (der zweite Wiirfel zeigt eine Sechs) unabhéin-
gige Ereignisse, denn ein Wiirfel hat kein Gedédchtnis. Fiir diese Ereignisse gilt also

Py(A) = P(A) =~
6
und
1
PANB)= P(A)-P(B) = .

3.2  Zufallsvariablen und ihre Verteilung

Viele zufillige Versuche fithren zu Ereignissen, die sich leicht durch reelle Zahlen
beschreiben lassen, wie z. B. die grofite Augenzahl oder die Summe der Augenzah-
len beim Wiirfeln mit zwei Wiirfeln oder Messergebnisse bei Langen- oder Gewichts-
messungen. In diesem Kapitel fithren wir den Begriff der Zufallsvariablen ein, um

3 Thomas Bayes, 1702—1761, englischer Theologe.



3.2 Zufallsvariablen und ihre Verteilung

zufillige Ereignisse durch Zahlen geeignet darzustellen. Die Wahrscheinlichkeiten
fiir das Auftreten von bestimmten reellen Werten werden durch die Verteilung der
Zufallsvariablen bestimmt. Man unterscheidet zwischen diskreten und stetigen
Zufallsvariablen je nachdem, ob die Zufallsvariable abzdhlbar viele diskrete Werte
oder jeden Wert aus einem Intervall annehmen kann. Es gibt Versuche, die stets zu
denselben Verteilungen der betrachteten Zufallsvariablen fiihren und deshalb
Modellcharakter haben. Einige dieser Modelle werden in diesem Abschnitt ausfiihr-
lich beschrieben.

3.2.1  Grundbegriffe

Im vorherigen Abschnitt wurde das Grundmodell der Wahrscheinlichkeitstheorie
beschrieben, in dem eine Grundmenge, ein Ereignisfeld und ein Wahrscheinlich-
keitsmal festgelegt werden. Die Einfiihrung von Zufallsvariablen, d.h. einer Abbil-
dung der Menge der Versuchsausgédnge in die Menge der reellen Zahlen, bietet, wie
man spéter noch sehen wird, eine Reihe von Vorteilen, insbesondere fiir praktische
Anwendungen.

Definition

Neben dem Begriff Zufallsvariable wird fiir diese Abbildung in der Wahrscheinlich-
keitstheorie auch haufig der Begriff ZufallsgroBe verwendet.

Zufallsvariablen werden gewohnlich mit groBen Buchstaben und ihre Realisierun-
gen im konkreten Versuch mit kleinen Buchstaben bezeichnet.

In dem Fall, dass die Augensumme beim Wiirfeln mit zwei Wiirfeln interessiert, ist
diese Zuordnung naheliegend. Die Zufallsvariable X ist die Summe beider Augen-
zahlen. Das Ereignis {0 € Q: X(w) = x}, kurz {X = x}, mit x =4 tritt z. B. ein, wenn
eines der Augenzahlpaare (1,3), (3,1) oder (2,2) gewiirfelt wird.

Betrachten wir ein anderes Beispiel aus der Genetik: Fiir einen diallelischen Genlo-
cus mit den Allelen A und a gibt es bei diploiden Lebewesen drei Genotypen AA, Aa
und aa. Man kann diesen Genotypen die Zahlen 1, 2 und 3 zuordnen, oder aber auch
2, 1 und 0, so dass im letzteren Fall die Zufallsvariable die A-Allele im Genotyp
zdhlt. Jede der moglichen Zuordnungen beschreibt eine Zufallsvariable, wobei sich
beide in ihrem Wertebereich unterscheiden.

Bei einer wiederholten Durchfiihrung eines Versuchs erhélt man eine Folge von Rea-
lisierungen einer Zufallsvariablen X . Die Verteilung der so gewonnenen Daten kann
mit den im Kapitel 2 behandelten Methoden untersucht werden. Die relativen Klas-
senhdufigkeiten werden z.B. durch Balkengrafik, Histogramm, Polygon oder Sum-
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menpolygon grafisch dargestellt. Nach dem Gesetz der grofen Zahlen konvergieren
die dargestellten Klassenhdufigkeiten gegen die Wahrscheinlichkeit, dass die betrach-
tete Zufallsvariable X in die jeweilige Klasse fllt. Mit Hilfe dieser Grenzwahrschein-
lichkeiten beschreibt man die Verteilung der Zufallsvariable X. Eine Moglichkeit,
diese Verteilung zu charakterisieren, bietet die Verteilungsfunktion.

Die Verteilungsfunktion Fx(x) einer Zufallsvariablen X an der Stelle x gibt die
Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis an, dass die Zufallsvariable X einen Wert klei-
ner oder gleich x annimmt.

~

Fy(x)=P(X <x) (-o<x<) (3.8)

B Fy: Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen X

B X: Zufallsvariable

J

Die Verteilungen von Zufallsvariablen unterscheiden sich in ihren Eigenschaften, je
nachdem, ob die Zufallsvariable nur hochstens abzihlbar viele diskrete Werte

annimmt oder nicht.* Deshalb werden die Eigenschaften der Verteilungen in den
folgenden Teilabschnitten getrennt behandelt.

3.2.2 Diskrete Zufallsvariablen

Eine Zufallsvariable heifit diskret, wenn sie hochstens abzdhlbar unendlich viele
Werte x4, X, ..., Xp,,...annehmen kann.

Die Wahrscheinlichkeiten fiir das Auftreten dieser Werte in einem zufilligen Ver-
such p; = P(X = x;), 1=0,1,2,...,werden als Einzelwahrscheinlichkeiten bezeichnet
und konnen in einer Verteilungstabelle dargestellt werden.

X; x4 Xq es X,

p; = P(X = x;) P D2 Pn

Tabelle 3.1: Verteilungstabelle einer diskreten Zufallsvariablen.

Beispiel

Fir die Zufallsvariable Augensumme beim Wurf mit zwei Wiirfeln erhélt man die
folgende Verteilungstabelle:

4 In der Mathematik nennt man eine Menge abzdhlbar unendlich, wenn ihre Elemente als unendliche
Folge dargestellt werden kénnen.
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Xj 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

p;=P(X =x;)| 1/36| 2/36 | 3/36 | 4/36 | 5/36 | 6/36 | 5/36 | 4/36 | 3/36 | 2/36 | 1/36

Tabelle 3.2: Verteilungstabelle der Zufallsvariablen Augensumme beim Wurf mit zwei Wiirfeln.

Diese Verteilung wird in »Abbildung 3.2 durch ein Balkendiagramm veranschau-
licht.

0,20
0,15
o 0,10
) II II
0,00 — . .
2 3 4 5 6 7 8 9 10 1M 12

Xi

Abbildung 3.2: Darstellung der Einzelwahrscheinlichkeiten der Augensummen beim Wurf mit zwei Wiirfeln.

Mit Hilfe der Einzelwahrscheinlichkeiten in der Verteilungstabelle und Axiom 3 aus
der axiomatischen Definition einer Wahrscheinlichkeit berechnet man die Wahr-
scheinlichkeit, dass die Zufallsvariable X in ein beliebiges Teilintervall der reellen
Zahlen fillt, z. B.

P(XS4)=P(X=2)+P(X=3)+P(X=4)=:—6,
PB<X<5)=PX=4)+P(X=5=—4+2_7
36 36 36
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Aus den Einzelwahrscheinlichkeiten der Verteilungstabelle kann man somit die in
(3.8) definierte Verteilungsfunktion fiir eine diskrete Zufallsvariable folgendermalen
bestimmen:

Fy(x)=P(X < x)= Z pi (=0 < x <o) (3.9)

It x;<x

B Fy: Verteilungsfunktion der diskreten Zufallsvariablen X

B p; (i 21): Einzelwahrscheinlichkeiten

Diese Verteilungsfunktion hat die Gestalt einer Treppenfunktion. Die Sprunghéhen
sind gleich den Einzelwahrscheinlichkeiten p;. » Abbildung 3.3 zeigt die Vertei-
lungsfunktion fiir die Zufallsvariable Augensumme beim Wurf zweier Wiirfel.

1,07

0,87

0,67

F(x)

0,41

0,27

0,0~ 1 I T T T T T

Abbildung 3.3: Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen Augensumme beim Wurf mit zwei Wiirfeln.

Mit Hilfe der Verteilungsfunktion F kann man die Wahrscheinlichkeit, dass die
Zufallsvariable X in ein vorgegebenes Intervall (a, b] fillt, folgendermalBen darstel-
len:



3.2 Zufallsvariablen und ihre Verteilung

P(a < X <b) = Fy(b)- Fx(a) (3.10)

B Fy: Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen X

®m abeR

Charakteristische Eigenschaften einer Verteilung, wie Symmetrie der Einzelwahr-
scheinlichkeiten oder Lage und Streubreite der Werte, lassen sich durch einzelne
KenngréBen beschreiben (siehe Abschnitt 3.2.4).

Die Ergebnisse von zufilligen Versuchen wie Lingen- oder Gewichtsmessungen bei
Tieren oder Pflanzen konnen theoretisch jeden Wert aus einem Intervall der reellen
Zahlen annehmen. Zufallsvariablen mit solchen Wertebereichen nennt man stetige
Zufallsvariablen.

Die sich bei wiederholter Durchfiihrung eines Versuchs ergebende Folge von Reali-
sierungen einer Zufallsvariablen X kann durch ein Histogramm dargestellt werden
(siehe Kapitel 2). Wahlt man bei dieser Darstellung der relativen Haufigkeiten die
Skalierung der x-Achse so, dass die Klassenbreite gleich 1 ist, dann entspricht die
Flache der Balken gerade den relativen Haufigkeiten fiir die Klassen. Mit wachsen-
der Zahl von Versuchen und wachsender Klassenanzahl approximiert das Histo-
gramm eine Grenzfunktion fx (siehe »Abbildung 3.4). Es ist damit naheliegend
anzunehmen, dass fiir ein fest gewéhltes Intervall (a,b] auf der Abszisse die Fldache
unter dem Graphen von fy (siehe schraffierte Flache in Abbildung 3.4) der Wahr-
scheinlichkeit entspricht, dass die Zufallsvariable X Werte in diesem Intervall
annimmt.
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Abbildung 3.4: Darstellung einer Dichtefunktion fy und der Wahrscheinlichkeit P(a < X < b) als Flacheninhalt
der schraffierten Flache.

Fiir eine stetige Zufallsvariable wird also angenommen, dass eine Funktionfy,
Dichtefunktion genannt, existiert, so dass die Wahrscheinlichkeit des Auftretens von
Werten der Zufallsvariablen in einem beliebigen Intervall (a,b] folgendermalen
bestimmt ist:

\
b
P(a<Xsb)=JfX(t)dt (3.11)

B fx: Dichtefunktion der stetigen Zufallsvariablen X

B X: Zufallsvariable

J

Ersetzt man in Formel (3.11) b = x, erhélt man beim Grenziibergang a — — den
Wert der Verteilungsfunktion Fy(x) an der Stelle x € R:

Fy(x)= Pl—o< X < x) = _[ ().

»Abbildung 3.5 zeigt den Graphen der Verteilungsfunktion einer stetigen Zufalls-
variablen X.
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F,(b)

F.(x)

0,5

F (a)

0 T
a b

Darstellung einer stetigen Verteilungsfunktion F, (x).

Aus den Rechenregeln der Integralrechnung folgt, dass auch fiir stetige Zufalls-
variablen die Formel (3.10) gilt:

P(a <X< b] = FX(b)—Fx[a).

Beim Grenziibergang a — —oo,b — « in Formel (3.11) ergibt sich wegen Axiom 2 fiir
die Gesamtfldche unter der Dichtefunktion der Wert 1. Jede nichtnegative Funktion f
mit der Eigenschaft

Tfmm=1

kann somit als eine Dichtefunktion einer Zufallsvariablen X aufgefasst werden. Kon-
krete Beispiele fiir Dichtefunktionen werden in Abschnitt 3.3.2 betrachtet.

In praktischen Anwendungen interessiert man sich héufig dafiir, welchen Wert die
betrachtete Zufallsvariable bei einer langen Reihe von Versuchen ,im Mittel®
annimmt bzw. welchen Wert man erwarten kann und in welchem MaBe die Werte
der Zufallsvariablen streuen. Man mo6chte die Verteilung einer Zufallsvariablen mit
wenigen charakteristischen Kennzahlen beschreiben.
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Nehmen wir zundchst wieder einen Grundraum mit endlich vielen Ereignissen an.
Der Erwartungswert einer diskreten Zufallsvariablen X mit den Werten x; (i =1,...,n)
ist dann wie folgt definiert:

E(X)= ) x;-P(X = x;), (3.12)

Wenn wir die moglichen Werte x; (i =1,..., n) der Zufallsvariablen X als Massepunkte
und die zugehorigen Einzelwahrscheinlichkeiten p; = P(X = x;) als Massen inter-
pretieren, die entlang einer Linie verteilt sind, dann ldsst sich die GroBe E(X) physi-
kalisch als Masseschwerpunkt der Masseverteilung deuten.

In der Biologie untersucht man hdufig bestimmte Merkmale an den Individuen einer
Population. In diesem Fall kann man den Erwartungswert als Populationsmittelwert
auffassen. Der Erwartungswert ist somit eine Kennzahl fiir die Lage der Verteilung.
Ein wichtiges Gesetz der Wahrscheinlichkeitsrechnung sagt aus, dass der arithmeti-
sche Mittelwert einer empirischen Datenverteilung, der in Abschnitt 2.3 betrachtet
worden ist, mit wachsendem Stichprobenumfang gegen den Erwartungswert der
zugrunde liegenden Verteilung konvergiert.

Aus Formel (3.12) erhélt man fiir das Beispiel Augensumme beim Wurf mit zwei
Wiirfeln:

Falls die Zufallsvariable X abzdhlbar unendlich viele Werte annehmen kann, wird
der Erwartungswert in analoger Weise definiert, wobei die Summe durch den Wert

der Reihe z x; - P(X = x;) ersetzt wird, wobei vorausgesetzt wird, dass dieser Grenz-
i=1
wert existiert.
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~

E(X]:ZXj-P(szj) (3.13)

B E(X): Erwartungswert der diskreten Zufallsvariablen X
m X: diskrete Zufallsvariable

B x;(i=12,...,): Werte der Zufallsvariablen X

J

Um die Streubreite einer Verteilung zu beschreiben, verwendet man die Varianz, das

ist die mittlere quadratische Abweichung einer Zufallsvariablen von ihrem Erwar-
tungswert:

\
Var(X)= E(X - B(X)f = ) (x; - EX)?-P(X =x;)  (3.14)

i=1

® Var(X): Varianz einer diskreten Zufallsvariablen X
B E(X): Erwartungswert der Zufallsvariablen X

m X: diskrete Zufallsvariable

B x;(i=12,...,) Werte der Zufallsvariablen X

Man erhélt fiir das Beispiel Augensumme beim Wurf mit zwei Wiirfeln:

1 2 3 4
Var(X)=(2-7? —+B-7% —+4-7?% —+(6-7)* —
(X)=(2-7) o+ B=7)7 oo+ (4-7)7 o+ (570

5 s 6 , 5 ., 4
H6-7) —+(7-7)* —+(8-7)* —+(9-7)* —
671 3t =T 3g * =7 g+ =7y

3 s 2 s 1
+10-7/ —+(11-7)* —+(12-7)*. —

( Foog Foag Y2

=5.83.
Stetige Verteilungen

Fiir stetige Verteilungen sind die KenngroBen Erwartungswert E(X) und Varianz
Var(X) wie folgt definiert:
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(3.15)

B E(X): Erwartungswert einer stetigen Zufallsvariablen X
B Var(X): Varianz einer stetigen Zufallsvariablen X

B fy: Dichte der stetigen Zufallsvariablen X

B X: stetige Zufallsvariable

\ A/

In praktischen Anwendungen tritt hdufig die Frage auf, welcher Wert von der betrach-
teten Zufallsvariablen mit einer vorgegebenen Wahrscheinlichkeit o, 0 < o < 1, tiber-
schritten wird. Dieser Wert wird als Quantil der Ordnung 1 - o bezeichnet.

Ein Quantil der Ordnung o, allgemein mit g, bezeichnet, schneidet den Anteil o0 von
der Gesamtfldche unter der Dichtefunktion am linken Rand ab. Fiir das Quantil x,,
der Zufallsvariablen X gilt also:

X(X
Fy(x,) = j Fet)dt = (3.16)
B X Quantil der Ordnungo (0<a<1)

B fy: Dichte der Zufallsvariablen X

B Fy: Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen X

B X: stetige Zufallsvariable

\ J

Im folgenden Abschnitt 3.3.2 werden Quantile fiir mehrere spezielle Beispiele steti-
ger Verteilungen grafisch veranschaulicht (siehe » Abbildung 3.8, » Abbildung 3.12,
» Abbildung 3.14, > Abbildung 3.16).

Im Spezialfall o = 0.5 erhélt man eine weitere Kennzahl fiir die Lage der Verteilung,
den Median Med(X) = x, 5 mit der Eigenschaft

P(X < Med(X))= P (X = Med(X))=0.5.

Fiir den besonderen Fall einer symmetrischen Verteilung stimmen die beiden Lage-
parameter Erwartungswert und Median tiberein.
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In den praktischen Anwendungen werden oft die Verteilungen mehrerer Zufalls-
variablen gleichzeitig betrachtet.

Analog zu Formel (3.8) kann man die gemeinsame Verteilung von zwei Zufalls-
variablen X und Y mit Hilfe der Verteilungsfunktion

Flx,y)=P(X<x,Y<y), (x,yeR),

definieren.

Man bezeichnet die Zufallsvariablen X und Y als unabhingig, falls die Ereignisse
{X < x}und {Y < y ] fiir beliebige x, y € R stochastisch unabhéngig sind. Aus Formel
(3.7) folgt

F(x,y)=P(X<x)-P(Y<y), (x,yeR)

Die Unabhéngigkeit von Elementen einer Folge (X;);»; wird durch die Unabhéngig-
keit aller durch die Folgenglieder beschreibbaren Ereignisse definiert.

Sowohl fiir diskrete als auch fiir stetige Verteilungen gelten die folgenden Regeln fiir
den Erwartungswert und die Varianz linearer Funktionen von Zufallsvariablen:

E(aX+bY)=a-E(X)+b-E(Y),

, (3.17)
Var(aX + b) = a® - Var(X).
Fiir unabhéngige Zufallsvariablen X und Y gilt
Var(X +Y) = Var(X)+ Var(Y). (3.18)

In den statistischen Anwendungen geht man im Allgemeinen davon aus, dass der
zufdllige Versuch, dem eine Zufallsvariable X zugeordnet worden ist, n-mal unab-
hédngig voneinander und unter gleichen Bedingungen wiederholt wird, so dass die
den Einzelversuchen zugeordneten Zufallsvariablen X3, X ,..., X, unabhéngig sind
und die gleiche Verteilung wie X besitzen. Man nennt dann die bei Durchfiihrung
des Experiments angenommenen Werte x4, x ,..., X, dieser Zufallsvariablen Realisie-
rungen der Zufallsvariablen X.

In diesem Abschnitt werden ausgewdhlte hdufig angewandte Verteilungsmodelle
betrachtet, insbesondere die in den Kapiteln 5 bis 8 verwendeten Testverteilungen.
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3.3.1 Diskrete Verteilungen

Binomialverteilung

In der biologischen Praxis bestehen Versuche oft darin, dass zufillig ausgewdhlte
Individuen einer Population darauf untersucht werden, ob eine bestimmte Merk-
malsausprdagung, z. B. eine besondere Farbe, Krankheit oder Mutation, auftritt oder
nicht. Solche Versuche lassen sich als Spezialfille eines sogenannten Bernoulli-Ver-
suchs auffassen, der in der n-fachen Wiederholung eines Experiments unter gleichen
Bedingungen besteht, wobei nur die zwei Ausginge ,Erfolg” (1) oder ,,Nichterfolg”
(0) interessieren, die Versuchsausgdnge unabhingig voneinander sind und die
Erfolgswahrscheinlichkeit fiir jeden Einzelversuch p betrégt.

Die Elemente des Grundraums Q zu diesem Versuch kénnen als geordnete Mengen
vom Umfang n, sogenannte n-Tupel, die nur aus Nullen (Nichterfolg) und Einsen
(Erfolg) bestehen, mathematisch beschrieben werden:

Q= {(al,...,an] taj e {0,1},j = 1,2,...,11}

Das n-Tupel (1,1,0,...,0) bezeichnet dann z.B. das Ereignis, dass im Bernoulli-Versuch
nach genau zwei Erfolgen noch n—2 Misserfolge eingetreten sind.

In solchen Bernoulli-Versuchen interessiert man sich fiir die Verteilung der zufalli-
gen Anzahl X, der Erfolge. Wird etwa bei der n-fachen Wiederholung des Experi-
ments ,,Wurf mit einem Wiirfel“ nur beobachtet, ob eine Sechs fillt oder nicht, und
zdhlt die Zufallsvariable X,, die Anzahl der Sechsen in einer Serie von n Wiirfen,
dann ist die Wahrscheinlichkeit fiir die moglichen Werte 0,1,..., n dieser Zufalls-
variablen zu bestimmen.

Die Zufallsvariable X, die jedem Elementarereignis aus Q die Anzahl der Einsen im
n-Tupel, d.h. die Anzahl der Erfolge in n Experimenten, zuordnet, besitzt eine Bino-
mialverteilung mit den Parametern n und p. Es gilt fiir 0 < p < 1 und alle natiirlichen
Zahlen ne N:

~

P(X, =1) =m'Pi-(1—p)n_j (i=0,1...,n) (3.19)

n: Anzahl der Wiederholungen

®m i: Anzahl der Erfolge

p: Erfolgswahrscheinlichkeit in jedem Einzelversuch
B P(X, =1): Einzelwahrscheinlichkeiten der Verteilung von X,

B X, :Binomialverteilte Zufallsvariable
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In »Abbildung 3.6 wird die Verteilung in einem Balkendiagramm fiir n =10 und
zwei verschiedene Werte p dargestellt.

0,30+
0,20
Q': -
0,10_ I
0,00~ | m— - -
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
X;
0,30+
0,20
Q': -
0’10_ I
0,00~ - - | m—
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
X:

1

Abbildung 3.6: Einzelwahrscheinlichkeiten der Binomialverteilungen mit n=10 und p=3/4 (oben) sowie n=10
und p=1/4 (unten).

Fiir den Erwartungswert und die Varianz einer binomialverteilten Zufallsvariablen
erhélt man nach den Formeln (3.13) und (3.14):

E(X)=n-p,
Var(X)=n-p-(1- p).

Beispiel

Bei seinen Kreuzungsversuchen mit Erbsenpflanzen untersuchte Mendel unter ande-
rem die Bliitenfarbe, die in den zwei Auspriagungen rot oder wei} auftrat. Bei der
Vererbung dieses Merkmals geht man von den drei Genotypen AA, Aa und aa aus,
wobei nur die Individuen mit Genotyp aa eine weille Farbe produzieren. Mendel
beobachtete bei der Kreuzung von gemischterbigen Elternpflanzen mit Genotyp Aa,
dass unter den Nachkommen die Farben rot und weill im Verhiltnis 3:1 auftraten.
Die zufillige Anzahl von roten Farben bei n Nachkommen von Aa-Eltern kann somit
als binomialverteilt mit den Parametern n und p = 0.75 angesehen werden.
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Poissonverteilung

Die Poissonverteilung beschreibt wie die Binomialverteilung die Verteilung der
Anzahl der Beobachtungen eines bestimmten Ereignisses in einem bestimmten Zeit-
abschnitt oder in einem bestimmten Raum. Wenn man die Anzahl der Wiederholun-
gen im Bernoulli-Versuch nach Unendlich wachsen lésst, erhélt man unter zusétzli-
chen Voraussetzungen die Poissonverteilung als Grenzverteilung. Die Poissonvertei-
lung dient somit als Verteilungsmodell fiir eine Anzahl von Individuen, fiir die es
keine obere Schranke gibt, wie es z.B. in einer Bakterienpopulation der Fall ist oder
fiir die Anzahl von Todesfillen in einer Robbenpopulation pro Jahr. Sie wird eben-
falls als Verteilungsmodell fiir zufédllige Anzahlen bei der Beschreibung von
Verteilungsmustern von Pflanzen und Tieren im Raum verwendet.

Eine Zufallsvariable X heilit poissonverteilt mit dem Parameter A (A > 0), wenn gilt

P(X:j]:e‘ﬂf_—: (i=0,1,...). (3.20)

Erwartungswert und Varianz dieser Zufallsvariablen sind gleich. Es gilt
E(X)=Var(X)=A.

3.3.2 Stetige Verteilungen

Die in diesem Abschnitt eingefiihrten stetigen Verteilungen spielen insbesondere bei
den Schétz- und Testverfahren (siehe Kapitel 4 bis 8) eine zentrale Rolle.

Normalverteilung

Eine Zufallsvariable Z heilt standardnormalverteilt, wenn sie die folgende Dichte
hat:

~

2 (—eo<x <) (3.21)

m ¢: Dichte der Standardnormalverteilung

Wegen der glockenférmigen Gestalt wird der Graph der Dichtefunktion ¢(x) auch als
Glockenkurve bezeichnet (siehe » Abbildung 3.7).
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Abbildung 3.7: Dichtefunktion @(x) der Standardnormalverteilung.

Fir den Erwartungswert und die Varianz einer standardnormalverteilten Zufalls-
variablen Z gilt

E(Z)=0, Var(Z)=1.

Die Standardnormalverteilung ist wegen ¢(x)=¢(—x) fiir alle x € R symmetrisch.
Aufgrund dieser Symmetrieeigenschaft gilt fiir die Verteilungsfunktion ®(x), x € R,

D(—x)=1-D(x) (—o0 < X < o00). (3.22)

Die Werte der zugehorigen Verteilungsfunktion ®(x), x € R, kann man entweder
einer Verteilungstabelle entnehmen (siehe z.B. Anhang B, Tabelle 1) oder mit Hilfe
eines geeigneten Statistik-Programms berechnen.

Die zentrale Rolle dieser Verteilung in der schlieBenden Statistik beruht u.a. auf der
Aussage des Grenzwertsatzes von Moivre-Laplace iiber die Verteilung einer binomi-
alverteilten Zufallsvariablen X, mit den Parametern n und p. Dieser Grenzwertsatz
besagt, dass die Verteilungsfunktion der transformierten (standardisierten) Zufalls-
variablen

X,-n-p
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deren Erwartungswert 0 und deren Varianz 1 ist, mit wachsendem n gegen die Ver-
teilungsfunktion ®(x) konvergiert. Man nennt diese standardisierte Zufallsvariable
deshalb auch asymptotisch normalverteilt.

In vielen statistischen Anwendungen ben6tigt man Quantile x, der Ordnung «, die
fiir die Standardnormalverteilung mit z, bezeichnet werden. Das Quantil z,_, der
Standardnormalverteilung schneidet am rechten Rand der Verteilung eine Fldche
mit dem Fldcheninhalt o von der Gesamtfliche unter der Dichtefunktion ¢(x) ab
(siehe » Abbildung 3.8). Durch die Quantile z,,, und z;_,;, werden an beiden Rén-
dern der Verteilung Flachen mit einem Fldcheninhalt von jeweils o/2 von der
Gesamtflache abgetrennt (siehe Abbildung 3.8).

Quantile der vorgegebenen Ordnung o kann man entweder einer Verteilungstabelle
entnehmen (siehe z.B. Anhang B, Tabelle 1) oder mit Hilfe eines geeigneten Statistik-
Programms berechnen.

Beispiel

Es sei o = 0.05. Dann erhélt man z,,, =-1.96, z, =-1.6449 und z,_, ;,, = 1.96.

0,4
0,3
=<
35 02
0,1
0
0 z1 —a
0,4
0,3
S
= 02
0,1
0
Zan 0 Zi_an

Abbildung 3.8: Quantile einer Standardnormalverteilung.

Bei der Durchfiihrung statistischer Testverfahren interessiert man sich fiir den p-Wert
p = P(Z > z) an einer vorgegebenen Stelle z, d.h. fiir den Flacheninhalt, den der Wert
z am rechten Rand von der Gesamtfldche abtrennt (siehe » Abbildung 3.9). Im Fall
p < o ist diese Flache und damit die Wahrscheinlichkeit P(Z > z) kleiner als o.. Die
abzutrennende Fldache kann auch auf beide Rénder der Verteilung aufgeteilt werden,
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dann ist der p-Wert fiir die Zufallsvariable | Z | gleich der Wahrscheinlichkeit
p= P(|Z| > z) (siehe Abbildung 3.9).

04
03

=
S 02
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0
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03

=
S 02
01
0

-z 0 z

Abbildung 3.9: Veranschaulichung eines einseitigen (oben) bzw. zweiseitigen (unten) p-Werts.

Beispiel
Fir z =1 erhdlt man p=P(Z 21)=1-®(1) =1-0.8413 = 0.1587 bzw.
p=P(1ZI121)=1-P(-1<Z<1)

=1-(2(1)-o(-1))
=0.3173.

Fiir z = 2 erhélt man analog p=P(Z >22)=1-®(2)=1-0.9772 =0.0228 bzw.

p=P(1Z122)=1-P(-2< Z <2)
=1-(P(2) - d(-2))
=0.0455.

Die transformierte Zufallsvariable X =6Z +u, o >0, u € R, besitzt die Dichte

(x—pp?
fx(X)=ﬁ'e 20? (—°°<X<°°). (3.23)
270

67



Wahrscheinlichkeitstheorie

68

Die zugehorige Verteilung der Zufallsvariablen X heilit Normalverteilung mit den
Parametern u,c)'z und wird kurz als N| (u,c)‘z)-Verteilung bezeichnet. Mit Formel (3.17)
fiir Erwartungswert und Varianz von transformierten Zufallsvariablen erhélt man

E(X)=pn, Var(X)=oc?
Die Familie der Normalverteilungen

{N(u,62), neR, c?>0)

enthilt somit fiir u = 0 und 6% = 1 die Standardnormalverteilung als Spezialfall.

Aufgrund der Beziehung X =0Z + 1 kann die Berechnung von Wahrscheinlichkei-
ten einer N(u,o%)-Verteilung folgendermaBen auf die Bestimmung von Wahrschein-
lichkeiten der Standardnormalverteilung zurtickgefiihrt werden:

~

Pla< X <b)=d(2—H _p@=4 (3.24)
o o

m @: Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung
B u: Erwartungswert der normalverteilten Zufallsvariablen X

B o: Standardabweichung der normalverteilten Zufallsvariablen X

J

Aus diesem Zusammenhang zwischen der Verteilung einer Normalverteilung mit
beliebigen Parametern g und o und der Standardnormalverteilung folgt fiir die
Quantile der Ordnung o einer N (u,cz)-Verteilung:

Xo =0Zy + L.
In » Abbildung 3.10 werden die Dichtefunktionen von verschiedenen Normalvertei-
lungen mit unterschiedlichen Parametern dargestellt.

Die N(0,1)- und N(2,1)-Verteilung unterscheiden sich nur in ihrem Lageparameter u,
die N(0,1)- und N(0, 2)-Verteilung unterscheiden sich nur im Streuungsparameter c.
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Abbildung 3.10: Dichtefunktionen der N'(0,1)-, N(0, 2)- bzw. N(2,1)-Verteilungen.

Seien X; und X, zwei unabhingige normalverteilte Zufallsvariablen, wobei X;
N(u,,0%)-verteilt und X, N(u,,03)-verteilt angenommen wird. Dann besitzt die
Summe X + X, eine N(u; + 115,65 + 65)-Verteilung.

Die Bestimmung der Verteilung von Funktionen mehrerer Zufallsvariablen ist im
Allgemeinen nur mit grofem Aufwand moglich. In den folgenden Spezialfillen ist
jedoch die resultierende Verteilung gut bekannt. Die Verteilungen haben besondere
Bedeutung als Verteilungen von Teststatistiken beim Testen statistischer Hypothesen
(siehe Kapitel 5, 6, 7 und 8).

Chi-Quadrat-Verteilung

Die Verteilung der Zufallsvariablen
n
Y= z X2,
i=1

wobei die X;,i =1,...,n, unabhéngige, standardnormalverteilte Zufallsvariablen sind,
wird als Chi-Quadrat-Verteilung mit n Freiheitsgraden (y2-Verteilung) bezeichnet.
Die Zufallsvariable Ybesitzt die Dichte

24,
1
(x)=4C,-e 2 -x2 x>0 mitC, =——
T " " 272 r(n/2)

0 x<0

(3.25)
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wobei I' die Gammafunktion bezeichnet. Fiir den Erwartungswert und die Varianz
einer y2-verteilten Zufallsvariablen Y gilt

E(Y)=n, Var(Y)=2n.

Die »Abbildung 3.11 zeigt die Dichten einer y2-Verteilung und einer yZ-Vertei-
lung.

0,15
0,10
=
S
0,05
0,00 -
0 5 10 15 20 25 30
X

Abbildung 3.11: Dichtefunktionen der Chi-Quadrat-Verteilungen mit n=5 bzw. n=10 Freiheitsgraden.

Die y2-Verteilung spielt eine wichtige Rolle in der Teststatistik beim Vergleich von
Streuungen (siehe Kapitel 6 und Kapitel 8).

Mit X121,1—(x wird das Quantil der Ordnung 1-o einer y2-Verteilung bezeichnet. Es
schneidet einen Anteil o von der Gesamtfliche unter der Dichtefunktion am oberen
Rand des Wertebereichs der Zufallsvariablen ab. Der p-Wert gibt den Flachenanteil
an, der von einem festen Wert xzam oberen Rand von der Gesamtflache abgetrennt
wird. Quantile und p-Werte werden in » Abbildung 3.12 veranschaulicht. Zu ihrer
Bestimmung kann eine Verteilungstabelle (sieche Anhang B, Tabelle 2) oder ein geeig-
netes Statistikprogramm verwendet werden.
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Abbildung 3.12: Quantil der Ordnung 1 — ot und p-Wert einer Chi-Quadrat-Verteilung.

t-Verteilung

Es seien X und Y unabhédngige Zufallsvariablen, wobei X einer N(0,1)-Verteilung
geniigt und Y y2-verteilt ist. Dann heiBt die Verteilung des Quotienten

X/ 1y (3.26)

Studentische t-Verteilung mit n Freiheitsgraden.

» Abbildung 3.13 zeigt die Dichtefunktionen fiir n =2 und n =10.
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0.4 4

f(x)

Abbildung 3.13: Dichte der t-Verteilungen mit n=2 bzw. n=10 Freiheitsgraden.

Die Werte einer t-verteilten Zufallsvariablen sind symmetrisch um 0 verteilt. Die Ver-
teilung hat besondere Bedeutung bei Mittelwertvergleichen (siehe Kapitel 6 und 8).
Quantile und p-Werte kénnen entweder aus Tabellen (siehe Anhang B, Tabelle 3) oder
mit geeigneten Statistikprogrammen bestimmt werden. In » Abbildung 3.14 werden
Quantil und p-Wert veranschaulicht.
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-3 0 t

Abbildung 3.14: Quantil der Ordnung 1 — o und p-Wert einer ¢-Verteilung.
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F-Verteilung

Es seien X und Y unabhingige Zufallsvariablen, wobei X als y%-verteilt und Y als
x2-verteilt angenommen wird. Dann heiBt die Verteilung des Quotienten

X /Y
;/; (3.27)

F-Verteilung mit m und n Freiheitsgraden und wird kurz als F,, - Verteilung bezeich-

net.

F-Verteilungen werden zum Beispiel beim Vergleich von zwei Streuungen angewen-
det. In diesem Fall sind die Zufallsvariablen X und Y zwei Streuungsschétzer (siehe
Kapitel 6, 7 und 8).

> Abbildung 3.15 zeigt die Dichten der Fj ;- und F, g 5-Verteilungen.

1,0 7

m=5n=10

f(x)

0 1 2 3 4

X
Abbildung 3.15: Dichte der F-Verteilungen mit m=5, n=10 bzw. m=10, n=50 Freiheitsgraden.
Quantile und p-Werte einer F-Verteilung werden in » Abbildung 3.16 veranschau-

licht. Zu ihrer Bestimmung kann eine Verteilungstabelle (siehe Anhang B, Tabelle 4)
oder ein Statistikprogramm verwendet werden.
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Abbildung 3.16: Quantil der Ordnung 1 — o und p-Wert einer F-Verteilung.

Zusammenfassung




3.3 Spezielle Verteilungen

Bei seinen Kreuzungsversuchen mit Erbsenpflanzen untersuchte Mendel unter ande-
rem auch die Form der Samen, die mit zwei Ausprdagungen glatt oder runzlig auftra-
ten. Bei der Kreuzung von gemischterbigen Elternpflanzen treten unter den Nach-
kommen die glatte und runzlige Form der Samen im Verhéltnis 3:1 auf. Die zuféllige
Anzahl von glatten Samen bei n Nachkommen kann somit als binomialverteilt mit
den Parametern n und p = 0.75 angesehen werden.

a. Wie viele Nachkommen mit glattem Samen erwarten Sie unter n = 20 Nachkommen?

b. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass hochstens fiinf Nachkommen mit
runzligem Samen auftreten?

c. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens drei Nachkommen mit
glattem Samen beobachtet werden?

Die Zufallsvariable X besitze eine N(2,1)-Verteilung.
a. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeiten P(1 < X < 3)und P(0 < X < 4).

b. Bestimmen Sie die Quantile der Ordnung o = 0.01, o = 0.05 und a = 0.95.

Die Zufallsvariable X besitze eine N(25,4)-Verteilung.
a. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeiten P(X < 20), P(X >30)und P(21 < X < 29).

b. Bestimmen Sie die Quantile der Ordnung o = 0.05 und o = 0.99.

Aus einer Menge von zehn Versuchsfeldern werden rein zufillig fiinf Felder fiir eine
Behandlung mit einem Diingemittel ausgewdhlt. Die restlichen Felder bleiben unbe-
handelt. Angenommen, unter den zehn Feldern gibt es vier Felder mit schlechter
Bodenqualitédt, wodurch der Effekt der Diingergabe auf den Ernteertrag beeinflusst
wird. Mit welcher Wahrscheinlichkeit p wird die Anzahl der Felder mit schlechter
Qualitét in der Behandlungsgruppe iiberwiegen?

In einer Klausuraufgabe werden vier Antwortmoglichkeiten angegeben. Genau eine
der Antworten ist richtig. In einer Studentenpopulation betriagt die Wahrscheinlich-
keit, die richtige Antwort zu wissen, 0.40. Ein Student, der die richtige Antwort
nicht weil, rét, d.h. er wahlt zufillig eine der Antwortmoglichkeiten aus. Wie grof3
ist die Wahrscheinlichkeit dafiir,

a. dierichtige Antwort durch Raten zu finden?

b. dass ein Student die richtige Antwort nicht weif3?
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c. dass ein Student die richtige Antwort gibt?

d. dass ein Student, der die Frage richtig beantwortet hat, die richtige Antwort wei3?

Ausfiihrliche Lésungen sowie weitere Aufgaben finden Sie auf der Companion Web-
site zum Buch unter http://www.pearson-studium.de
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