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� ��
1���������

Op(n) =
n∑

k=1

(k + 1) = n +
n∑

k=1

k = n +
1
2
n(n + 1) =

1
2
n2 +

3
2
n .

&�� ��� ����� ������� �5���� �� ��� ��"�
� �� 1��������� ���"����8
�	
����� �� ��� ���9��� �� :�� ��������� ���	
�	
����� ,�����������(

P (x) =

(

· · ·
((

(an x + an−1)x + an−2

)
x + an−3

)
· · ·
)

x + a0 ,

�� ������ ��	
 �������� &��
��� ��( ��� ��	
 6������)����	 ������� ���8
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E� ���"� /�����57� p0 := an �
K� :� k = n− 1, . . . , 0 ���	
��

p0 := p0 · x0 + ak .

H� ,����� p0 "��	��

 ���� ����
�������� ��� ��	
� �� ��"� �� �� :���������8 '� 2���� ��
n �	
���� ����� �������	
 ���� �������� ��� �� ���� &������������� �����
������( �� ���� �� ����� &��
��� Op(n) = 2n ������
���	
��	
 ��	�� ��� ������ ��	
��
��� ����	
 ���( ���� �� ���� ���

����
��� ��� ;	��	
������ ��� �� "����� ��� ����	��� #�����6��%� ����  �
����	
������ ����� ������
��� ��� ������	
��8 ����� ���5����� ��� n
#��G"������ ��� ���9���� ��� �������� p0( "��%�"��	
 ���5���� ��� �����
&��
��� ��� /�����57�M �  ���� ����� ��	
 �� ����� &��
���� ���� ������
����	
�������6��%�� ��
1���!��� �;% <.��
�,�� ��� �����
��>;

�B !� ����� ����� x ∈ R
n ��"�����	
��( ���5���� ��� �� ��� n #�����

������ ������	
 n ����	
���%�"��
�B :� ���� &���6 A ∈ R

m×n 
�� ��� ������	
��� m n -���%�� ��"������
	
��� '� ���"������ :��� ���� ;	��	
������ �	
��2 A ∈ R

n×n ���5����
��� n2 ����	
���%�"�( �� ����� ���� @�������	
� ����	
�������6��%� ���

	B  �� ���������� )�	�	������
 "���� ������� x, y ∈ R
n ��� ��3���� ���

〈x, y〉 =
n∑

i=1

xi yi ,

��
� ��� ���	
���� ������ n &��������������� ��� n− 1 �����������
�B ��� �������� E�K ������ ��( ���� ��� ������ ���� &���6 A ∈ R

m×n ���
����� ����� x ∈ R

n ����� ��� ����� ���( ��� �� ��� y ∈ R
m ��"��	
����

 �� #���������� ��� y ���� ��3���� ��	


yi =
n∑

j=1

aij xj , i = 1, . . . , m ,

����� aij ��� &���6����%�� ���� ��� xj ��� j��� #��������� ��� ������
x ���� +� 
���� ���� �� 2��� �� m #���������� n &��������������� ���
n−1 ���������� "� ���	
���( ��
� �� ������������� ��� &���6�������
������� y = Ax ���%��

Op(m, n) = m(2n− 1) .
��
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+� ������� �� �������� E�L ��� �6���� ��"�
� �� ���5������ ���
�����	
��
1��������� ���	
� ���	
���( �� ����� ������
��� ��
 �����	
� )��� �����
:� ������"����� ��� ��������	
� ��������� ������
��� ��� ��� �6�
���� ���	
���� �� ,���"���������6��%� ��
 ��
����� ��� ��� ��	
 ��� ���
��� ������� ���� ���� �
� ��������� �������8  � !����	
��� �� ��
,���"��� �� ������ ����
�� "� ���9������������ ��� ��� ��	
������
���9������ n ��� �	
��� �����( �� ���� �� @�������	
� ������� ��
�� #�����6��%� �� ������ &��
��� �������� ��� ��� ��� ������� ������
����	
�%������ �����
:� ����� ������	
 �� #�����6��%� ��� ������
��� ������ ���� ��� ���

���� ��� #������� �� 3�!7���������� ��� ,���"���� ��� ����	
�������6��
�%��  � �������� ����$ ��� ���� ���
������	
� �%"������� 
�����8

&�2������ �;( <O���������0 �����	�#'�����>;
-� ��� I ⊆ R ��� '������� ���

f, g : I −→ R

����� "��� :����������

�B ��� x0 ∈ R�  �� :������� f 
��7�  �� ��� 5����� O(g(x)) �%� x → x0(
���� �� ���� #�������� C > 0 ��� ��� δ > 0 ����( �� ���� ��� ��������
!�����	
��� ����8

|f(x)| ≤ C |g(x)| �� ���� x ∈ I ��� |x− x0| < δ . AE�EKB

 �� :������� f 
��7�  �� ��� 5����� O(g(x)) �%� x →∞ A�"�� x → −∞B(
���� �� ���� #�������� C > 0 ��� ��� M ∈ R ����( �� ���� ��� ��������
!�����	
��� ����8

|f(x)| ≤ C |g(x)| �� ���� x ∈ I ��� x ≥M A�"�� x ≤ MB . AE�EHB

�B ��� x0 ∈ R�  �� :������� f 
��7�  �� ��� 5����� o(g(x)) �%� x → x0(
���� ����8

lim
x→x0

|f(x)|
|g(x)| = 0 .

-�����	
��� 
��7� ��� :������� f ��� �� 1����� o(g(x)) �� x → ∞
�"�� x → −∞( ���� ����8

lim
x→∞

|f(x)|
|g(x)| = 0 �"�� lim

x→−∞
|f(x)|
|g(x)| = 0 .

1���
���� �;�*; &�� ���	
��( ���� �� ��  �3������ ��	
� ������� ���(
���� x0 ∈ I ����( �� ���� ��� :��������� f ��� g �� ����� ������ �� ��	
�
��3���� ���� ������� -� ������( ���� ��� �� ������ x0 ∈ R ��� ������� ���
��� '������� I �������� ��
� ������ ����� &5	
�� ��� ��
� ���� �������
��� ��� ��
����� ���� :������� �� x → ±∞ ��$��( �� ���� I ������	

�����	
%��� �����
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1���!��� �;�� <O���������>;

�B :� ��� ����� ���9������������ �� �������� E�L ���

Op(n) = O(n2) ,

��� �� ��� /�����	
��� ����

Op(n) = O(n) .

 � ����	
������ ����� ������
��� ���

Mem(n) = O(n) .

+� ������ 
�� �� #���������( ���� ��� ��� �� O�)������� �� �57��
��� ��� ��"�
� �� ���5������ 1��������� �"�� ��� ����	
������ �����
"� ����� ����( ���� ��� ��� ��
����� �� n→∞ ���	
�����

�B -�� ���9��� ��� ��� n(

p(x) =
n∑

k=0

akxk

��� �� x →∞ ��� �� 1�����O(xn) �"�� �� 2���� ε > 0 ��� �� 1�����
o(xn+εB�  �� ����	
� ���� �$����	
���	
 ��	
 �� x → −∞�

	B :� ��������� n ∈ N ����

xn = o(ex) �� x →∞ .

&�� ���� 
��"� ��	
8 > �� -6����������������� �%	
�� �	
� �	
����� ���
2��� �����" ��� x�? ��

)�����	
 ��� ����� f(x) = O(f(x)) ��� ��� ��  �3������ ����� ��� ����� ���
���������� ���

f(x) = o(g(x)) ⇒ f(x) = O(g(x))

��� +� ������ ������ -�����	
����� �� ��� ��������� ���" "�������8

#��, �;��; <%� �	� -	��	�)4���� O ���
9

	/ <%� 	��� K ∈ R \ {0} ���


f(x) = O(Kg(x)) ⇔ f(x) = O(g(x)) .

�/ f(x) = O(g(x) + h(x)
)
�� h(x) = O(g(x)) ⇒ f(x) = O(g(x))=

�/ ���� f1(x) = O(g1(x)) �� f2(x) = O(g2(x))� �	�� ���


f1(x) f2(x) = O(g1(x) g2(x)) .

 �� ������ ��������� �� ��� J���� A������� E�HB�
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�
!��� ��� 8���������!��$

��� ��������� ����� �	������

������ ��� �� -����	����� ���� ,5������������� �� ��� ������ ������ ���
��� ��������� ������� ��� �
� >�����������? 
�� ������	
���  ���� ��� ���
�����( ��� ��	
 0	
�������� �� ��� -�������������� A"��� &���� ��� J���
���������
��B ��� ��� 4�������� ���������

��� #�������� ����� ������� ���� ��  �� 	���� 	��
 #��������� ��
��� ������������ ��� ��� ��	��� ��	 ������ ��� $�������� �	� ����
�����	�
��� ��	 %������	 ��� ����
&���� ��� ����� ��������� ��'
	���	���
����

-�� �����	
�� ������������� 
���� ��� ��� ���������� ��� �	
����������
"���� ������� ���	
���� ��� ���� �� ������ �����( �� ���	
� ��� ����
�������� ��� �	
���������� ���� ��%�� ��� �� ����� ��( 2� ��
 ��� �����
������ �� ��	
 �	
��������� ������ ������������� A���
� ���� E�NB� '�
:���� ����� ���	
�� >�	
��������� �	
�����? ����� ��	
 ������ U�������� ��
��� -����������� A�������� ��� �	
������	
�����B �
����	
 ��� ��� 4�������
A�	
�������������������B ����
��"��	
��� �� ��� x ∈ R ��� ������� +�� ���� �57� ��� ��� x̃ �����


����� �����	
�����( �� ���

eabs(x) = |x− x̃| AE�ENB

	����
�� <����� �� x ��� �� x �= 0 �� D�������

erel(x) =
|x− x̃|
|x| AE�EFB

���	
� �� <����� �� x ��������
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��� ������ ��� %������ ��� ������������  ��� 	��
 �������� (�
���
�� ��� �������	����� ��� �&)�� ��� ��� ��������� (�
��� �� �������	
��	 ����� ����������	 ������  �� ��	 %������ �	
��	
� �������������
$����� 	���	� �����	�� �������� (�
��� �� ��� ������������ ��������
���)� �������� �� ���
����� �� �������	 
���������� 	� 
��)� ��	
%������ �	
��	
� ���������

������ ���� �� �����	
� ������� ��� ��� �������� "���� ��
��� a, b ∈ R ����
������� ��	���	
 ����� ���	
%��� ��� ��	
 ��� ��� ����	
���� ��� ���������
:�
���( �� ������ ���  ���	��������	
���

|(a + b)− (ã + b̃)| ≤ |a− ã|+ |b− b̃| ≤ 2 max{|a− ã|, |b− b̃|} , AE�EMB

��
� �� �������� :�
�� �� -������ ��� 
5	
����� ������� �� ��7 ��� ��
��6����� �������� :�
�� �� ��� ���������� ���� �� ��� ��� ���
���
"��	���
���( ����� �� ��	
 ����� ���	� ��� ��� �������� :�
�� ��� ��
��������8

1���!��� �;�� <5�������������'�� ��
 �������>; ��� �� ����9�� ��
����%���� ��� �������� :�
��� ��� �� ���	
���� ��� a + b ��
��� ��
"��%	
�� ��( ���� a, b ∈ R \ {0}� '�� �� �� ������� b ��
����
�����( ��
������ �� �������� :�
�� �� -������

|(a + b)− (a + b̃)| = |b− b̃|
��� ����� ����� �� ��� �������� :�
�� ��� ��"��
���

|(a + b)− (a + b̃)|
|a + b| =

|b|
|a + b| erel(b) .

������ 3���� �� �� ��� :���( ���� �� a ��
����
����� ���( ��� ����	
���

|(a + b)− (ã + b)|
|a + b| =

|a|
|a + b| erel(a) .

+� �5���� ��� ��� ����������� :��� ��
������8 +��� ��� ��������� :�
��
�� a ��� b 
����	
��� ����� ����( ������ ���  ���	��������	
��� ��� ��������
�	
� ���	
��� ���	
%�"��� ��	
 ����8

|(a + b)− (ã + b̃)| = |(a + b)− (a + b̃) + (a + b)− (ã + b)|
≤ |(a + b)− (a + b̃)|+ |(a + b)− (ã + b)| .

 ���� �
����� �� ��	
 -�����"�� �� ������ ����	
�����

erel(a + b) =
|(a + b)− (ã + b̃)|

|a + b| ≤ |b| erel(b) + |a| erel(a)
|a + b| . AE�ELB

&�� ���	� ��� ��� �	
�� ����� ����� :�
�����	
%�"��� ������� �� ����( ����
��� �������� :�
�� �� ��� ��������� �6��� ����%�� �����( ���� |a+ b|
��
 ����� ���� ����� �������	��8
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��� �������� � ���� *�
��� a, b ∈ R �	� 	�
���
� �������������  ���
����+

a ≈ −b .

���������� 
������ �� ��	
 �� ���� ��� ������������� �������� +��� ���
��������� ����	
�� ��"��	
�� 
����( �� ���� |a + b| = |a| + |b| ��� ���
 ������
�� ����� �����

|a|
|a + b| ≤ 1 ,

|b|
|a + b| ≤ 1

�� -������ ���� ���%����� ��
��� %
���	
� �� ��� +���� ���"���� ��� ��	
 �����( ���� ��� &��������
������ "���� ��
��� ����� ��� ���
�� �� D�������"�� ��� �������������
�������� ���� A������� E�NB�

��� ������	�	������� 

 ��  ������
�� ���� ��	
� ��� ���"���� ��5������� ��� ��� +�� "�� -����
����  �� �����	
�� 4�����	�� ����� .������� 
���� "� :����( ���� ��� ��
��� �����	
 ������ ��
��� ������� ����( ��� ��	
 ������	
 ��	
 ��� ��� ��
��� 4�	
���� ��� �
��� ��� ����� ��� ��� -�������� �������� !� ��� ��
:������	��( ��� 
���� ����� *����	
� �����( ������� "� �����( ������ ��
��� ��� ��  ��������� ��� ��
��� ��� �� 4�	
�����
����� ����� ������
���������

�;�;� ������
��������

��� B ∈ N ��� B ≥ 2�  ��� �6������ "� 2��� ���"�� ��
� x ����  ���������
�� :��

x = (−1)s
N∑

j=0

xj Bj , AE�EOB

�����

N ∈ N0 , xj ∈ {0, . . . , B − 1} �� j = 1, . . . , N , s ∈ {0, 1} .

:� x �= 0 ��� �����  ��������� ���������( ���� ���

xN �= 0

�������� '�� ��� �� �������� �	��� B ����������( �� ������ ��� #������� ��
��$�� xj �  �� ��1����	��
����� �� ��
� x "� ����� B ������

x = xNxN−1 . . . x0|B ,

����� �� �� ��� :��� ��  �"�������������� AB = 10B ��� ������ �� �����
����������
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1���!��� �;��;  �� ��"����� ��$������������ �� ��
� x ��� 30�  ��� ������
���

• ���8��	��
����� A ���"�
�( B = 2B8 x = 11110|2(
• 5�
	��	��
����� AB = 8B8 x = 36|8(
• ��2	�����	�� 0	��
����� AB = 16B8 x = 1E|16 �
 ���� ���
�� "�  ��������� ��� ��$�� 0, . . . , 9, A, B, C, D, E, F "� ���
������� ��

 ����� #��"��� �%��� ��	
 ��� ��� ����� ��
��� ��������( ���� �� ���� ������
���� �� �������� ���" A���
� ���� QEFRB8

#��, �;�� <B����� �� ������
��������>; )�� B ∈ N� B ≥ 2= 0	�� �	��
>��� �	�� x ∈ R \ {0} 	� ��� �������� (�
 �	����
���
 ������9

x = (−1)s BN
∞∑

n=0

xn B−n . AE�E;B

0	��� ��
 N ∈ Z� xn ∈ {0, . . . , B − 1} �� s ∈ {0, 1}=
0�� 0	��
����� ��
 �����
��� ���� ���
 x0 �= 0 �� ���� � >���� m ∈ N ���
n ≥ m �2��
���
 ��
 xn �= B − 1=

 �� "����� ��������� �� ��� -������������ �%�� �� *����	
� 4�	
����( ����
"��� 0.99999 · · ·= 0.9̄ ��� E �������	
 �����

1���!��� �;�" <?��������� �� ��� 1��@
��
��������>;  �� ���%���
�������� ��  �"����"�
� EK�LF ������ 1100.11|2�  �� !��������� �� >
���
�����?  �"�������������� <�K �� ����  ���"�
� ��
� ��������� ��� ��� ������
��	
�  ���������

0.0011001100110011|2 · · · = 0.0011|2 .

���� ��� ��� ��� &��	
�������������� ��� 0.2 ���( �� �
%�� ��� 2� ��	

����������� ��� &��	
��� "��� �������������������( ��� �%��	
��	
�����
�� 
%�3� ��� :�
�� �� �����������	
� ��� ��� 4�	
��� ����������
���� ��
 ����������� ��� �������	
 ������ ������� ��� �� AE�E;B ���� ���� ��� �����
.������ ��� ������ �����"��� 4�����	�� ��������� ��	
 ����� ��� ��
��� ��6�� ���5����� ����� ������ ������� �� 4�	
�� ��� ���� �����	
��
*��������( ��� ����	������
�� 3���
���
�	����

x = (−1)s BE
P−1∑

n=0

xn B−n , AE�K<B

����� P ∈ N ���� ���%
�� ��� ��� �� $2�����
 E �� ��� ���"�� ��
���
"���	
�� "��� ����������� �	
����� Emin ��� Emax ��	
�%����  �� )��
���������� ��  ��������� �����
� ����( ���� ��	
 �� AE�K<B



�1 � ���������	�
��

x0 �= 0

������� ����  �� ��
�

m =
P−1∑

n=0

xnB−n AE�KEB


��7� �	�
����  �� x� ��� ����������� ����� B �	
���� ��� ��� &�������
��	
 ���

m = x0 . x1 . . . xP−1 AE�KKB

��� ��"��	
��� ��� ����������� ��"�
� P �� �����,�	�
�� )
����� ��� �	��

������8���� -��� ����������� ����������"�
� "� ����� B ��� ��"��	
��
(−1)s( &������� m ��� -6������ E ��� ���� ������%���� ��	
 ��� ��������
*���� ���	
�����8

x =
(
s, m, E)B . AE�KHB

�;�;� )������ ��� A����!����
� �����

 �	
 ��� &���������%��� P ��� ��� �	
����� Emin ��� Emax ��� ��� &����
G ���� "��%������ ������������ ����������"�
��� ����������� ���"���� ���� ��
���� x ∈ G8

BEmin ≤ |x| < BEmax+1 . AE�KNB

��� �� �����
��� ��� �������� ���� �� .������ ��� 
%�3� ��
����
���� 
���
����( ��� ��	
� "� G ��
5���  ���� +��� �5���� "��� �6��� ��
:�� ��� &�������� ���������� ����� ���	
� ��
������� ����� ��� ��	

��	
 ���
�����	
� 1��������� ��� .������ ������ �"����8 �� �����	
��
���������� ��	
� ��� ��	
 ���	
� ���( ���� �� x, y ∈ G ���� ��� ����� x+y
��	
 ��� ������ x y ����� �� G ������ ������� -� ��� ����� ���������( ��
���� ��
��� �� ��� &���� G �� ������������ ����������"�
��� ��"��������
 ����� ���	� ����� ��� �� �������� 4�������

)������ ��� )�������+����
; !��� �� *���� ���� ��� "��%	
��
���� ���������

rd : R −→ G

�����
��( ��� ��� -�����	
���

rd(x) = x �� ���� x ∈ G

�����"��  ���� ��������� ���� ��� ��
�� ���� �������� �����  �� ���%�	
�
��	
��� 4����������	
��� ������ ��� �� ������������  ���������

x = (−1)s BE x0.x1x2 . . .

�� x �= 0 ( ��� 2� ��	
 ���" E�EF �6������ ��� ������
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rd(x) = (−1)sBE

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

x0.x1 . . . xP−1 ( ����� xP <
B

2

(x0.x1 . . . xP−1 + B−(P−1)) ( ����� xP ≥ B

2

. AE�KFB

 ���� 4����������	
��� �����"� �$����	
���	
 ��� -�����	
���(

|x− rd(x)| ≤ |x− y| �� ���� y ∈ G ,

��
� ��� *����  �� x ��� ���2����� ����������� ����������"�
�( ��� x ��
�%	
���� ����� A���� 
� ��	���
B�  �� :��������	
������ �	
�$� -���������
����( ���� x ����� �� �� &���� "���	
�� "��� ����������"�
��� ������ +�
���"�� ����� �� ��� &����� ��	
 �����( ���� E "���	
�� Emin ��� Emax

����� ��� ��
�� ����� ����� ��� ��� ������ :%��� ����
)���� AE�KFB ���� �� ��	
 ��� �� ��������� ���	
����� 4����������	
���

��� ��� ���� �"�� ������� A���� 
� .����/ ��,��
4B ����� ��� ���	
����
���( ��� ��� ���� ��$�� �� �� P ���� ������ ������� �����( ��
� ��� �%
��
��� 4������ ��� �%	
�� �������� ����������"�
� ��� �������� ����� A����

� ����B�
 � �������� :�
�� ��� �� 4������ 
%��� �$����	
���	
 ��� -6��������

E �� ��� ��� ��
� ��	
� �������� ��������%����( �� ���� ��� ��� ���	
� ��
*����������� ����	
���� ��� ��������� �� 4����������	
��� AE�KFB
���� �� x ∈ R \ {0} ��� BEmin ≤ |x| < BEmax+1 ��� !�����	
���

|x− rd(x)|
|x| ≤ 1

2
B−(P−1) . AE�KMB

A����!����
� �����;  � �����	� ��� �� �	
��� ����� �� :�
�����
�	
%�"��� AE�KMB ��� ���� ���� �	
���� �� ��� ���	
� � �	����������	�����
(
��� �� ��� ��� ��"��	
��� ������8

eps =
1
2
B−(P−1) .

 ���� �57� �������� ��	
 ��� �����������( ��� �� ���
�����	
� 1�������
��� �� G ��	
����
� ������ +�� �������� ��%
��( �5���� �6��� ���������
������( ������� ��� ��	
 D��������� ��� ������������ ����������"�
�
��� ��7�
��� ��� G �������  ��
��� ������ ����� ���
�����	
�� 1���������
��	
 ������	
���� �������������������� ⊕( � ��� � ����"� �����( ���
��� ��������� &����������������� �������8 :� ���� x, y ∈ G ����

x⊕ y , x� y ��� x� y ∈ G . AE�KLB

-� ����� ��
�( ��� !����"��� ����� :�������� ��� �� 4����������	
���
"� ��������� ��� �� x, y ∈ R "� �����( ���� ��	
 &5���	
���� ��� ���������
����	

����� ������8



�� � ���������	�
��

rd(x) ⊕ rd(y) = rd(x + y) ,

rd(x) � rd(y) = rd(x y) ,

rd(x) � rd(y) = rd(x/y) .

AE�KOB

&�� ������+����8  �� ��������� ���� ������������������ ��� ��� �����
����� �57�� ������ %@�������� "� �� 4������ ��� -��������� �� �������
	
����� �6����� 1������� ����� '� ����������� ���� ��������������������
���� ����"����� ��	
 ����������( ��� �����	
� ��������� "������
 � ��� 1������� �� �������������������� -����������� ����( ���

��	
 ��� 4������ ��� ����� �������� :�
�� ��
����� ����( ���� ��� #���
������ �� 2��������� ���
�����	
�� 1������� �	
�� ����� /������ �����(
�� ��� ���� ������� "� ������ ����� ��� �������� E�EH ������ ��( ����
��� ���������� "���� �%
���������� ����	
� ��
��� ���� �	
��	
� ������
�������� ������� ��������� +�� "� ����	
��� ���( ���� ��� ����������� ���
��� -������ �� ������	
����� ������������������ ��� ����� #������������
�
����	
8

1���!��� �;�$ <���8� ���� �����2�����
 #������>; +� �%
��� ��� �����
B = 10�  �� ����� �� ������ ��
���

x = 1.004 , y = −0.9986

��� 5.4 · 10−3�  �� ����������� �������������������� ��� ��	
 ��� &������
����%��� P = 3 ��� Emin = −4 	
�����������  ��� ���� ��	
 AE�KFB

rd(x) = 1.00 · 100 , rd(y) = −9.99 · 10−1 ,

��� �� ���
rd(x) + rd(y) = 1.00 · 10−3

���	
����  ����� -������ ����� �������� ��� �6����� 4������� ����� ������
��� :�
�� ��� �����%
 0.8148 ���( ��� �� ���� 81.5 = ������	
�� ������	
�
��� ��� ��� ��� 4���������
�� �� ��������� ��� 2������ ���� 0.4%(
�� ������ ��� ���� ����%���� �� ��
 ��� ��� K<<��	
� �����  ����� -$���
����� ��� (��!����� �����,�	�
�� )
������
��� ����� ����	
���� ��� ��	
 "� ���	
���( ���� ��� �������� �� �����

����� +��� �6��� �������
� ����( ��� ��	
� ��������� �� ���� ����� ���
�� ������������������ ⊕ ����� "��%	
�� ��� -6�������� �� ���������
�������	
��( ����� �� �� &������� ��� ��������� ��� �������� -6���
������ ������	
��� ����� )����� ��� ����� ��������� ������ +��� �� ���
���	
���� ��� &���������%��� �� ��� ������	
���� ��"�
� ��� ������� ���
�%���� ���( ������� ��� "� ��� ������ 4�������� ��
%�� ��� ��� ���� ���
&���������%��� P = 3 ���( �� ����

rd(x)⊕ rd(y) =
(
1.00 + (−0.99)

) · 100 = 1.00 · 10−2 ,

��� �� ����� ��	
 ��� ������� :�
�� ��� �����%
 85.2%� J������ ��� ��
������ �� ������ :%��� ��� ���� :������ �� AE�KOB ������� ��
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�;�;� 1��@
� )�������
���

 �� �������� '�������������
��� ��� �����  �������	
�� ��� ��� ��
�( ��� ��
��� +��� ? ��� @ ����
��� ����� '� :�������� ���� G ����� �� ���� &����
����������� ����������"�
��� "� ����� B = 2 ���
���

A��,� ������ <�������>;  �� &���� �� ��	
 AE�EOB ����������� ���"��
��
��� ��� ��	
 ��� 
���� �������� ��
�8��� ��������"�( ����� ��� ���
��� +�� ��� s ��� ����� ��� ��"��	
�� ����	
�� A������������
B� ���%��
��� ����%��� "��� HK ���( �� �5���� ����� ���� ���"�� ��
��� z "���	
�� −231

��� 231−1 ���������� �����( ����� ��� < ��	
 xj = 0 �� ���� j = 0, . . . , 31
������� ����
����� ��� -������ ����
��� ��� ��	
 ��� ����%��� ������������ ����	
�

�����( ����� ���""�
���� �������� ����� &������������� �6��� ��� ���� -���

������ ��� ����"�������%� ���  �����������%� �������
�� ,���� ��� -����
��� ��� ��7�
���( �� ���	
� ��� ��� ����� �	���	������ A����	� A��
����
� ��B��B� ��� ���""�
����� J������ ����� �� "��� ��	
( ���� ���� ���
�����%7�� "� ��7� ����������"�
� �� ��� ���""�
���� :���� �����������
����

A����!����,����� <��	���� 
���� �����>; ��� �� ������������ ������
��������������� �� ���%�9���� ����� ��� x0 �= 0 ����� x0 = 1 ( ��
� ���
&������� 
�� ��� �������

m = 1 .x1 . . . xP−1 = 1 .f ,

��� ��� ����	
���� ������ f A��	�
���B�  �� ��
���� ��� ��� +�� 1 ���
��
� ����� �� ��	
� �6���"�� ��������	
�� ��� ��� ���	
� ��� �������
��
��
�  ���	
 ��� ���� ������ ������ �� &������� ��� �� ��� ����	
����
������( �� ���� ��� P ������� �� f "� �������� ���
���  �� *���� AE�KHB
"�  ��������� ���� ������������ ����������"�
� ��� ���� �� ���%�9����
��	


x = (s, f, E)2 ��� f = f1 . . . fP AE�K;B

����"��  �� 4������ ��� ��� �%	
�� �������� ����������"�
� �%��� ��	
 �� ���
���%�9���� �	
� �����	
 ���������8 ,���� x ����� �� �� &���� "���	
�� "���
����	
����� ����������"�
���( �� ������ AE�KFB ���2����� �� ������ ��
���(
�� ��� fP = 0 ����� +���� B = 2 ��� �� ���%������ ��� ����	
����
������� �� ���� ������ ������ ��	
 ��� �� 4���������
�����	
%�"��� AE�KMB
��� !�����	
���

|x− rd(x)|
|x| ≤ 2−(P+1) AE�H<B

��� +� ����	
��� "��� ����	
� ��������� �� ������ ��
��������8

1 ��!:��	�
 �:� 
����� ���	 ;<��3���=��>$
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1���!��� �;�% <#�����
��A����!����,�����>; !� ��������������������
�	
���� �����
�� "� �5����( �������� ��� ������� .������ ����� ���"������
/�������������( ��� �� �������� <�+ .B�	
��� ����
 ��
/� !� �� ��� ���
���	
�����	
�� .�������	
�������� ���� ���� ��
���� *�������" �� ���
���	
����� 4��������� "� ���%
������� ��� ���� ���
�����	
� �	
���������� "�
��� �����������	
�� "� �	
�$��( ��3���� �� '�������������� �$$$
CDE�@FGD ���� ��� ������ ��������� *9��� ��� ����������"�
���8

$���	��� 3��	�����
 .������ ���������/9 :� ������ *9� ��� ����������"�
�
��� ���%�� ��� ����%��� HK ���� -�� ��� ���
%�� ��� ��"��	
��( O ���
���� �� ��� -6�������� ������� ��� ��� ������������ KH ��� �� ���
&��������  ���� ���

Emin = −126 , Emax = 127 ,

����� �� -6������ ��	
� ��� /���� ����� ��"��	
������ ���������� ���(
������ ��	
 ���	
������ �� ����� ���������� +�� b A��	�B8

Eb = E + b . AE�HEB

��� ������ �����������9� ���� b = 127� �� ��� "��� Emin = −126 ���
Eb = −126 + 127 = 1 ���������� ��� ��� -6�������� E = 73 ������	
�
Eb = 200�

0�����
� 3��	�����
 .����� ���������/9  �� ����%��� ���%�� MN ���� )����
��� ��"��	
����� ����� EE ��� �� ��� -6�������� ��� FK �� ��� &���
����� ��������� -� ���

Emin = −1022 , Emax = 1023 ,

��� �� �����+�� �� ��� -6�������� ���%�� 
�� b = 1023� ��
�� ��� ������ ���������� �%��� ���( ���� ��� 2�������� ����%��� ��� -6��������
��	
 ��� ���"�� Emin ��� Emax ��	
� ���" ������	
5��� ���8  �� ������
����������� �5���	
�� -6�������� Eb = 0 ��� Eb = Emax + b + 1 �����
��	
� �� ���  ��������� ����������� ����������"�
��� ���������  ����
����� ���
�� $2�����
�� ����� ����( ���� ��� :�������� AE�KLB ��	
 &5��
��	
���� ��	
 �� ���
�����	
�� >���"�����������? ������ ����� A���
� *��
����� E�EB� ���"���� ���	
�� ���( ���� ��� ��
� < "�� ��� -������ �� �����
x⊕ (−x) ��� x ∈ G �������� ����( 2���	
 ��	
� ��� ����������� �����������
"�
� ��� �����"���� ��� ��������� ���� *������ E�E ���� ����� J�����	� ���
��� ��������� �� ��������� -6���������  ���� ���
� f = 0 �� ���� &���
�����( ��� ����	
���7��	
 ���%� )����� ���
%��� ��� ��� "��� ��� ��  �������
���� ��
� x �= 0 ��	
 < ��� -������ ��������� �
� ����� ���� ��� /������ ���
>������� 1���������? ��� 0 � 0 ��� ��������  �� �� �� *������ ��3����
��� ������	������
�� 3���
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ε1 =
(a⊕ b)− (a + b)

a + b
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x− (a + b)
a + b
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x = (a + b)(1 + ε1) , s1 = (x + c)(1 + ε2) .

 �	
 �������������� ����� ��	


s1 =
(
s + (a + b)ε1

)
(1 + ε2) = s + sε2 + (a + b)ε1(1 + ε2) ,

��� ����� �� ��� �������� :�
�� �� -���������8

|s− s1|
|s| =

∣
∣
∣∣
∣
ε2 +

(a + b)
|a + b + c|ε1(1 + ε2)

∣
∣
∣∣
∣
.
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x2 + px + q = 0

���� �� p2 > 4q ��	


x+ = −p

2
+
√

D , x− = −p

2
−
√

D ��� D =
p2

4
− q > 0 , AE�HKB

�������� +� ����	
��� ��� ��������� :���8

4 |q| � p2 =⇒
√

D ≈
∣
∣∣
p

2

∣
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+ sgn(p)

√
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1 ( ����� p > 0
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sinh(x) =
ex − e−x
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ex ≈ e−x ⇔ x ≈ 0 ,
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ex = lim
n→∞
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x3
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