1 Konvexe Mengen
1.1 Geschichtlicher Uberblick
1.1.1 Die Anfange

Im vorliegenden Buch sollen einige der Grundgedanken der Integral -
geometrie sowie deren Anwendung in Stereologie und Bildverarbei-
tung dargestellt werden. Dabei dienen die stereologischen Methoden
zur weiteren Bearbeitung der durch die digitale Bildverarbeitung er-
haltenen Daten, indem Aussagen Uber die dem zweidimensionalen Bild
zugrunde liegenden raumlichen Strukturen getroffen werden sollen. Ein
grundlegender Begriff fur alle diese Untersuchungen ist der der kon-
vexen Menge [Bo34, Le8(].

Aber wir werden erkennen, dal3 eine grof3e Anzahl wichtiger For-
meln allgemeiner auch fir beliebige Figuren der Ebene und beliebig
geformte Kdrper des Raumes gelten. Zu den stereol ogischen Proble-
men, Resultaten und Anwendungen gibt es eine Vielzahl von Mono-
grafien [Un70, Sa76,We80, St83, Se84, St87]. In vielen Falen liefert
dabei die Integralgeometrie bzw. die Stochasti sche Geometrie wesent-
liche Beitrége [BI55, Ke63, Mar5, Sa76, Se84, Sc92]. Die digitale
Bildverarbeitung wird hier nur insofern von Bedeutung sein, als dai3
durch sie die grundlegenden Mef3daten zur Verfigung stellt, aus denen
dann stereol ogische Schluf3folgerungen gezogen werden kénnen.

Die mathematischen Grundlagen der Stereologie sind durch die Be-
griffe ,, Integralgeometrie’ und ,, geometrische Wahrscheinlichkeit* ge-
kennzeichnet. Obwohl deren Anféange sich Uber 200 Jahre zurlickver-
folgen lassen, sind viele Ergebnisse aul3erhalb der Stereologie und der
stochastischen Geometrie auch heute noch weitgehend unbekannt.
Deshab soll hier vor allem die elementare zweidimensionale Integral -
geometrie vorgestellt werden und deren praktisch bedeutsamen drei-
dimensionalen Verallgemeinerungen.

Der Graf Buffon (1707-1788) war der erste Wissenschaftler, der an
einem einfachen aber sehr instruktiven Beispiel das Zusammenwirken
von Integralrechnung, Geometrie und Wahrscheinlichkeitsrechnung
demonstrierte. Bel diesem sogenannten Nadel problem wird die Ebene
durch im Abstand a verlaufende parallele Geraden in Streifen auf-
geteilt. Eine Nadel der Lange | wird dann willkurlich auf die Paralle-
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lenschar geworfen, und es wird gefragt, wie grof3 die Wahrschein-
lichkeit ist, dal3 die Nadel eine der parallelen Geraden schneidet (siehe
die folgendeAbbildung). Dabei wird angenommen, dal’ die Nadelldnge
kleiner ist as der Abstand der Geraden, so dal3 bel jedem Versuch
hochstens ein Schnittpunkt auftreten kann [Ro78].

Buffonsches Nadel problem

Daalle Lagen der Nadel gleichwahrscheinlich sein sollen, erhalten wir
ein Mal3 J fur die,Anzahl* der moglichen Lagen der Nadel, indem
wir Uber alle mdglichen Abstande x des Nadel mittel punktes von einer
der Geraden und Uber ale mdglichen Winkel ¢ integrieren (voraus-
gesetzt nattrlich, dafi3 alle Abstéande und alle Winkel mit der gleichen
Wahrscheinlichkeit auftreten):

a2 = n a2
3= [ oax[dp = [do [ ox=na .
a2 0 0 a2

Ein Schneiden von Nadel und einer der Geraden tritt allerdings nur
dann auf, wenn fir den Abstand x die Bedingung [x| < (I/2)sin ¢ gilt.
Das entsprechende Mal3 Jq ist daher

T 1/2-sing T
J. = fd(p Zfdx :Ifsin(pd(p:ZI
0 0 0

Bei der Durchfiihrung eines Nadel wurf-Experimentes werden wir bei
Z,, Wurfen Z;<z,, Schnittpunkte beobachten. Dawir aber immer nur
endlich viele Versuche durchfiihren kdnnen, gilt die Beziehung
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Diese Naherungsgleichung 16ste Buffon nach = auf und erhielt damit
das verblGffende Resultat

21 4y

T= —"
a Z
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Es bot sich hiermit also die Moglichkeit, den Wert der Kreiszahl =
»experimentell* zu finden (siehe dazu auch Abschnitt 2.2.2). Der engli-
sche Kapitan Fox, der auf Grund einer ernsthaften Verwundung keinen
aktiven Militardienst mehr verrichten konnte, hat um 1864 entspre-
chende Experimente durchgeftihrt. Er erhielt fir = Werte zwischen 3.14
und 3.18 [Mi78, Gn6g].

Anders alsim 18. Jahrhundert besteht fir uns der Wert des Ergeb-
nisses n=(2l/a)-(Z,/Zs ) jedoch darin, dal3 man eine der beiden Grofien
a oder | bestimmen kann, wenn man die andere kennt. Auf diese Weise
braucht man gegebenenfallske ne Langenmessungen vorzunehmen, um
eine unbekannte Lange ermitteln zu kénnen. Die beiden Beziehungen

2l Zy

a= — — und = ==
T Z 2 Z,

wurden damit zum Ausgangspunkt der Sereologie - so wie die
Gleichung Js /J =2l/ma den Beginn der Integralgeometrie kenn-
zeichnet.

Als Geburtsstunde der Wahrscheinlichkeitstheorie werden haufig
Pascals Betrachtungen Uber Gliicksspiele angesehen. Die Anfange der
Integralgeometrie und der geometrischen Wahrscheinlichkeiten lassen
sich auf eine geometrische Variante solcher Gliicksspiel e zurtickfihren,
die Buffon 1733 in einem Vortrag vor der Académie Francaise vor-
stellte: Eine Minze wird in zufdliger Weise auf einen FulRboden ge-
worfen, der nach Art eines regelméldigen Mosaiks unterteilt ist, z.B. in
Dreiecke, Quadrate, Sechsecke. Der eine Spieler wettet, dal3 die Minze
ganz innerhalb eines Mosaiksteins liegt, der andere halt dagegen, dal3
eine Kante getroffen wird (siehe dazu Aufgabe A2.7). Wie sind die
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Chancen verteilt? Buffon hat solche Wahrscheinlichkeiten berechnet
und im Rahmen einer erst 1777 erschienenen grofderen Arbeit ver-
offentlicht [Bu77].

Jedoch hat Buffon die Anerkennung seiner wegwel senden Idee nicht
mehr erlebt. Erst im folgenden Jahrhundert wurden auf der Grundlage
seines Nadel problems bedeutende Fortschritte erzielt. Diesmal war es
Crofton (1826-1915), ein Englander, der sich - angeregt von Buffon -
um die Integralgeometrie und die geometrische Wahrscheinlichkeit ver-
dient machte. Crofton war von 1870-1884 Professor fir Mathematik an
der Militdrakademie London. In einer Rethe von Arbeiten [Cr68, Cr69,
Cr77] erhielt er als erster einige bemerkenswerte Formeln fir ebene
konvexe Figuren (mittlere Sehnenlange s = zF/U mit F als Flache und
U als Umfang der jeweiligen Figur) sowie Formeln fir die Mittelwerte
von Sehnenlangenpotenzen.

Aber auch unabhangig von Mathematikern wurden im 19. Jahr-
hundert schon einige wichtige Formeln der Stereologie, dem prakti-
schen Teil der Integralgeometrie, gefunden. So hat der franztsische
Geologe Delesse (1817-1881) bereits 1847 die Beziehung V,,=A, an-
gegeben [Ded7, De48], wonach der Volumenanteil einer zuféllig
verteilten Materialkomponente (der sogenannten ,, Phase") gleich dem
Flachenanteil dieser Materialkomponente im Anschliff ist.

G.L.L. Buffon A.L. Cauchy J. Steiner
(1707-1788) (1789-1857) (1796-1863)
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1.1.2 Mathematische Grundlagen

Zum Teil waren einige der grundlegenden Croftonschen Formeln
bereits vorher von Cauchy gefunden worden [Cadl], der auch wichtige
Ergebnisse fur den dreidimensionalen Raum erhielt (beispielsweise fir
die Anzahl der Geraden und Ebenen, die einen konvexen Korper
treffen). Cauchy lehrte als Mathematiker an der Ecole Polytechnique
in Paris. Bereitsim Alter von 22 Jahren zeigte er, dal3 die Winkel eines
konvexen Polyeders durch seine Seitenflachen bestimmt sind. Doch ist
die Geometrie im algemeinen und die Integralgeometrie im beson-
deren fur Cauchy nur ein Randgebiet gewesen. Sein Hauptthema war
die Analysis, der die Uberwiegende Mehrzahl seiner 789 wissenschaft-
lichen Arbeiten gewidmet ist.

Im Gegensatz zu dem Analytiker Cauchy war Steiner ein Geometer.
Er studiertein Heidelberg und leitete spéter bis zu seinem Tode einen
Lehrstuhl an der Berliner Universitét. Steiner lieferte 1836 den Beweis,
da3 der Kreisdie Figur mit dem gréften Flécheninhalt unter allen Figu-
ren mit gegebenen Umfang ist [St40]. Er entdeckte die Beziehungen
zwischen den geometrischen Charakteristika von Parallelflachen und
Parallelkorpern (Flache, Umfang, Volumen usw.) und zeigte die Be-
deutung der Begriffe , Kantenkrimmung“ und ,, Eckenkrimmung"®.

Ein wesentlicher Fortschritt wurde durch den Begriff der ,frei be-
weglichen Figuren® erreicht. Sie wurden Ende des neunzehnten Jahr-
hunderts von Poincaré eingefihrt [Po96] und spéter insbesondere von
Blaschke [BI55] und Santal6 as methodisches Hilfsmittel in der Inte-
gralgeometrie verwendet.

Alle diese geometrisch gepragten Begriffe wurden von Herrmann
Minkowski dahingehend verallgemeinert, dal3 der allgemeine Begriff
der ,, Quermal¥-Integrale’ eingefuihrt wurde. Die Quermal3-Integrale al's
Mal3e fur n-dimensionale konvexe K érper fassen die einzelnen Ergeb-
nisse von Cauchy, Crofton und Steiner unter einem einheitlichen Ge-
sichtspunkt zusammen [Mi03].

Wahrend in der klassischen Integralgeometrie die Mittelwerte geo-
metrischer Groéf3en die fast allein vorherrschende Rolle spielten, ge-
wannen seit etwa 1960 die Untersuchungen zur statistischen Verteilung
geometrischer Grofen zunehmend an Bedeutung [Ke63, Ha74, Sa76,
Ma75, Ri81, St87, Sc92].
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Um sich Klarheit Giber den zugrundegel egten Wahrscheinlichkeitsraum
zu verschaffen, ist es niitzlich, die Rollen von Nadel und Geradenschar
zu vertauschen, das heil3t, die Nadel als fest anzusehen (mit dem
Mittelpunkt im Ursprung und einer durch die X-Achse festgelegter
Richtung) und die Gerade zufdllig zu wahlen.

H. Poincaré W. Blaschke H. Minkowski
(1854-1912) (1885-1962) (1864-1909)

Die Problematik der Auswahl geeigneter Koordinaten wurde beson-
ders deutlich gemacht durch das Bertrandsche Paradoxon [Be38].
Bertrand (1822-1900) betrachtete die Wahrscheinlichkeit p, dal3 eine
zuféllig im Einheitskreis gezogene Sehne s langer ist as /3. Er gab
drel verschiedene Losungen an, die sich durch die spezielle Definition
der ,Zufdligkeit” ergaben. Zunéchst kann man wie im Buffonschen
Nadel problem die Abstands-Richtungs-Darstellung der Sehnen zugrun-
de legen, womit man p=1/2 erhdlt.

Bestimmt man dagegen die Lage der Sehne durch die beiden
Winkel, die die Ortsvektoren der Endpunkte der Sehne mit der
X-Achse bilden, und wéhlt diese véllig unabhéngig voneinander, so
ergibt sich p=1/3. Beschreibt man schlief3lich die Sehne durch ihren
Mittel punkt und wahlt diesen gleichverteilt im Kreis, so erh&lt man das
Ergebnis p=1/4 (siehe dazu Abschnitt 1.2.3).

» Die von Blaschke begriindete Integralgeometrie handelt von be-
weglichen Figuren im Raum und von invarianten Integralen, die sich
bei ihnen bilden lassen*. Dieses Zitat aus Hadwiger [Ha57] beschreibt
recht gut die wesentlichen Elemente der Integralgeometrie: Es geht um
bewegte Figuren und um invariante Mittelwerte im Zusammenhang mit
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solchen bewegten Figuren. Nach friihen Resultaten von Crofton, Poin-
caré und anderen und angeregt durch Herglotz hat Wilhelm Blaschke
mit seinen Schilern in den Jahren nach 1935 eine systematische Theo-
rie erarbeitet, die er , Integralgeometrie” nannte. Hauptergebnis war
neben den dlteren Resultaten (Cauchysche Projektionsformel, Crofton-
sche Schnittformel) die , kinematische Hauptformel* fir den drei-
dimensionalen Raum, die die Anzahl der Schnitte zwischen zwei kon-
vexen Korpern bestimmt (siehe Abschnitt 2.1.4).

Noch einmal: Die Integralgeometrie ist dagenige Teilgebiet der
Geometrie, das sich mit der Bestimmung und Anwendung von Mittel-
werten geometrisch definierter Funktionen befaldt. Zu den Grundlagen
der Integralgeometrie gehdren daher einerseits Teile der Theorie in-
varianter Mal3e in homogenen Raumen, andererseits gewisse Gebiete
aus der Geometrie der Punktmengen, wie etwa die Theorie der Poly-
eder oder die der konvexen Mengen.

Urspriinglich aus Fragestellungen Gber geometrische Wahrschein-
lichkeiten entstanden und von Blaschke, Chern, Hadwiger, Santal6é und
anderen ab 1935 entwickelt, hat sich die Integralgeometrie as wichti-
ges Hilfsmittel in der Stochastischen Geometrie und deren Anwen-
dungsgebieten (Stereologie, Bildanalyse, Bildrekonstruktion) erwiesen.

L.A. Santal6 G. Matheron J. Serra
(1911-2001) (1930-2000) (*1940)

Invariante Mal3e und die zugehérigen Integrale sind etwa seit Beginn
des 20. Jahrhunderts untersucht worden. Geometrische Wahrschein-
lichkeitsprobleme, die im Kern erste Ansétze dazu enthielten, traten
eher in den Hintergrund.
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Die Mengen, beztiglich denen die Integralen berechnet wurden, wa-
ren neben affinen Unterrédumen zunéchst kompakte konvexe Mengen
(konvexe Korper). Die Ausdehnung der Theorie auf glatte nichtkon-
vexe Fléachen (und auf nichteuklidische Raume) verdankt man
hauptsachlich Santalé und Chern (1911-2004), die Ausdehnung auf
den Konvexring (mit endlichen Vereinigungen konvexer Korper)
wurde von Hadwiger (1908-1981) durchgefihrt.

Frihe Arbeiten zur Integralgeometrie benutzten die sogenannten
»integralgeometrische Dichten* (Geradendichte, Bewegungsdichte
usw.). Diese zunéchst etwas vage verwendeten Begriffsbildungen wur-
den dann mittels Differentialformen prazisiert.

Darstellungen dieses klassischen Teils der Integralgeometrie sind in
den Buchern von Blaschke [BI37, BI5S5], Santalo [Sab3], Hadwiger
[Ha57] und Stoka [St68] zu finden. Eine ausfuhrliche Behandlung der
Integralgeometrie, die auch neuere Resultate und die Anwendungen auf
stochasti sche Problemstellungen berticksichtigt, wurde von Santal 6 ge-
geben [Sar76].

Die Wahl des Lebesgue-Mal3es fur die exakte Grundlegung der sto-
chastischen Geometrie erscheint im Hinblick auf seine geometrischen
Invarianzeigenschaften natlrlich, daesja (bisauf Normierung) dasein-
zige MaRR auf dem R? ist, das invariant gegentiber Translationen,
Drehungen und Spiegelungen bleibt. Allerdings wirken sich die Inva-
rianzeigenschaften je nach Art der Parametrisierung in unterschied-
licher Weise aus.

Es ist daher naheliegend, bei diesen und anderen geometrischen
Wahrscheinlichkeitsproblemen direkt nach solchen Malien zu fragen,
die dhnliche Invarianzeigenschaften haben wie das Lebesgue-Mal3,
also etwa bewegungsinvariant sind. Von den drei den Losungen des
Bertrandschen Paradoxons zugrundeliegenden Malien hat nur das erste
diese Eigenschaft (es wird auch bel der Losung des Buffonschen
Nadel problems benutzt).

In den Anwendungen der Stochastischen Geometrie werden
Modelle, denen invariante Mal3e zugrunde liegen, dann heranzuziehen
sein, wenn bel der zu beschreibenden Situation Invarianze genschaften
wie Stationaritét oder 1sotropie angenommen werden kénnen.
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1.1.3 Stereologie und Stochastische Geometrie

Neben der Stereologieist die etwa ab 1970 entstandene Stochastische
Geometrie ausschlaggebend gewesen fir das neu erwachte Interesse an
der Integralgeometrie. Die Stochasti sche Geometrie behandelt Modelle
far zufallige Mengen und Felder zuféliger Mengen (Punktprozesse).
lhr Ansatz ist grundlegend allgemeiner als der bel geometrischen
Wahrscheinlichkeiten, wo zuféllig bewegte Mengen fester Form und
Anzahl vorausgesetzt werden.

Einen Einblick in die Grundlagen dieser Theorie geben die Blcher
von Harding/Kendall [Ha74] und Matheron [Ma75]. Die drei Gebiete
Integral geometrie, Stochastische Geometrie und Stereol ogie haben sich
in den letzten Jahren wechsel seitig beeinflul3t und neue Entwicklungen
ausgel0st. Einige Mitteilungen zur geschichtlichen Entwicklung der
stochastischen Geometrie sind im von Kendall geschriebenen Vorwort
des Buches [St87] zu finden.

Neue integralgeometrische Formeln ergaben sich aus stereologi-
schen Anwendungen. Fir die meisten integralgeometrischen Formeln
wurden Gegenstiicke bel zuféligen Mengen und geometrischen Punkt-
prozessen aufgestellt. Eine aktuelle Ubersicht (aber weitgehend ohne
Beweise) Uber Resultate der Integralgeometrie und ihre Querverbin-
dungen zur Stochastischen Geometrie und zur Stereologie wird zum
Beispiel in den Bichern von Stoyan/Kendall/Mecke [St87] und
Mecke/Schneider/ Stoyan/Weil [Me90] gegeben.

Wir haben die Einleitung in die Theorie der konvexen Mengen mit
einer geometrischen Variante des Munzwurfs begonnen, mit dem
Buffonschen Nadel problem. Wir wollen sie beenden mit eéinem geome-
trischen Gegenstlick zu einem anderen Glicksspiel, dem Werfen von
Wirfeln. Bei dieser Version kommt es wie bei den Buffonschen Va-
rianten des M inzwurfs, nicht auf die geworfene Augenzahl an, sondern
auf die Lage der Wiirfel.

Stellen wir unsvor, dald zwel kongruente Wrfel im Raum zuféllig
so geworfen werden, dal3 sie sich bertihren (siehe dazu [Sc92]). Es
werden nur zwei Berlihrsituationen positive Wahrscheinlichkeit haben,
» Kante gegen Kante" (KK) und ,, Ecke gegen Seite” (ES). Wenn zwei
Spieler auf diese beiden komplementéren Ereignisse setzen, welcher
Spieler hat dann die héhere Gewinnerwartung?
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Das Resultat heif3t

Kante gegen Kante: p« = 3n/(8+3n) = 0.54088
Eckegegen Seite: pgg = 8/(8+3m) = 0.45912

Aber wichtiger als das Spielerische ist die praktische Anwendung der
Integralgeometriein Stereologie und Bildverarbeitung. Dievon Delesse
gefundene Formel V,,=A, kennen wir bereits. Spéter wurde dann von
Rosival gezeigt, dal3 sogar V,,=A, =L, gilt, d.h. dal3 sich auch aus dem
Langenanteil der Materialkomponente der V olumenanteil bestimmen
[&3t [Ro98]. Und schliefdich wurde im 20. Jahrhundert die erweiterte
Formel V,,=A, =L, =P, in die Praxis eingefihrt, wonach man schon
mittels einer einfachen Punktzahlung den Volumenanteil einer Phase
ermitteln kann [GI41].

Allerdings war zu Beginn dieser Entwicklung die Erfassung der
stereol ogischen Rohdaten - was eigentlich immer auf das Zahlen von
Punkten hinauslief - eine sehr miihsame Beschéftigung. So wird von
Saltykow mitgeteilt, dald man bei 6 Phasen und 1000 Zahlpunkten
etwa 15-20 Minuten aufwenden muf3 und dal3 sogar bei , geeigneter
Mechanisierung“ 10 Minuten erforderlich sind [Sa74]. Der Name
»Stereologie’ wurde wahrscheinlich erstmalig 1961 auf dem ersten
internationalen Kongref3 fir Stereologie in Wien a's Bezeichnung fir
dieses Wissensgebiet eingefuhrt [Ha80].

Esist bemerkenswert, dal3 viele praktisch bedeutsame Formeln der
Integralgeometrie unabhéngig von der , reinen* Mathematik gefunden
wurden, sai esin der Gesteinskunde (Petrographie), der Metallographie
[Sa67, Sa74] oder der Biomedizin. So wird in regelmal3igem vierjahri-
gen Abstand der Internationale Kongref3 fir Stereologie durchgefiihrt,
auf dem stets auch mathematisch-theoretische Arbeiten vorgestellt
werden.

Etwa um das Jahr 1970 kam Uberraschend neues Interesse an der
Integralgeometrie auf. In der Stereologie (und spéter der Bildanalyse)
arbeiteten Naturwissenschaftler, Materialwissenschaftler und Medizi-
ner an dem Problem, Mittelwerte von geometrischen Grof3en zwei- und
dreidimensionaler Strukturen mit Hilfe von linearen und ebenen
Schnitten zu schétzen. Ein Beispiel dieser Art ist die Bestimmung der
spezifischen inneren Oberflache S, der Lunge eines Saugetiers, fur die
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nur die Messung der spezifischen Randlange L, in einem mikroskopi-
schen ebenen Schnitt zur Verfligung steht. Die dazu in der Stereologie
benutzte Formel hat die Gestalt

4
S, = =L,
T

wobel die rechte Seite als Mittelwert Uber alle ebenen Schnitte zu ver-
stehenist, also as Erwartungswert, wenn die Schnittebenen zufdlig ge-
wahit werden. Formeln dieser Art, die von Anwendern teils auf heuris-
tische Welse hergeleitet wurden, erwiesen sich als Speziafalle klassi-
scher Ergebnisse der Integralgeometrie.

Die Integrageometrie lieferte nicht nur die mathematische Begriin-
dung fur Formeln dieses Typs, sondern auch die Bedingungen fur deren
Gultigkeit, aso etwa die Verteilung, nach der die zuféllige Schnitt-
ebene gewahlt werden mul3. Im obigen Beispid S, =4L, /= etwaist dies
nicht die vom verschiebungsinvarianten Ebenenmald herrihrende
Vertellung, sondern eine Vertellung, die auch alle moglichen Winkel -
lagen der Ebene berlicksichtigt.

Mikrotom alterer Bauart

Mehr und mehr haben sich die stereol ogischen Methoden in Diszipli-
nen wie der Materialforschung [Un70] und der Biomedizin etabliert
[EI83, We79, WeB0]. Dabel gibt esjedoch den , technischen* Unter-
schied, dal3 man in Materialforschung mit Anschliffen (Schnitte der
Dicke d=0) arbeitet und in der Biomedizin (vielleicht mit Ausnahme
von Knochenuntersuchungen) Schnitte untersucht (Schnitte der Dicke
d>0).
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Fir die Herstellung von ,, dicken Schnitten, die natirlich sehr diinn
sind (0.02-1.0 umin der Elektronenmikroskopie, 2-10 umin der Licht-
mikroskopie) benutzt man spezielle Geréte, die Mikrotome. Das Mikro-
tom wurde von J.E. Purkinje eingefuhrt (1787-1869), elnem tschechi-
schen Physiologen, der ein Pionier auf den Gebieten Histologie, Em-
bryologie und Pharmakologie war und sich insbesondere mit den
Funktionen von Auge, Herz und Gehirn befalite.

Zum Schluf3 dieser einleitenden Bemerkungen sei noch erwéhnt, dal3
im Juni 1977 zum 200. Jahrestag der Verdffentlichung von Buffons
Formel in Paris ein Symposium stattfand (,, Geometrical Probability
and Biological Structures*). Es wurde durchgefthrt im ,Jardin des
Plantes de Paris*, dem botanischen Garten, den Buffon geschaffen
hatte und dem er die letzten Jahre seines Lebens widmete. Unter den
Teilnehmern waren vertreten: Miles und Serra, DeHoff und Weibel,
Mandelbrot und Matheron, Gundersen und Santal0 - dieListeliest sich
wie ein,,Who iswho" der Stereologie und Integralgeometrie.
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1.2 Konvexe planare Figuren
1.2.1 Stitzabstand und Statzfunktion

Die Theorie der konvexen Figuren und konvexen Korper ist insbeson-
dere deshab ein besonders reizvolles mathematisches Gebiet, well es
in ihrem Rahmen mdglich ist, aus wenigen anschaulichen V orausset-
zungen heraus und mit wenigen grundlegenden Kenntnissen der Analy-
sis und Geometrie eine Vielzahl theoretisch interessanter und auch
praktisch bedeutsamer Resultate herzuleiten.

Eine konvexe Figur K (allgemeiner auch ein konvexer Korper) ist
durch folgende spezielle Eigenschaft gekennzeichnet: Je zwei Punkte
p,geK besitzen einen endlichen Abstand, und ale Punkter, die auf der
geraden Strecke zwischen p und q liegen, gehdren ebenfalls zu K. Da-
mit sind Kreise, Rechtecke und Ellipsen konvexe Figuren, nicht aber
Sterne oder Kreisringe. Insbesondere in der dteren Literatur (beispiels-
weise bel Blaschke, [BI55]) werden konvexe K érper deshalb sehr an-
schaulich as Eikorper bezeichnet. Wenn sich die Integralgeometrieim
allgemeinen auch mit beliebigen n-dimensionalen Punktmengen be-
schéftigt, so sollen hier im ersten Kapitel doch ausschliefdlich die kon-
vexen Figuren untersucht werden.

Eine Gerade G wird al's Sitzgerade einer konvexen ebenen Figur K
bezeichnet, wenn G eine Tangente an K ist. S&mtliche Stitzgeraden
von K bilden eine Kurvenschar, deren Enveloppe (Einhillende) der
Rand oK der konvexen Figur ist (Sehe Abbildung 1.1). Wenn wir uns
den Ursprung O eines Polarkoordinatensystems im Inneren von K
denken, so kann eine Gerade G durch ihre Normalenrichtung ¢ und
ihren Abstand p vom Ursprung, den sogenannten Stiitzabstand bezlg-
lich der Richtung ¢, beschrieben werden, d.h. die Normalform der
Geradengleichung ist x-cos @+Y-cos @=p. Fur jede Richtung ¢ ergibt
sich ein eindeutig bestimmter Tangentenabstand p=p(¢), so dal3wir die
folgende allgemeine Tangentengleichung erhalten:

X-Cos@ +Yy-sing = p(e) . (1.0
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In Formel (1.1) ist ¢ der Parameter der Stiitzgeraden, und die jeweilige
Stitzfunktion p(¢p) beschreibt die konkrete Form der konvexen Figur.

j&

Abb. 1.1 - Stitzgeraden und Enveloppe der Stitzgeradenschar

¢

1.2.2 Umfang und mittlere Breite

In der Gleichung (1.1) sind x und y die Koordinaten der auf einer Tan-
gente t liegenden Punkte, wobel die Tangente durch den Winkel ¢
bestimmt ist. Wenn nun fir einen zweiten Winkel ¢’ die Tangente t/
festgelegt wird, dann haben wir mit den beiden Gleichungen

Xx:cos@ +y-sing =p(p) , x-cose +y-sing =p(
zwel lineare Gleichungen fir die beiden Unbekannten x und y, so dal3
wir die Lésung
_ P(9)-sing’ - p(¢)-sing y - - P(@)-cosp - p
sin(e - ¢) sin(e -

fur die Koordinaten des Schnittpunktes g der beiden Tangenten t und
t' erhalten (siehe Abbildung 1.2).

Setzen wir jetzt ¢ =@p+A@ und lassen die Differenz Ag sehr klein
werden, so kdnnen wir die Gleichung x cos @'+y sin ¢’ = p(¢’) mit
SinA@=A@ und cosAg@=1 durch

x-(cosp - A@sing) +y-(sing + Apcosp) = p(p) + A
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ersetzen, was mit der ersten Gleichung xsin @+y cos @=p(¢) sofort auf

9 |
p/(9) - £ = -X-Sing +y- cosy (1.2)

fUhrt. Das ist aber nichts anderes als die nach ¢ differenzierte Glei-
chung (1.1).

!
Abb. 1.2 - Schnittpunkt zweier Tangenten

Wenn man aso die allgemeine Gleichung f(x,y,c)=0 einer Kurven-
schar nach dem Scharparameter ¢ differenziert (in unserem Fall also
nach dem Winkel o), so erh@lt man die Mdglichkeit, durch Elimination
des Scharparameters die Gleichung der Envel oppe der Kurvenschar zu
bestimmen. In unserem Fall folgen aus der Gleichung (1.1) und aus der
nach ¢ differenzierten Gleichung (1.2) sofort die beiden K oordinaten
x und y als Funktionen von :

X = pcosp - p’sing

y = psing + p’/cosp (13)

Die sich aus (1.3) ergebenden Punkte (x(¢), y(¢)) liegen sémtlich
auf der Enveloppe (der Einhillenden) der Tangenten an die
vorgegebene konvexe Figur (siehe Abbildung 1.2), d.h. (1.3) beschreibt
den Rand dieser Figur (der Punkt (x(¢), y(¢)) ist der Berihrungspunkt
der Tangentet mit der Figur).

Da p(¢) im Gleichungssystem (1.3) nur allgemein gegeben ist,
kann man den Parameter ¢ aus diesen beiden Gleichungen nicht elimi-
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nieren, um etwa eine Gleichung der Form f(x,y)=0 fir den Rand der
jeweiligen Figur zu erhaten. Das System (1.3) ist jedoch nichts anderes
alsdie Parameterdarstellung der Envel oppe der Geradenschar (1.1) und
damit die Parameterdarstellung des Randes oK der konvexen Figur K.
Wenn sich der Winkel @ um einen kleinen Betrag de andert, so folgen
aus (1.3) die differentiellen Anderungen von x und y:

dx = —(p+p/ﬁsin(p d(P (14)
dy = +(p + p”) cosp dg '

Diese Gleichung beschreibt, wie sich die Koordinaten des Bertihrungs-
punktes der zur Richtung ¢ senkrecht verlaufenden Tangente bei einer
Vergrof3erung oder Verkleinerung des Winkels um de verandern. Die
Wegdifferenz, die der Berihrungspunkt dabei zuriicklegt, ist durch

ds = {/dx?+dy? = (p + p/) dg = odg (1.5)

festgelegt. Die Grofée o gibt den Kriimmungsradius des Randes oK der
konvexen Figur K im Bertihrungspunkt der entsprechenden Tangente
an (fur konvexe Figuren kdnnen wir immer vereinbaren, dal3 das positi-
ve Vorzeichen der Wurzdl in (1.5) verwendet wird, d.h., dal3 mit wach-
sendem ¢ auch die Bogenlénge zunimmt).

Die Kurvenkrimmung » = 1/p ist ein Mal} fur die Richtungs-
anderung der Tangente in Abhangigkeit von der Bogenlénge s. Das
Differential »xds = ds/o = d¢ beschreibt die Anderung des Tangen-
tenwinkels, wenn die nach der Bogenlénge parametrisierte Kurve von
s bis s+ds durchlaufen wird. Bei geschlossenen und Uberschnei-
dungsfreien Kurven gilt also fur die totale Krimmung t die Formel

T = jﬁ%dS: jﬁd(p:21t .

Die Totakrimmung t = 2rn einer solchen Kurve entspricht der
gesamten Anderung der Tangentenrichtung bei einem einmaligen Um-
lauf um die Kurve.

Wenn nun der Winkel ¢ einmal von 0 bis 2z l&uft, dann hat der
Bertihrungspunkt der Tangente den gesamten Rand oK Uberstrichen,
d.h., der zurtickgelegte Weg ist gleich dem Umfang von K:
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2n 2n

u =8L<B::g(p+p0d¢::gpdw . (L6)

Bei dieser Integration haben wir berticksichtigt, dal3 p(¢) eine perio-
dische Funktion ist, so dal3 die Integrale Uber beliebige Ableitungen
von p(¢) stets verschwinden.

Betrachten wir nun die Breite B der konvexen Figur K beziiglich
einer gegebenen Richtung ¢. Wenn der Koordinatenursprung innerhab
der Figur liegt (siehe Abbildung 1.3), ist

B(o) = p(9) + p(e+m) . (1.7)

Deshalb kann man die mittlere Breite der Figur bei Berticksichtigung
von (1.6) durch die folgende einfache Formel berechnen:

2n

5 1
B - —— [Blo)dy -
"0

v (1.8)
Y

Diese Formel ist einfach in ihrer Struktur und verbltffend in ihrer
Aussage: Unabhangig davon, wie die konvexe Figur K aussieht, ist die
mittlere Breite eindeutig durch den Umfang U von K bestimmt. Die
Formel gilt nicht nur fir kreis- oder ellipsenartige Figuren, sondern
auch fur konvexe Figuren ,,mit Ecken”, d.h. auch fir ganz oder teil-
weise durch Strecken begrenzte konvexe Figuren und damit auch for
konvexe Polygone. Speziell gilt das Barbiersche Theorem, dai alle
Figuren konstanter Breite den gleichen Umfang besitzen.

Wir kdnnen die Formel (1.8) auch folgendermal3en interpretieren:
Die ,Anzahl” Z(p) der Geraden, die senkrecht zur Richtung ¢ verlau-
fen und dabei die gegebene Figur schneiden, ist proportional zur Breite
B(p). Alsoist die,, Gesamtanzahl“ Z, aller dieser die Figur K schnei-
denden Geraden proportional dem Integral tber B(¢):
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T

z, - f B(g)dp = U (1.9)
0

ier brauchte nur von O bis &t integriert zu werden, dadie beiden Rich-
tungen ¢ und @+n der Geradennormalen dieselbe Gerade (allerdings
mit unterschiedlicher Normalenrichtung) beschreiben. Wenn wir im
Weiteren von ,,Anzahl aler Geraden" sprechen, so werden wir darunter
stets,, ungerichtete” Geraden verstehen, d.h. die beiden Geraden G(p,¢)
und G(-p, ¢+r) werden als identisch angesehen.

Der Umfang U einer konvexen Figur K ist aso ein ,,integralgeome-
trisches Mal3* fur Z, , die,,Anzahl aler Geraden*, die K schneiden.
Wir haben das Wort Anzahl in Anfihrungsstriche gesetzt, da es sich
hier nicht um 100 oder 10° oder 10'® Geraden handelt (also um irgend-
eine ganze Zahl), sondern dieses Mal3 ist dimensionsbehaftet, d.h. Z,
ist beipielsweise 1 Millimeter oder 1 Meter oder 1 Kilometer.

Ein einzelnes Geradenmal? hat in diesem Sinn keine zahlenmaliige
Bedeutung. Wenn wir aber fragen, ob ein Kreis vom Durchmesser d
oder aber ein Quadrat der Seitenldnge d von mehr Geraden getroffen
werden, so finden wir das Verhdtnis

Z. . u. .
Kreis _ Krets _ TE_d ~ 07854 , (110)
Quadrat UQuadrat 4d

d.h. die Anzahl der den Kreis treffenden Geraden betragt nur etwa
78.5% der Anzahl aller das Quadrat schneidenden Geraden.

Bel einer Parallelprojektion in Richtung ¢ liefert die dazu senk-
rechte Breite B(¢p+n/2) einer konvexen Figur gleichzeitig die Lange
L(¢) der Schattenlinie (siehe Abbildung 1.3):

L (@) = B(+n/2) = p(¢+n/2) + p(e-n/2) .

Damit erhalten wir fr die mittlere Schattenldnge einer konvexen Figur
sofort das Theorem von Barbier [BaG0]:

L=B-=U/n. (L.11)

Es entsteht die interessante Frage, ob man aus der Kenntnis ,,aller”
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Schattenlinien einer konvexen Figur oder aus der Kenntnis aller ihrer
Breiten, d.h. aus der Kenntnis der Funktionen L(¢p) oder B(g), die
Stitzfunktion p(¢) und damit die Gestalt der konvexen Figur ableiten
kann. Dieses Problem ist beispielsweise von praktischer Bedeutung,
wenn man aus der optisch gemessenen Breite von Walzstében das
Profil der Stabe bestimmen soll.

B(e¢ + m/2)

Abb. 1.3 - Breite B(@+n/2) und Schattenlinie L(op)

Bel zentralsymmetrischen Figuren kann man den K oordinatenursprung
derart wéahlen, dal3 p(¢p)=p(¢@+n) gilt. Damit erh&lt man die Beziehung
L(¢@)=2 p(@+n/2)=B(p+n/2) und folglich p(p)=B(¢)/2.

Im algemeinen Fall ist die Aufgabe, die Stitzfunktion p(¢) aus
B(¢p) zu ermitteln, jedoch nicht zu 16sen. Zum Bewels dieser Behaup-
tung sind in Abbildung 1.4 drel Beispiele angegeben, bei denen zwar
B(¢)=const gilt, jedoch nur im Fall des Kreises p(¢) =r. Obwohl es
sich um unterschiedliche Figuren handelt, sind alle Breitenfunktionen
gleich.

N A

IRV

Abb. 1.4 - Figuren gleicher konstanter Breite
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Alle diese Figuren werden auch als ,Gleichdicke® bezeichnet. Man
kann das Bogendreieck (Abbildung 1.4 Mitte) zu einem Gleichdick
ohne Ecken weiterentwickeln, indem man zu einer Parallelfigur tber-
geht (siehe Abschnitt 1.3.1).

Statt von Gleichdicken spricht man bel solchen Objekten wiedenin
Abbildung 1.4 gezeigten auch von Reuleaux-Polygonen, weil der deut-
sche Ingenieur Reuleaux diese Objekte im Maschinenbau angewendet
hat. Aber auch in anderen Zusammenhangen sind Gleichdicke - wie
die folgenden vier Beispiele zeigen - als interessante geometrische
Figuren anzutreffen. Der von Reuleaux konstruierte Bohrer ermdglicht
es, ,,fast quadratische® Locher zu bohren. Dabel bewegt sich der Mittel-
punkt des Gleichdicks exzentrisch auf einem kleinen Kreis.

Englische Minze Bogenfenster Notre-Dame

Reuleaux-Bohrer Wankel-Motor

Auch im Wankel-Motor (Kreiskolbenmotor, benannt nach seinem
Erfinder Felix Wankd) ist das Gleichdick zu finden. Der Wankel motor
ist ein Verbrennungsmotor, bei dem keine zylindrischen Kolben in
einem Zylinder in axialer Richtung hin und her bewegt werden. Stait
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dessen findet sich die umkehrfrele Bewegung eines so genannten Kreis-
kolbens, der - auf einer Exzenterwelle angeordnet - um seine eigene
Achse rotiert. Die Ecken des Kolbens stehen standig in Kontakt mit
dem Motorgehause und bilden so drei unabhangige Arbeitsraume.

1.2.3 Flache und mittlere Sehnenlange

Um die Fl&che F einer konvexen Figur bestimmen zu kénnen, gehen
wir von der Abbildung 1.5 aus. Wenn wir unsdie Figur aus infinitesi-
malen Dreiecken der Grundlinie ds und der Hohe p(¢) zusammen-
gesetzt denken, dann folgt mit Formel (1.5) und (pp) = p’ p + P/
sofort

2n 2n
1 1 1 )
F-2 fpdS=§fp(p p”)de =§f p>-p*)dp (112)
3K 0 0

Man kann die Flache einer Figur aber auch dadurch bestimmen, dal3
man die Figur in viele schmale parallele Streifen zerlegt.

Abb. 1.5 - Zur Bestimmung der Fl&che einer konvexen Figur

Der linke Kreisin Abbildung 1.6 gibt uns eine ungeféhre Vorstellung
davon, wie die Geraden angeordnet sein konnten. Jede der Geraden
x-cos@+y-cos=p liefert (bei konvexen Figuren) genau eine Sehne, falls
es zum Schnitt kommt. Die entsprechende Sehnenlénge sei s(¢). Die
~Summe‘ S, aler Sehnenlangen bei fester Normalenrichtung ¢ der
Geraden - besser gesagt, das integralgeometrische Mal3 der Sehnen-
l&ngensumme - ist dann durch
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(o)
S, ~ [ se)dp=F, =F (113)
pP(e-m)
gegeben, wobel F wieder die Flache der konvexen Figur ist. Dieses
Ergebnis ist nicht allzu Uberraschend, da die Zerlegung der Figur in
schmale parallele Streifen der Breite Ap im Grenzwert Ap-0 gerade
den Fléacheninhalt liefert. Das integralgeometrische Mal3 S, der
»Summe aller Sehnenlangen” ergibt sich nun durch Integration Uber
alle Winkel, d.h. esist
T T
S, = fS(pd(p"‘ f F,de = nF . (1.14)
0 0

Auch hier braucht uns nicht zu stéren, dal3dasMal3 S, die Dimension
mm? oder m? oder km? besitzt - esist eben nur ein,,Mal3‘. Daanderer-
seits die ,Anzahl aler Sehnen“ N, durch die Formel (1.9) geliefert
wird, erhalten wir fur die mittlere Sehnenlange die Formel

__SK_TEF
SK_ _T-

N,

K

(1.15)

Wesentlich bei den hier dargestellten Uberlegungen ist, daRR die
Verteilung der die Figur schneidenden Geraden homogen und isotrop
ist. Um diese Forderung zu veranschaulichen, sind in Abbildung (1.6)
»oleichverteilte” Sehnen auf unterschiedliche Art in drel Kreise einge-
zeichnet (Bertrandsches Paradoxon, siehe dazu [ Sc92)).

\ [

I/ [ ]
| \ J
\

— —

Abb. 1.6 - ,Gleichverteailte® Sehnen in Kreisen
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Die Sehnenverteilung im linken Kreis entspricht der bisher verwen-
deten Geradendefinition x-cos@+y-sin@=p. Im mittleren Kreis wurden
die Sehnen so eingezeichnet, dal’ der zweite Endpunkt gleichverteilt
auf dem Kreisumfang liegt. Und schliefdich sind die Sehnen des dritten
Kreises durch aquidistante Differenzen der Lage ihrer Endpunkte auf
dem Kreisdurchmesser charakterisiert. Berechnet man nun die mittlere
Sehnenlange in diesen drel Fallen, so sind drei Integrale auszuwerten,
die die folgenden Werte besitzen:

1R 2R TR
I1~Efs(h)dhzﬁfR“—h“dh:7:1.570...R
0 0
TR TR
1 2 . b 4R
I, ~ — bydb== [ sin| —|db=—=1273.R (1.1
B anS() nf (ZR) T (1.16)
0 0
1R 2R
I3~E({s(r)drzﬁgrdr=R

Welches dieser drei Ergebnisseist nun das, richtige*? Intuitiv wirden
wir fUr das erste Resultat pladieren, weil die Sehnen ,,so schon gleich-
malkig“ eingezeichnet sind. Aber man kann auch eine mathematisch
fundierte Argumentation fur das Ergebnis |, liefern, indem man for-
dert, dal? die den Kreis schneidenden Sehnen so zu wéahlen sind, dal3
sich die Integrationen Uber ,ale Sehnen* as bewegungsinvariant
erweisen (siehe Abbildung 1.7 fir die beiden ersten Varianten).

A
L

Abb. 1.7 - Gleichvertellte Sehnen in verschobenen Kreisen
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1.3 Einige Beispiele
1.3.1 Parallelfiguren

Betrachten wir zu Anfang ein ganz einfaches Beispiel. Es sai ein Seg-
ment S der Lange | im eindimensionalen Raum gegeben (das Segment
liegt auf einer Geraden). Ein zweites Segment S der Lange 2r wird mit
seinem Zentrum auf ale Punkte von S geschoben. Welche Figur ergibt
sich al's Uberlagerung aller dieser Kombinationen? Wie die folgende
Skizze zeigt, entsteht ein neues Segment S’ der Lange L(S') =1 +2r =
L(S)+2r. Die Menge der Punkte des Segmentes S’ wird als,, Parallel-
menge des Segmentes S im Abstand r* bezeichnet.

/

I+2r

Abb. 1.8 - Eindimensionale Parallelfigur

Diese Operation der Vergrof3erung einer Figur ist von Steiner erstmalig
betrachtet worden [St40]. Sie |&3t sich auch im Zweidimensionalen
durchfihren, wie hier fir einen Kreis, ein Quadrat und ein gleichseiti-
ges Dreieck gezeigt werden soll (alle Punkte der Ebene mit einem
Abstand d<r zu der vorgegebenen Figur werden mit beriicksichtigt).

Abb. 1.9 - Zweidimensionale Parallelfiguren

Die Flachen der drei grauen Objekte kann man direkt elementar-
geometrisch berechnen. Es ergeben sich die folgenden Ausdriicke:
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F(K) = ma* + 2mar +ar?
F(Q,) = a*+4ar +ar?
F(D) = a*/3/4 +3ar +ar?

Diese drei Formeln lassen sich dahingehend verallgemeinern, dal3 es
eine generelle Beziehung zwischen den geometrischen Grundgrof3en
Flache F und Umfang U der jewelligen Ausgangsfigur und den
entsprechenden Werten der vergrol3erten Figur gibt:

F(K) = F(K) + U(K)T +ar2

Der BeweisdafUr soll jetzt angegeben werden. Als,, Parallefigur® einer
konvexen Figur K bestimmt man die Figur K, , deren Rand oK, Uberall
den Abstand r vom Rand oK hat. Diese Vergrél3erung kann dadurch
erreicht werden, dal3 man zur Stitzfunktion p(¢p) der Figur K einfach
den Abstand r addiert:

p.(9) = ple) +r . (1.17)

Fir Kreise ist diese Beziehung unmittelbar einleuchtend. Aber sie gilt
auch fur beliebige konvexe Figuren, da die Verbindungslinie zweier
néchstgel egener Punkt von oK und dK, senkrecht zu den Randlinien
verlaufen mul3, so dal? die entsprechenden Tangenten genau den Ab-
stand r voneinander besitzen.

Wenn (1.17) gilt, dann kann man sofort weitere Schluf3folgerungen
fur Parallelfiguren ableiten. Wegen (1.6) gilt fir den Umfang der Pa-
ralefigur

2n 2n
= [p(@)de = [(p(g) +r)de = U+2nr  (118)
0

und nach Formel (1.12) erhdt man fir die Flache der Parallefigur

”:%J (pwq

dp =F+r-U+nr?. (L19)
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Man kann die Flachenformel (1.12) auch noch auf andere Weise
auswerten. Esist ndmlich

2n 2n

o (1.20)

Hier bedeutet p den Mittelwert von p(¢) Uber den gesamten Voll-
winkel, d.h. den Mittelwert im Bereich von O bis 2. Alsoiist p =U/2x
(siehe Formel (1.8)). Die weitere Auswertung von (1.20) liefert dann

2n
F < n[_)2+% (p-p)de < np? (1.22)
0
oder
F<U2/4n  bzw. f=U?/4nF>1 (1.22)

wobei f der sogenannte Formfaktor ist.

Abb. 1.10 - Seitenléange im umschreibenden N-Eck
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Die Ungleichung (1.22) wird a's ,, isoperimetrische Ungleichung®* be-
zeichnet. Sie besagt, dal3 unter allen Figuren gleichen Umfangs (insbe-
sondere unter allen konvexen Figuren) der Kreis die grofite Flache be-
sitzt, denn fir Kreise gilt mit p = p die Gleichung F = U?/4x .

Auch in der Bildverarbeitung wird der Ausdruck f =U?/4xF ds
charakteristisches Merkmal verwendet. Der Formfaktor f hangt nur
von der Form einer Figur ab, nicht von ihrer Grof3e oder ihrer Lage, so
dal3 auf diese Weise Kreise und Quadrate oder die Buchstaben O und
D leicht voneinander unterschieden werden kénnen.

1.3.2* Umschrelbende N-Ecke

Statt der zwel parallelen Tangenten zur Definition der Breite einer
Figur kann man auch insgesamt N Tangenten an die (konvexe) Figur
legen, die senkrecht zu den Richtungen

0. =@+ nz_r\T fir ne0,l,..,N-1 (1.23)

stehen. Fur jedes ganzzahlige n>2 entstehen umschreibende N-Ecke,
die im algemeinen - bis auf das umschreibende Dreieck - unter-
schiedlich lange Seiten besitzen, aber an allen Ecken gleiche Innen-
winkel n-2n/N aufweisen. Mit Hilfe der Stiitzfunktion ist esjetzt mog-
lich, die Lange der zur Richtung ¢ senkrechten Seite eines umschrei-
benden N-Ecks zu bestimmen (siehe Abbildung 1.10).

Esist BC/ICF=0A/AF oder BC=CF-cotd mit &= 2n/N. Daaber
welter die einfach zu beweisenden Beziehungen CF = OF-OC =
-0OC+0OA/cosd und OA = p(¢@-35) bzw. OC= p(¢) gelten, folgt

Bc - Pl@-98) _p(e)
sind tand

(1.24)

Genauso kdnnen wir die Strecke CD bestimmen, so dald wir fur die
Seitenlange s(¢)=BD den Ausdruck

(o) - P(p +3) + p(e -06) - 2p(¢)-cosd

<ns (1.25)
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erhdten. Der Mittelwert s dieser einen Seite Uber alle Winkel ¢ ist
mit p = B /2 =U/2xr durch die Formel

= U 1-coso U )

s=—-—— - “.tan>

n  Sind T 2 (1.26)

gegeben. Danun die Mittelwerte aller N Seiten des umschreibenden
N-Ecks gleich sind, folgt fir den mittleren Umfang U, = NS des um-
schreibenden N-Ecks das Resultat

= U tan

T . N 1-coss
L

N
siné T

T
N u-f, . (1.27)

Diefolgende Tabelle 1.1 gibt fir einige Werte von N die zugehérigen
Faktoren f, an. Der Grenzwert von fy erreicht fir N-c den Wert 1, d.h.
dann stimmen die Umfénge der Figur und des umschreibenden N-Ecks
miteinander Uberein.

Tabelle 1.1 - Faktor f aus Formel (1.27)

£ N f
165399 | 10 1.03425
127324 | 12 1.02349

1.15633 15 1.01488
1.10266 20 1.00831
1.07303 30 1.00367
1.05479 60 1.00091

(N [0k |w]=

In der Praxis der digitalen Bildverarbeitung werden oft umschreibende
Rechtecke und umschreibende A chtecke von (nicht notwendigerweise
konvexen) Objekten untersucht. Allerdings wird dabel nicht ,, Gber alle
Rotationswinkel“ gemittelt, sondern man bestimmt nur fir eine einzige
Lage der Figur U, bzw. U,. Den ungefahren Umfang der konvexen
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Hulle des jeweiligen Objektes kann man dann mittels der einfachen
Formeln U = U, /fy durch U=0.79U, bzw. durch U=0.95U; ab-
schétzen.

1.3.3* Croftonscher Seilliniensatz

Abschliefiend soll mit dem Croftonschen Sellliniensatz noch ein htib-
sches Beispiel fur die hier entwickelten Formeln gegeben werden
[Cr68]. Essalen K, und K, zwel sich nicht schneidende konvexe Figu-
ren. Einmal wird ein Seil um beide Figuren K; und K, gelegt und zum
anderen wird ein zweites Sell zwischen den Figuren gekreuzt (siehe
Abbildung 1.11). Das ungekreuzte Seil beschreibt den Rand der
gemeinsamen konvexen Hulle K . der beiden Figuren, die den Umfang
U, besitzt. Durch K verlaufen

Z,, Geraden, die K, treffen, nicht aber K,

Z,, Geraden, die nur K, treffen, nicht aber K

Z,, Geraden, dieK; und K,, treffen,

Z,, Geraden, dieweder K, noch K, treffen, d.h. K; und K, trennen.

Unter den GrolRen Z,, , Z,, usw. sollen integralgeometrische Mal3e
verstanden werden, so dal3 wir wegen Formel (1.9) im Fall konvexer
Figuren statt dieser Mal3e auch die Umfange der Figuren verwenden
konnen. Es ist mit dem stets gleichen Proportionalitéatsfaktor p der
Umfang durch Uge = p-Zye = p(Zyo + Zog + Zyp + Zyy ) gegeben.

Abb. 1.11 - Zum Croftonschen Seilliniensatz
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Nun konstruieren wir aus K, und dem Kreuzungspunkt P die konvexe
Figur K, und ausK, und P die konvexe Figur K, . Die K, treffenden
Geraden lassen sich aufteilenin

Z,, Geraden, die nur K, treffen, nicht aber K,
Z,, Geraden, dieK; und K, treffen,
Z., Geraden, die zwar K, treffen, nicht aber K,
(also durch die ,, Spitze" zwischen P und K, gehen).

Eine ahnliche Uberlegung gilt fur K., . Es ist also (wieder mit dem
festen Faktor p)

Up = u(Z,+ 2, +Z,) o Uy, = u(Zy +Z,+Z,) - (1.28)
Mit den Formeln Uy o =Upy +Up, =1~ (Zyg +2p0 +215+ Zpy +2p,) + 2y,
und Z,, + Z,, =Z,, finden wir dann den Seilliniensatz von Crofton in
der Form

=U +unZz

Cross ges

12 ! Ucross = Ul * U2 + l"lz(i() ' (129)

Der Anteil der beide konvexen Figuren treffenden Geraden ist daher
einfach durch das Verhdltnis

Z12 _ Ucross _Ugcs
i (1.30)

gcs gcs

gegeben, und der Anteil der zwischen den beiden Figuren verlaufenden
Geraden durch das Verhdltnis

Z()U _ Ucross B Ul B U2 (1 31)
z U ' '

ges ges

1.3.4 Projektionen und orthogonale Schatten

Hier soll noch einmal zu dem bereits in Abschnitt 1.2.2 untersuchten
Problem der Schattenbildung zurtickgekehrt werden (siehe Abbildung
1.3). Wir hatten dort die einfache Formel L =B = U/x fir die mittlere
Schattenlénge einer konvexen Figur gefunden.
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Eine etwas andere Situation tritt auf, wenn die vorgegebene konvexe
Figur durch einen Streifen der Dicke d geschnitten wird und uns der
Schatten der durch den Schnitt entstehenden Tellfigur interessiert (Abb.
1.12). Dann liefert die maximale Ausdehnung der Schnittfigur in hori-
zontaler Richtung die Lange der Schattenlinie. Dabel wird manchmal
nur die untere (oder obere) Begrenzung des Streifens entscheidend sein
(Skizze links), manchmal werden die untere und die obere Begrenzung
den Schatten festlegen (mittlere Skizze), und esist auch moglich, daf3
irgendwel che Extrempunkte innerhalb des Streifens fur die Schatten-
bildung verantwortlich sind (Skizze rechts).

¢ Beleuchtungsrichtung

|

[

Schatten der Schnittfiguren

Abb. 1.12 - Schattenbildung bei dicken Schnitten

Allediese Falelassen sich fr eine festgehal tene Beleuchtungsrichtung
¢ auch dadurch erzeugen, dal3 man die originale Figur in den beiden
Richtungen ¢ und ¢+r um die Strecke d/2 ausdehnt, dal3 man also statt
der in Abschnitt 1.3.1 untersuchten Parallelfiguren K, die,, gestreckten®
Figuren K, () betrachtet. Dabei handelt es sich - exakt gesprochen-
um die Minkowski-Summe K, @ S zwischen der Figur K und einer
Strecke Sder Lange d (siehe Abbildung 1.13 und Abschnitt 3.1.7).

Jede einzelne Situation aus Abbildung 1.12 kann dann durch das
Schneiden der gestreckten Figur mit einer orthogonal zur Richtung ¢
verlaufenden Geraden angesehen werden ( Schnitt der Dicked=0), und
die Lange desin Abbildung 1.12 auftretenden Schattensist gleich der
Lange einer Sehne der gestreckten Figur.
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/
/
/

/

4 /
d/2
d/2

Abb. 1.13 - , Streckung” einer Figur

Die Ausdehnung der originalen Figur in Richtung ¢ ist durch die ein-
fache Formel a(¢) = p(p)+p(¢p+r) gegeben, wobei p(¢) die originale
Stitzfunktion ist. Diese Ausdehnung ist eéin Mal3 N, fir alle die Figur
treffenden Geraden, die senkrecht zur Richtung ¢ verlaufen. Also ist
das Mai aler die gestreckten Figur treffenden Geraden durch die
Formel N, 4, = ay,(¢) = a(p)+d bestimmt. Integrieren wir jetzt Uber
sémtliche Richtungen ¢ zwischen O und &, so ergibt sich wegen (1.9)
das Mal3 aller die gestreckte Figur schneidenden Geraden:

N,, = N+=nd = U+nd . (1.32)

Dasintegralgeometrische Mal3 S, fur die Lange aller Sehnen senkrecht
zur Richtung ¢ ist nach (1.13) durch die Flache F der jeweiligen Figur
gegeben. Also erhalten wir fur die gestreckte Figur die einfache Bezie-
hung S, 4, =F +d (p(@+n/2)+p(e-n/2)) , weil die zusétzlich in Abbil-
dung 1.13 auftretende Flache das Produkt aus d und der zur Richtung
¢ orthogonalen Breite b(g+n/2) der Figur ist. Daher ergibt sich das
Uber ale Richtungen ¢ zwischen 0 und = integrierte Mal3 fir die Seh-
nenlange durch
T

S, = S+dfb((p+n/2)d(p - nF+dU ,
0

und wir finden die mittlere Sehnenlénge der gestreckten Figur als
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nF + Ud

_ S
@ - 3~ - U +xrd

N, ,

(1.33)

Fur d=0 erhaten wir a's mittlere Sehnenlénge wiederum das Ergebnis
(1.15). In der Grenze d—<c ist die Schattenlange schliefdlich durch die
Breite der Figur gegeben, so dal? das Resultat (1.11) gewonnen wird.

1.4 Aufgaben

Al.1 Berechne die Stitzfunktion p(¢) eines achsenparallelen Qua-
drates der Seitenlange a, dessen Mittelpunkt im Ursprung des
K oordinatensystems liegt!

Al.2 Untersuche, wie sich die Stutzfunktion einer konvexen Figur
andert, wenn die Figur um Ax und Ay verschoben wird!

A1.3 Gegeben sal en Quadrat der Seitenlénge a, das durch Geraden
geschnitten wird. Berechne den Antell v derjenigen Geraden,
die gegentiberliegende Quadratseiten schneiden!

Al.4 Untersuchedasin Aufgabe 1.3 gestellte Problem fiir beliebige
Rechtecke und zeige, dald der minimale Antell v fir Quadrate
erreicht wird!



