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*Stetige Abbildungen (Allgemeine Theorie)

In diesem Kapitel werden wir die Eigenschaften stetiger Abbildungen, die
wir frither fiir Funktionen mit numerischen Werten und Abbildungen vom
Typus f: R™ — R” formuliert haben, verallgemeinern und aus einem verein-
heitlichten Blickwinkel betrachten. Dabei werden wir eine Anzahl einfacher,
aber dennoch wichtiger Konzepte einfiihren, die iiberall in der Mathematik
benutzt werden.

9.1 Metrische Riaume

9.1.1 Definition und Beispiele

Definition 1. Wir sagen, dass eine Menge X mit einer Metrik oder einer
metrischen Raumstruktur versehen ist oder ein metrischer Raum ist, wenn
eine Funktion

d: X xX —=R (9.1)

aufgestellt werden kann, die die folgenden Bedingungen erfiillt:

a) d(l’l,mz) =0& z1 = 29,
b) d(x1,x2) = d(x2,x1) (Symmetrie),
c) d(z1,x3) < d(z1,z2) + d(z2,z3) (Dreiecksungleichung),

wobei x1, x5, x3 beliebige Elemente von X sind.

In diesem Fall wird die Funktion (9.1) als Metrik oder als Abstand auf X
bezeichnet.

Daher ist ein metrischer Raum ein Paar (X,d), das aus einer Menge X
und einer auf ihr definierten Metrik besteht.

In Ubereinstimmung mit geometrischer Terminologie werden die Elemente
von X Punkte genannt.
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Wir merken an, dass wir fiir 3 = x; in der Dreiecksungleichung unter
Beriicksichtigung der Bedingungen a) und b) der Definition einer Metrik er-
halten, dass

0 S d(iEl,ZEQ) 5

d.h., ein Abstand, der die Axiome a), b) und c) erfiillt, ist nicht negativ.
Wir wollen einige Beispiele betrachten.

Beispiel 1. Die Menge R der reellen Zahlen wird zu einem metrischen Raum,
wenn wir fiir je zwei Zahlen z; und xo wie gewohnt d(z1,z2) = |x2 — 21|
definieren.

Beispiel 2. Wir kénnen auch andere Metriken auf R einfiihren. Eine triviale
Metrik ist etwa die diskrete Metrik, in der der Abstand zwischen je zwei
verschiedenen Punkten gleich 1 ist.

Die folgende Metrik auf R ist inhaltsvoller. Sei « — f(x) eine nicht negative
Funktion, die fiir x > 0 definiert ist und die fiir x = 0 verschwindet. Ist diese
Funktion streng konvex, dann erhalten wir, wenn wir fiir x1, 22 € R

d(w1,22) = f(|lz1 — 72|) (9.2)

setzen, eine Metrik auf R.

Die Axiome a) und b) gelten offensichtlich und die Dreiecksungleichung
folgt einfach aus der strengen Monotonie von f und der Giiltigkeit der folgen-
den Relation fiir 0 < a < b:

fla+b) = f(b) < f(a) = £(0) = f(a).

Insbesondere kénnten wir d(zy,22) = +/|z1 — 22| oder d(zy,z5) =
1‘&;:%1‘2‘ einfithren. Im letzteren Fall wire der Abstand zwischen zwei Punk-

ten auf der Geraden stets kleiner als 1

Beispiel 3. Neben dem traditionellen Abstand

n
d(wy,e2) = | Y |2} —ahf? (9-3)
i=1
zwischen Punkten z1 = (z1,...,27) und z2 = (x},...,2%) in R* kénnen wir

fiir p > 1 auch den Abstand
p

dy(z1,29) <Z|x1—x2|p> (9.4)

einfithren. Die Giiltigkeit der Dreiecksungleichung fiir die Funktion (9.4) folgt
aus der Minkowskischen Ungleichung (vgl. Absatz 5.4.2).
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Beispiel 4. Wenn wir beim Lesen eines Textes auf ein Wort mit falschen Buch-
staben treffen, konnen wir das Wort ohne allzu viele Schwierigkeiten korrigie-
ren, falls die Anzahl der Fehler nicht zu grof} ist. Die Fehlerkorrektur ist jedoch
eine Operation, die manchmal mehrdeutig ist. Aus diesem Grund miissen wir,
wenn andere Bedingungen gleich sind, der Korrektur des fehlerhaften Textes
den Vorzug geben, die am wenigsten Korrekturen erfordert. Dementsprechend
wird in der Chiffriertheorie die Metrik (9.4) mit p = 1 auf der Menge aller
endlichen Folgen der Linge n, die aus Nullen und Einsen bestehen, eingesetzt.

Geometrisch kann die Menge derartiger Folgen als die Menge von Ecken
des Einheitswiirfels I = {z € R*|0 < 2? < 1,i=1,...,n} in R interpretiert
werden. Der Abstand zwischen zwei Ecken entspricht der Anzahl von Vertau-
schungen von Nullen und Einsen, die nétig sind, um die Koordinaten einer
Ecke aus denen einer anderen zu erhalten. Jede derartige Vertauschung steht
fiir einen Gang entlang einer Wiirfelseite. Daher entspricht dieser Abstand
dem kleinsten Weg von einer Ecke zu einer anderen entlang den Seiten des
Wiirfels.

Beispiel 5. Beim Vergleich der Ergebnisse zweier Reihen mit n Messungen
derselben Grofle ist die am hiufigsten benutzte Metrik (9.4) mit p = 2. Der
Abstand zwischen Punkten in dieser Metrik wird {iblicherweise mittlere qua-
dratische Abweichung genannt.

Beispiel 6. Wenn wir in (9.4) zum Grenzwert fiir p — 400 iibergehen, dann
erhalten wir, wie wir leicht sehen kénnen, die folgende Metrik in R”:

- i
d(x1,22) = 11;1%)(” |2} — 23] . (9.5)

Beispiel 7. Die Menge Cla,b] der Funktionen, die auf einem abgeschlossenen
Intervall stetig sind, wird zum metrischen Raum, wenn wir den Abstand zwi-
schen zwei Funktionen f und g zu

d(f.9) = max, | (z) - 9(@) (9.6)

definieren. Die Axiome a) und b) fiir eine Metrik gelten offensichtlich und die
Dreiecksungleichung folgt aus den Ungleichungen

|[f(z) = h(x)] < |f(z) = g(2)| + |9(z) — h(z)| < d(f,9) + d(g,h),

d.h.,

Die Metrik (9.6) — die sogenannte gleichformige oder Tschebyscheff-Metrik
in Cla, b] — wird benutzt, wenn wir eine Funktion durch eine andere (beispiels-
weise ein Polynom) ersetzen wollen, mit der es méglich wird, Funktionswerte
in jedem Punkt z € [a,b] mit einer vorgegebenen Genauigkeit zu berechnen.
Die Grofie d(f, g) charakterisiert die Genauigkeit einer derartigen Ndherungs-
rechnung.

Die Metrik (9.6) bildet die Metrik (9.5) in R™ nach.
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Beispiel 8. Ahnlich wie die Metrik (9.4) kénnen wir in C[a,d] fiir p > 1 die
Metrik

5.9 = ( /b f - o (@) d$>1/p (9.7)

einfiihren.

Aus der Minkowskischen Ungleichung fiir Integrale, die wir, indem wir zum
Grenzwert iibergehen, aus der Minkowskischen Ungleichung fiir Riemannsche
Summen erhalten kénnen, folgt, dass dies tatséchlich fiir p > 1 eine Metrik
ist.

Die folgenden Spezialfille der Metrik (9.7) sind besonders wichtig: p = 1,
die Integralmetrik, p = 2, die Metrik der mittleren quadratischen Abweichung
und p = 400, die gleichférmige Metrik.

Der mit der Metrik (9.7) versehene Raum Cfa,b] wird oft als Cj[a, b] be-
zeichnet. Es ldsst sich zeigen, dass Cla, b] dem Raum Cla, b], versehen mit
der Metrik (9.6), entspricht.

Beispiel 9. Die Metrik (9.7) hiitte auch auf der Menge R[a,b] der auf dem
abgeschlossenen Intervall [a, b] definierten Riemann-integrierbaren Funktionen
eingesetzt werden koénnen. Da das Integral des Betrags der Differenz zweier
Funktionen jedoch verschwinden kann, auch wenn die beiden Funktionen nicht
identisch sind, gilt Axiom a) in diesem Fall nicht. Wir wissen nichtsdestotrotz,
dass das Integral einer nicht negativen Funktion ¢ € R]a, b] genau dann gleich
Null ist, wenn in fast allen Punkten des abgeschlossenen Intervalls [a, b] gilt,
dass p(z) = 0.

Wenn wir daher RJa,b] in Aquivalenzklassen von Funktionen einteilen,
indem wir zwei Funktionen in R]a, b] als dquivalent betrachten, wenn sie sich
in hochstens einer Menge mit Maf§ Null unterscheiden, dann wird durch (9.7)
in der Tat eine Metrik auf der Menge ﬁ[a,b] derartiger Aquivalenzklassen
definiert. Die Menge R[a, b] , versehen mit dieser Metrik, wird durch ﬁp[a, b]
oder manchmal einfach durch R,[a, b] symbolisiert.

Beispiel 10. Auf der Menge C®)[a,b] von Funktionen, die auf [a,b] definiert
sind und stetige Ableitungen bis einschliefilich zur Ordnung k besitzen, kénnen
wir die folgende Metrik definieren:

d(f,g9) = max{My,..., M}, (9.8)

mit
= ) (g) — g® P —
M = max [10(a) g @) . i=0.1....k.
Wenn wir die Tatsache ausnutzen, dass (9.6) eine Metrik ist, ldsst sich einfach
zeigen, dass (9.8) ebenfalls eine Metrik ist.
Angenommen, f sei die Koordinate eines sich bewegenden Punktes, die
wir als Funktion nach der Zeit betrachten. Wenn wir den zuléssigen Bereich,
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in dem sich der Punkt im Zeitintervall [a, b] bewegen kann, einschrinken und
das Teilchen eine bestimmte Geschwindigkeit nicht {iberschreiten darf und wir
zusitzlich eine Gewissheit haben wollen, dass die Beschleunigungen einen be-
stimmten Wert nicht iiberschreiten kénnen, dann ist es nur natiirlich, die Men-

12 " . . . (2)
ge { max |f(@)], max | (@), max |f"(x)]} fiir cine Funktion f € C®)[a, ]

zu betrachten und mit diesen Charakteristika zwei Bewegungen f und g als
nahe beieinander zu betrachten, wenn fiir sie die Grofie (9.8) klein ist.

Diese Beispiele zeigen, dass eine vorgegebene Menge auf verschiedene Ar-
ten mit einer Metrik versehen werden kann. Die Wahl der eingesetzten Metrik
wird iiblicherweise durch die Problemstellung bestimmt. Im Augenblick sind
wir an den allgemeinsten Eigenschaften metrischer Rdume interessiert, den
Eigenschaften, die allen Metriken inhérent sind.

9.1.2 Offene und abgeschlossene Teilmengen metrischer Rdume

Sei (X,d) ein metrischer Raum. Im allgemeinen Fall, wie wir es schon fiir
X = R” in Abschnitt 7.1 getan haben, konnen wir auch das Konzept einer
Kugel mit Zentrum in einem gegebenen Punkt, einer offenen Menge, einer ab-
geschlossenen Menge, einer Umgebung eines Punktes, eines Haufungspunktes
einer Menge u.s.w. einfiihren.

Wir wollen nun diese Konzepte wiederholen, die die Grundlage fiir das
Weitere bilden.

Definition 2. Fiir 6 > 0 und a € X wird die Menge
K(a,6) = {z € X|d(a,z) < 6}

die Kugel mit Zentrum a € X mit Radius § oder die §-Umgebung des Punktes
a genannt.

Diese Bezeichnung ist in einem allgemeinen metrischen Raum iiblich, wir
diirfen sie jedoch nicht mit dem traditionellen Bild identifizieren, das wir aus
dem Raum R® kennen.

Beispiel 11. Die Einheitskugel in Cla,b] mit dem Zentrum in der Funktion,
die auf [a, b] identisch gleich 0 ist, besteht aus den Funktionen, die auf dem ab-
geschlossenen Intervall [a, b] stetig sind und deren Absolutbetréige auf diesem
Intervall kleiner als 1 sind.

Beispiel 12. Sei X das Einheitsquadrat in R?, fiir das wir den Abstand zwi-
schen zwei Punkten als den Abstand zwischen diesen beiden Punkten in R?
definieren. Dann ist X ein metrischer Raum, und das Quadrat X als metri-
scher Raum kann als solches fiir jeden Radius p > v/2/2 als Kugel um sein
Zentrum betrachtet werden.
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Es ist klar, dass wir auf diese Weise Kugeln jeder beliebigen Form konstru-
ieren konnen. Daher sollte der Ausdruck Kugel nicht zu wortlich genommen
werden.

Definition 3. Eine Menge G C X ist im metrischen Raum (X, d) offen, falls
fiir jeden Punkt z € G eine Kugel K (z,d) existiert, so dass K (z,d) C G.

Aus dieser Definition folgt offensichtlich, dass X selbst eine offene Menge in
(X, d) ist. Die leere Menge @ ist ebenfalls offen. Aus denselben Uberlegungen
wie schon beim R" konnen wir beweisen, dass eine Kugel K(a,r) und ihr
AuBeres {z € X |d(a,z) > r} offene Mengen sind. (vgl. die Beispiele 3 und 4
in Abschnitt 7.1).

Definition 4. Eine Menge F' C X ist in (X, d) abgeschlossen, wenn ihr Kom-
plement X \ F' in (X, d) offen ist.

Insbesondere kénnen wir aus dieser Definition folgern, dass die abgeschlos-
sene Kugel B
K(a,r):={z € X|d(a,z) <r}

eine abgeschlossene Menge in einem metrischen Raum (X, d) ist.
Der folgende Satz gilt fiir offene und abgeschlossene Mengen in einem
metrischen Raum (X, d).

Satz 1. a) Die Vereinigung |J G, der Mengen jeder Familie {G,, a € A}
a€cA
offener Mengen Ga in X ist eine offene Menge in X .

b) Die Schnittmenge ﬂ G; einer endlichen Anzahl offener Mengen in X ist

eine offen Menge m X

a’) Die Schnittmenge (| F, der Mengen jeder Familie {F,, a € A} abge-
a€cA
schlossener Mengen F, in X ist eine abgeschlossene Menge in X .

b’) Die Vereinigung U F; einer endlichen Anzahl abgeschlossener Mengen in
X ist eine abgeschlossene Menge in X .
Der Beweis von Satz 1 ist eine wortliche Wiederholung des Beweises des

entsprechenden Satzes fiir offene und abgeschlossene Mengen in R"™. Deswegen
verzichten wir hier darauf (vgl. Satz 1 in Abschnitt 7.1).

Definition 5. Eine offene Menge in X, die den Punkt z € X enthilt, wird
eine Umgebung des Punktes z in X genannt.

Definition 6. Wir sagen, dass ein Punkt z € £ C X

— ein innerer Punkt von E ist, falls eine Umgebung um ihn in E enthalten
ist,

— ein duferer Punkt von FE ist, falls eine Umgebung um ihn im Komplement
von FE in X enthalten ist,



9.1 Metrische Raume 7

— ein Randpunkt von E ist, falls er weder ein innerer noch ein duflerer Punkt
von E ist (d.h., jede Umgebung des Punktes enthélt sowohl einen Punkt
aus E und einen Punkt, der nicht zu E gehort).

Beispiel 13. Alle Punkte einer Kugel K (a, r) sind innere Punkte und die Men-
ge CxK(a,r) = X\ K(a,r) besteht aus den Punkten, die auBBerhalb der Kugel
K(a,r) liegen.

Im R® mit der Standardmetrik d entspricht die Kugelschale S(a,r) =
{z € R"|d(a,z) =r > 0} der Menge der Randpunkte der Kugel K (a,r).

Definition 7. Ein Punkt @ € X ist ein Hdaufungspunkt der Menge E C X,
falls die Menge E N O(a) fiir jede Umgebung O(a) des Punktes unendlich ist.

Definition 8. Die Vereinigung der Menge E mit der Menge aller ihrer
Haufungspunkte wird Abschluss der Menge E in X genannt.

Wie zuvor werden wir den Abschluss einer Menge E C X mit E bezeich-
nen.

Satz 2. Fine Menge F C X ist genau dann in X abgeschlossen, falls sie alle
ihre Haufungspunkte enthiilt.

Somit gilt:
(F ist abgeschlossen in X) <= (F =F in X).

Wir verzichten auf den Beweis, da er nur eine Wiederholung des Beweises
des analogen Satzes fiir den Fall X = R" in Abschnitt 7.1 ist.

9.1.3 Unterrdume eines metrischen Raumes

Sei (X, d) ein metrischer Raum und E eine Teilmenge von X und der Abstand
zwischen zwei Punkte z; und zs in E sei gleich d(z1,z2), d.h. gleich dem
Abstand zwischen den Punkten in X. Dann erhalten wir den metrischen Raum
(E,d), der iiblicherweise Teilraum des urspriinglichen Raumes (X, d) genannt
wird.

Wir kénnen die folgende Definition iibernehmen.

Definition 9. Ein metrischer Raum (X7, d;) ist ein Teilraum des metrischen
Raumes (X,d), falls X1 C X und die Gleichung d;(a,b) = d(a,b) fir jedes
Punktepaar a,b in X; gilt.

! ITn Zusammenhang mit Beispiel 13 vgl. Aufgabe 2 am Ende des Abschnitts.
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Die Kugel Ki(a,r) = {z € Xi|di(a,z) < r} in einem Teilraum (X;,d;)
des metrischen Raumes (X, d) ist offensichtlich die Schnittmenge

Ki(a,r) = X1 N K(a,r)

der Menge X1 C X mit der Kugel K (a,r) in X. Daraus folgt, dass jede offene
Menge in X; die Form
Gi=XinG

besitzt, wobei G eine offene Menge in X ist und dass jede abgeschlossene
Menge F; in X; die Form
F=XiNF

besitzt, wobei F' eine abgeschlossene Menge in X ist.

Aus dem eben Gesagten folgt, dass in einem metrischen Raum die Eigen-
schaft einer Menge, ob sie offen oder abgeschlossen ist, eine relative Eigen-
schaft ist, die vom sie umgebenden Raum abhéngt.

Beispiel 14. Das offene Intervall |z| < 1, y = 0 der 2-Achse in der Ebene R?
mit der Standardmetrik in R? ist ein metrischer Raum (X1,d;), der wie jeder
metrische Raum als Teilmenge von sich selbst abgeschlossen ist, da er alle
Hiufungspunkte in X; enthilt. Gleichzeitig ist er offensichtlich in R? = X
nicht abgeschlossen.

Dasselbe Beispiel zeigt, dass auch Offenheit ein relativer Begriff ist.

Beispiel 15. Die Menge Cla,b] stetiger Funktionen auf dem abgeschlossenen
Intervall [a,b] mit der Metrik (9.7) ist ein Teilraum des metrischen Raumes
Rpla,b]. Wenn wir jedoch die Metrik (9.6) anstelle von (9.7) auf Cla,b] be-
trachten, trifft dies nicht linger zu.

9.1.4 Das direkte Produkt metrischer Riume

Sind (X1,d;1) und (X2, d2) metrische Rdume, konnen wir eine Metrik d auf
dem direkten Produkt X; x X5 einfithren. Die verbreitesten Methoden zur
Einfithrung einer Metrik auf X7 x X5 fiir (z1,22) € X7 x X5 und (2}, 25) €
X1 X XQ sind:

(w1, 72), (@}, 78)) = [ (01,20 + Bz, 1)
oder
d(z1,32), (2}, 2h)) = di (21, ) + do (2, 2h)

oder
d((xlaxQ)a (27’1,2312)) = max {dl(xlaxll)adQ(x?’x'lz)} .

Offensichtlich erhalten wir in allen drei Fillen eine Metrik auf X; x Xs.
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Definition 10. Sind (X1,d;) und (X3, ds) zwei metrische Rdume, dann nen-
nen wir den Raum (X; x X, d), wobei d eine Metrik nach einer der obigen
Methoden auf X; x X5 ist, das direkte Produkt der urspriinglichen metrischen
R&ume.

Beispiel 16. Der Raum R? kann als direktes Produkt zweier Kopien des me-
trischen Raumes R mit Standardmetrik betrachten werden und R* als das
direkte Produkt R? x R' der Rdume R? und R' = R.

9.1.5 Ubungen und Aufgaben

1. a) Erweitern Sie Beispiel 2 und zeigen Sie, dass fiir eine stetige streng konvexe
Funktion f: R — Ry mit f(0) = 0 eine neue Metrik auf dem metrischen Raum

(X, d) eingefiihrt werden kann, indem wir ds(z1, z2) = f(d($1,$2)) setzen.

b) Zeigen Sie, dass fiir jeden metrischen Raum (X,d) eine Metrik d'(z1,z2) =
d(z1,z2)
1+d(zq,22)
als 1 ist.

eingefithrt werden kann, in der der Abstand zwischen Punkten kleiner

2. Sei (X,d) ein metrischer Raum mit der trivialen (diskreten) Metrik aus Bei-
spiel 2 und sei a € X. Wie sehen in diesem Fall die Mengen K(a,1/2), K(a,1),

K(a,1), K(a,1) und K(a,3/2) aus und wie die Mengen {z € X|d(a,z) = 1/2},
{z € X|d(a,z) =1}, K(a,1)\ K(a,1) und K(a,1)\ K(a,1)?

3. a) Stimmt es, dass die Vereinigung jeder Familie abgeschlossener Mengen eine
abgeschlossene Menge ist?
b) Ist jeder Randpunkt einer Menge ein Haufungspunkt dieser Menge?
¢) Stimmt es, dass es in jeder Umgebung eines Randpunktes einer Menge Punkte
gibt, die aulerhalb und innerhalb dieser Menge sind?
d) Zeigen Sie, dass die Menge der Randpunkte jeder Menge eine abgeschlossene
Menge ist.

4. a) Sei (Y,dy) ein Teilraum des metrischen Raumes (X, dx). Zeigen Sie, dass
dann fiir jede offene (bzw. abgeschlossene) Menge Gy (bzw. Fy) in Y eine
offene (bzw. abgeschlossene) Menge Gx (bzw. Fx) in X existiert, so dass Gy =
Yn Gx, (bZW. Fy =Y N Fx).

b) Die in Y offenen Mengen G% und GYy schneiden sich nicht. Zeigen Sie, dass
dann die entsprechenden Mengen G’y und G’y in X so gewihlt werden koénnen,
dass auch sie keine gemeinsamen Punkte haben.

5. Mit einer Metrik d auf einer Menge X konnten wir versuchen, den Abstand
d(A, B) zwischen Mengen A C X und B C X wie folgt zu definieren:

d(A,B) = aeir,lgeBd(a,b) .

a) Geben Sie ein Beispiel fiir einen metrischen Raum und zwei Teilmengen A und
B, die sich nicht schneiden, fiir die aber d(A, B) = 0 gilt.

b) Zeigen Sie, nach Hausdorff, dass auf der Menge abgeschlossener Mengen eines
metrischen Raumes (X,d) eine Hausdorff-Metrik D eingefiihrt werden kann,

wenn wir annehmen, dass fir A C X und B C X gilt:

D(A,B) := max{ sup d(a, B), sup J(A,b)} .
a€A beB
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9.2 Topologische Ridume

Fiir Fragen im Zusammenhang mit dem Konzept des Grenzwertes einer Funk-
tion oder einer Abbildung ist nicht so sehr die Anwesenheit einer bestimmten
Metrik auf dem Raum entscheidend, sondern vielmehr, dass wir definieren
konnen, was eine Umgebung eines Punktes ist. Um uns davon zu iiberzeugen,
miissen wir uns nur daran erinnern, dass der Grenzwert oder die Stetigkeit mit
Hilfe von Umgebungen definiert werden kénnen. Topologische Réume sind die
mathematischen Objekte, auf denen der Ubergang zum Grenzwert und das
Konzept der Stetigkeit in groftmoglicher Allgemeinheit moglich werden.

9.2.1 Grundlegende Definitionen

Definition 1. Wir sagen, dass eine Menge X mit der Struktur eines topologi-
schen Raumes oder einer Topologie versehen ist oder ein topologischer Raum
ist, wenn wir eine Familie 7 von Teilmengen von X (offene Mengen in X
genannt) mit den folgenden Eigenschaften angeben kénnen:

a)@er; X €.

b) VaeA(aer)) = U ma €T,
a€A

n
o(reri=1,...,n)= NnET
i=1

Daher ist ein topologischer Raum ein Paar (X, ), bestehend aus einer
Menge X und einer Familie 7 unterscheidbarer Teilmengen der Menge mit
den Eigenschaften, dass 7 die leere Menge und die gesamte Menge X enthélt,
dass die Vereinigung jeder Anzahl von Mengen von 7 eine Menge von 7 ist
und dass die Schnittmenge jeder endlichen Anzahl von Mengen von 7 eine
Menge von T ist.

Wie wir sehen kénnen, haben wir mit dem Axiomensystem a), b) und ¢) fiir
einen topologischen Raum genau die Eigenschaften offener Mengen postuliert,
die wir fiir den Fall eines metrischen Raumes bereits bewiesen haben. Daher ist
jeder metrische Raum mit der oben gegebenen Definition von offenen Mengen
ein topologischer Raum.

Daher bedeutet die Definition einer Topologie auf X, eine Familie 7 von
Teilmengen von X anzugeben, die die Axiome a), b) und ¢) eines topologischen
Raumes erfiillt.

Die Definition einer Metrik in X definiert, wie wir gesehen haben, automa-
tisch eine Topologie auf X, die durch diese Metrik induziert wird. Wir sollten
jedoch bedenken, dass unterschiedliche Metriken auf X dieselbe Topologie auf
X erzeugen koénnen.

Beispiel 1. Sei X = R* (n > 1). Wir betrachten die Metrik di(z1,z2),
die durch die Gleichung (9.5) in Abschnitt 9.1 definiert ist und die Metrik
ds(z1,2), die durch die Gleichung (9.3) in Abschnitt 9.1 definiert ist.
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Die Ungleichungen
di (w1, 22) < do(w1,22) < V/ndi (21, 22)

implizieren offensichtlich, dass jede Kugel K(a,r), die in einem beliebigen
Punkt a € X zentriert ist und in einer dieser Metriken interpretiert wird, eine
Kugel mit demselben Zentrum enthilt, die in der anderen Metrik interpre-
tiert wird. Daher induzieren diese beiden Metriken, nach der Definition einer
offenen Teilmenge eines metrischen Raumes, dieselbe Topologie auf X.

Fast alle topologischen Riume, die wir in diesem Werk aktiv benutzen
werden, sind metrische Raume. Wir sollten uns jedoch nicht vorstellen, dass
jeder topologische Raum metrisiert werden kann, d.h., mit einer Metrik verse-
hen werden kann, deren offene Mengen dieselben sind wie die offenen Mengen
in der Familie 7, die die Topologie auf X definieren. Die Bedingungen, unter
denen dies moglich ist, bilden den Inhalt der sogenannten Metrisierungssdatze.

Definition 2. Ist (X,7) ein topologischer Raum, dann werden die Mengen
der Familie 7 offene Mengen genannt und ihre Komplemente in X werden
abgeschlossene Mengen des topologischen Raumes (X, 7) genannt.

Eine Topologie 7 auf einer Menge X wird selten dadurch definiert, dass
alle Mengen in der Familie 7 angefiihrt werden. Meistens wird die Familie 7
so definiert, dass wir nur eine gewisse Menge von Teilmengen von X angeben,
aus denen jede Menge der Familie 7 durch Vereinigung und Schnitt erhalten
werden kann. Daher ist die folgende Definition sehr wichtig.

Definition 3. Eine Basis des topologischen Raumes (X, ) (eine offene Basis
oder Basis der Topologie) ist eine Familie B offener Teilmengen von X, so dass
jede offene Menge G € T eine Vereinigung einer Ansammlung von Elementen
der Familie B ist.

Beispiel 2. Ist (X, d) ein metrischer Raum und (X, 7) der entsprechende to-
pologische Raum, dann ist die Menge B = {K(a,r)} aller Kugeln fiir a € X
und r > 0 offensichtlich eine Basis der Topologie 7. Betrachten wir auflerdem
die Familie 8 aller Kugeln mit positiven rationalen Radien r, dann ist auch
diese Familie eine Basis der Topologie.

Daher kénnen wir eine Topologie dadurch definieren, dass wir nur eine
Basis der Topologie angeben. Wie wir an Beispiel 2 erkennen koénnen, kann
ein topologischer Raum viele verschiedene Basen der Topologie besitzen.

Definition 4. Die geringste Méchtigkeit unter allen Basen eines topologi-
schen Raumes wird Gewicht des Raumes genannt.

In der Regel werden wir uns mit topologischen Rdumen beschéftigen, deren
Topologien eine abzihlbare Basis (vgl. jedoch die Aufgaben 4 und 6) erlauben.
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Beispiel 3. Wenn wir die Familie 8 der Kugeln in R* mit allen moglichen ra-
tionalen Radien r = " > 0 mit Zentren in allen moglichen rationalen Punkten
(77?11 ey ZL: ) € R* betrachten, erhalten wir offensichtlich eine abzihlbare Ba-
sis fiir die Standardtopologie von R¥. Es ist nicht schwer zu zeigen, dass es
unmdoglich ist, die Standardtopologie in R* durch eine endliche Familie offe-
ner Mengen zu definieren. Daher besitzt der {ibliche topologische Raum R

abzahlbares Gewicht.

Definition 5. Eine Umgebung eines Punktes eines topologischen Raumes
(X, 7) ist eine offene Menge, die diesen Punkt enthilt.

Ist eine Topologie 7 auf X definiert, so ist klar, dass fiir jeden Punkt die
Familie seiner Umgebungen definiert ist.

Es ist auBlerdem klar, dass die Familie aller Umgebungen aller moglichen
Punkte eines topologischen Raumes als Basis fiir die Topologie dieses Raumes
dienen kann. Daher kénnen wir eine Topologie auf X einfithren, indem wir
die Umgebungen der Punkte von X beschreiben. Diese Art der Definition der
Topologie auf X wurde urspriinglich bei der Definition eines topologischen
Raumes benutzt?. Beachten Sie, dass wir die Topologie in einem metrischen
Raum im Wesentlichen dadurch eingefiihrt haben, dass wir sagten, was eine
0-Umgebung eines Punktes ist. Wir wollen ein weiteres Beispiel geben.

Beispiel 4. Wir betrachten die Menge C(R, R) reeller stetiger Funktionen, die
auf der gesamten reellen Geraden definiert sind. Wir benutzen diese Menge
als Ausgangsbasis fiir die Konstruktion einer neuen Menge — der Menge der
Keime stetiger Funktionen. Wir werden zwei Funktionen f,g € C(R,R) als
dquivalent im Punkt a € R betrachten, wenn es eine Umgebung U(a) dieses
Punktes gibt, so dass Vo € U(a) (f(z) = g(z)). Die eben eingefiihrte Rela-
tion ist tatsichlich eine Aquivalenzrelation (sie ist reflexiv, symmetrisch und
transitiv). Eine Aquivalenzklasse stetiger Funktionen im Punkt a € R wird
Keim stetiger Funktionen in diesem Punkt genannt. Ist f eine der Funktionen,
die den Keim im Punkt a erzeugen, werden wir den Keim als solches durch
fa symbolisieren. Wir wollen nun eine Umgebung eines Keims definieren. Sei
U(a) eine Umgebung des Punktes a und f eine Funktion, die auf U (a) definiert
ist und den Keim f, in a erzeugt. Dieselbe Funktion erzeugt ihren Keim f, in
jedem Punkt z € U(a). Die Menge { f, } aller Keime zu den Punkten = € U(a)
wird Umgebung des Keims f, genannt. Wenn wir die Menge derartiger Um-
gebungen aller Keime als Basis einer Topologie herausgreifen, verwandeln wir
die Menge von Keimen stetiger Funktionen in einen topologischen Raum. Da-
bei ist bemerkenswert, dass in dem sich ergebenden topologischen Raum zwei

% Die Konzepte eines metrischen Raumes und eines topologischen Raumes wurden
zu Beginn des zwanzigsten Jahrhunderts explizit formuliert. Der franzésische Ma-
thematiker M. Fréchet (1878-1973) fiihrte 1906 das Konzept eines metrischen
Raumes ein und der deutsche Mathematiker F. Hausdorff (1868-1942) definierte
1914 einen topologischen Raum.
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verschiedene Punkte (Keime) f, und g, keine disjunkten Umgebungen haben
diirfen (s. Abb. 9.1).

Definition 6. Ein topologischer Raum ist ein Hausdorff-Raum, wenn das
Hausdorff-Aziom in ihm gilt: Je zwei unterschiedliche Punkte des Raumes
besitzen Umgebungen, die sich nicht schneiden.

Beispiel 5. Jeder metrische Raum ist offensichtlich ein Hausdorff-Raum, da
fiir je zwei Punkte a,b € X mit d(a,b) > 0 ihre kugelférmigen Umgebungen
K (a, 3d(a,b)) und K (b, }d(a,b)) keine gemeinsamen Punkte haben.

Gleichzeitig, wie aus Beispiel 4 ersichtlich, gibt es topologische Rdume, die
keine Hausdorff-Rdume sind. Das vielleicht einfachste Beispiel dafiir ist der
topologische Raum (X, 7) mit der trivialen Topologie 7 = {@&, X}. Wenn X
zumindest zwei unterschiedliche Punkte enthélt, dann ist (X, 7) offensichtlich
kein Hausdorff-Raum. Auflerdem ist das Komplement X \ & eines Punktes in
diesem Raum keine offene Menge.

Wir arbeiten ausschliefllich mit Hausdorff-Riumen.

Definition 7. Eine Menge F C X ist in einem topologischen Raum (X, )
(tiberall) dicht, falls fiir jeden Punkt 2 € X und jede Umgebung U(z) die
Schnittmenge E N U(X) nicht leer ist.

Beispiel 6. Die Menge Q der rationalen Zahlen ist in der Standarddopologie in
R iiberall dicht. Ahnlicherweise ist auch die Menge Q™ der rationalen Punkte
in R” dicht in R™.

Wie konnen zeigen, dass in jedem topologischen Raum eine iiberall dich-
te Menge existiert, deren Miachtigkeit nicht grofier ist als das Gewicht des
topologischen Raumes.

Definition 8. Ein metrischer Raum mit einer abzdhlbaren dichten Menge

wird separierbarer Raum genannt.

Beispiel 7. Der metrische Raum (R", d) ist in jeder der Standardmetriken ein
separierbarer Raum, da Q" in ihm dicht ist.
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Beispiel 8. Der metrische Raum (C([0,1],R), d) mit der durch (9.6) definier-
ten Metrik ist ebenfalls separierbar. Aus der gleichméfBigen Stetigkeit der
Funktionen f € C ([0, 1],R) folgt namlich, dass der Graph jeder derartigen
Funktion so genau wie gewiinscht durch einen Polygonzug angenshert werden
kann, der aus einer endlichen Anzahl von Segmenten besteht, deren Knoten
rationale Koordinaten haben. Die Menge derartiger Polygonziige ist abz&ihl-
bar.

Wir werden uns hauptséchlich mit separierbaren Rdumen beschiéftigen.

Die Definition einer Umgebung eines Punktes in einem topologischen
Raum ist wortlich identisch mit der Definition einer Umgebung eines Punktes
in einem metrischen Raum. Wir wollen nun anmerken, dass daher auch die
Konzepte eines inneren Punktes, eines duferen Punktes, eines Randpunktes
und eines Hdufungspunktes einer Menge wie auch das Konzept des Abschlus-
ses einer Menge, die alle nur auf dem Konzept einer Umgebung beruhen,
ohne Verdnderungen fiir beliebige topologische Rdume {ibernommen werden
konnen.

Wir kénnen am Beweis von Satz 2 in Abschnitt 7.1 aulerdem erkennen,
dass eine Menge in einem Hausdorff-Raum genau dann abgeschlossen ist, wenn
sie alle ihre Haufungspunkte enthalt.

9.2.2 Teilrdume von topologischen Riumen

Sei (X, 7x) ein topologischer Raum und Y eine Teilmenge von X. Die To-
pologie 7x ermdglicht uns, die folgende Topologie in Y zu definieren, die als
induzierte oder relative Topologie auf Y C X bezeichnet wird.

Wir definieren eine offene Menge in Y als eine Menge Gy der Form Gy =
Y N Gx, wobei Gx eine offene Menge in X ist.

Es ist nicht schwer zu zeigen, dass die Familie 7y von derartig definierten
Teilmengen von Y die Axiome fiir offene Mengen in einem topologischen Raum
erfiillt.

Wie wir erkennen kénnen, stimmt die Definition von offenen Mengen Gy
in Y mit derjenigen iiberein, die wir in Absatz 9.1.3 fiir den Fall erhalten
haben, dass Y ein Teilraum eines metrischen Raumes X ist.

Definition 9. Eine Teilmenge ¥ C X eines topologischen Raumes (X, 7x)
mit der auf Y induzierten Topologie 7y wird ein Teilraum des topologischen
Raumes X genannt.

Es ist klar, dass eine Menge, die in (Y, 7v) offen ist, nicht notwendigerweise
in (X, 7x) offen ist.

9.2.3 Das direkte Produkt topologischer Rdume

Sind (X1, 71 ) und (X3, 72) zwei topologische Rdume mit Familien offener Men-
gen 71 = {G1} und 7 = {G2}, dann kénnen wir eine Topologie auf X; x X»
einfithren, indem wir die Mengen der Form G; x G als Basis wihlen.
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Definition 10. Der topologische Raum (X; x Xo, 7 X 72), dessen Topologie
die Basis besitzt, die aus Mengen der Form G; X G5 besteht, wobei G; eine
offene Menge im topologischen Raum (X;,7;), i = 1,2 ist, wird als das direkte
Produkt der topologischen Rdume (X7, 71) und (X»,72) bezeichnet.

Beispiel 9. Wenn wir R = R' und R? mit ihren Standardtopologien betrach-
ten, dann ist, wie wir sehen kénnen, R? das direkte Produkt R' x R'. Denn
wir kénnen jede offene Menge in R? beispielsweise als Vereinigung von ,,qua-
dratischen“ Umgebungen aller ihrer Punkte erhalten. Und Quadrate (deren
Seiten zu den Achsen parallel sind) sind die Produkte offener Intervalle, die
in R offene Mengen sind.

Wir wollen festhalten, dass die Mengen G x G, mit G; € 7, und G5 € 75
nur eine Basis fiir die Topologie bilden und nicht alle offenen Mengen im
direkten Produkt topologischer Mengen sind.

9.2.4 Ubungen und Aufgaben

1. Zeigen Sie, dass dann, wenn (X, d) ein metrischer Raum ist, (X, lj_d) auch ein

metrischer Raum ist und dass die Metriken d und li d

induzieren. (vgl. auch Aufgabe 1 im vorigen Abschnitt).

dieselbe Topologie auf X

2. a) In der Menge N der natiirlichen Zahlen definieren wir eine Umgebung der
Zahl n € N als eine arithmetische Progression mit Differenz d teilerfremd zu n.
Ist der sich ergebende topologische Raum ein Hausdorff-Raum?
b) Welche Topologie besitzt N, wenn wir N als Teilmenge der Menge R der reellen
Zahlen mit der Standardtopologie betrachten?
c¢) Beschreiben Sie alle offenen Teilmengen von R.

3. Sind zwei Topologien 71 und 7» auf derselben Menge definiert, dann sagen wir,
dass 7> feiner als 71 ist, wenn 7 C 72, d.h., 7> enthélt alle Mengen in 71 und einige
zusitzliche offene Mengen, die nicht in 71 enthalten sind.

a) Sind die zwei Topologien auf N, die wir in der vorigen Aufgabe betrachtet haben,
vergleichbar?

b) Wenn wir eine Metrik auf der Menge C]0, 1] der stetigen Funktionen mit reel-
len Werten auf dem abgeschlossenen Intervall [0,1] einmal durch (9.6) in Ab-
schnitt 9.1 einfithren und dann durch (9.7) im selben Abschnitt, entstehen so
im Allgemeinen zwei Topologien auf C[a,b]. Sind diese vergleichbar?

4. a) Zeigen Sie im Detail, dass der Raum der Keime stetiger Funktionen, der in
Beispiel 4 definiert wurde, kein Hausdorff-Raum ist.
b) Erkldren Sie, warum dieser topologische Raum nicht mit einer Metrik versehen
werden kann.
¢) Welches Gewicht besitzt dieser Raum?

5. a) Formulieren Sie die Axiome fiir einen topologischen Raum mit Hilfe abge-
schlossener Mengen.
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b) Beweisen Sie, dass der Abschluss des Abschlusses einer Menge dem Abschluss
der Menge entspricht.

c) Beweisen Sie, dass der Rand jeder Menge eine abgeschlossene Menge ist.

d) Sei F abgeschlossen und G offen in (X, 7). Zeigen Sie, dass die Menge G \ F in
(X, 1) offen ist.

e) Sei (Y, 7y ) ein Unterraum des topologischen Raumes (X, 7x ), und die Menge E
sei so, dass E CY C X und E € 7x. Zeigen Sie, dass dann E € 7y.

6. Ein topologischer Raum (X, 7), in dem jeder Punkt eine abgeschlossene Menge ist,
wird ein topologischer Raum im strengen Sinne oder ein 7i-Raum genannt. Beweisen
Sie die folgenden Aussagen.
a) Jeder Hausdorff-Raum ist ein 7;-Raum (zur Unterscheidung und wegen dieser
Inklusion werden Hausdorff-R#ume manchmal auch m»-Riume genannt).
b) Nicht jeder 7i-Raum ist ein 72-Raum. (vgl. Beispiel 4).
c) Der Raum X = {a, b} mit den beiden Elementen {&, X} ist kein 7;-Raum.
d) In einem 7i-Raum ist eine Menge F' genau dann abgeschlossen, wenn sie alle
ihre Haufungspunkte enthalt.

7. a) Beweisen Sie, dass in jedem topologischen Raum eine iiberall dichte Menge
existiert, deren Machtigkeit nicht grofier ist als das Gewicht des Raumes.

b) Beweisen Sie, dass die folgenden metrischen Riume separierbar sind: Cla, ],
C™la,b], Rila,b], Ry[a,b] (fiir die Formeln der entsprechenden Metriken s.
Abschnitt 9.1.)

¢) In Relation (9.6) in Abschnitt 9.1 werde max durch sup ersetzt und dann auf der
Menge aller beschrinkten reellwertigen Funktionen, die auf dem abgeschlossenen
Intervall [a,b] definiert sind, als Metrik betrachtet. Beweisen Sie, dass wir so
einen nicht separierbaren metrischen Raum erhalten.

9.3 Kompakte Mengen

9.3.1 Definition und allgemeine Eigenschaften kompakter Mengen

Definition 1. Eine Menge K in einem topologischen Raum (X, 7) heif}t kom-
pakt (oder quasikompakt®), falls sich aus jeder Uberdeckung von K durch of-
fene Mengen in X eine endliche Anzahl von Mengen auswihlen lisst, die K
iiberdecken.

Beispiel 1. Ein Intervall [a,b] der Menge R der reellen Zahlen mit der Stan-
dardtopologie ist eine kompakte Menge, wie unmittelbar aus dem Lemma
in Absatz 2.1.3 folgt, das sicherstellt, dass sich aus jeder Uberdeckung eines
abgeschlossenen Intervalls durch offene Intervalle eine endliche Uberdeckung
herausgreifen lasst.

Im Allgemeinen ist ein m-dimensionales abgeschlossenes Intervall I™ =
{r € R™|a' <" < b i=1,...,m}in R™ eine kompakte Menge, wie wir in
Absatz 7.1.3 formuliert haben.
3 Der in Definition 1 eingefiihrte Begriff einer kompakten Menge wird in einer To-

pologie manchmal zur Unterscheidung von einer zusétzlich Hausdorffschen Menge
auch quasikompakt genannt.
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Es wurde auerdem in Absatz 7.1.3 bewiesen, das eine Teilmenge von R™
genau dann kompakt ist, wenn sie abgeschlossen und beschrankt ist.

Im Unterschied zu den relativen Eigenschaften offener und abgeschlossener
Mengen, ist die Eigenschaft der Kompaktheit absolut in dem Sinne, dass sie
vom jeweiligen Raum unabhéngig ist. Um genauer zu sein, so gilt der folgende
Satz.

Satz 1. Fine Teilmenge K eines topologischen Raumes (X, T) ist genau dann
eine kompakte Teilmenge von X, falls K als Teilmenge von sich selbst mit der
durch (X, 1) induzierten Topologie kompakt ist.

Beweis. Dieser Satz folgt aus der Definition der Kompaktheit und der Tat-
sache, dass jede Menge G, die in K offen ist, als Schnittmenge von K und
einer Menge Gx, die in X offen ist, erhalten werden kann. O

Sind also (X, 7x) und (Y, 7y) zwei topologische Ridume, die dieselbe To-
pologie auf K C X NY induzieren, dann ist K entweder kompakt in sowohl
X als auch Y oder in beiden Rdumen nicht kompakt.

Beispiel 2. Sei d die Standardmetrik auf R und I = {z € R|0 < 2 < 1} das
Einheitsintervall in R. Der metrische Raum (I, d) ist abgeschlossen (in sich)
und beschrankt. Er ist aber keine kompakte Menge, da er beispielsweise keine
kompakte Teilmenge von R ist.

Wir formulieren nun die wichtigsten Eigenschaften kompakter Mengen.

Lemma 1. (Kompakte Mengen sind abgeschlossen). Ist K eine kompakte
Menge in einem Hausdorff-Raum (X, 7), dann ist K eine abgeschlossene Teil-
menge von X .

Beweis. Nach den Kriterien fiir eine abgeschlossene Menge geniigt es zu zei-
gen, dass jeder Haufungspunkt zg € K von K zu K gehort.

Angenommen, zg ¢ K. Zu jedem Punkt z € K konstruieren wir eine offene
Umgebung G(z), so dass zg eine Umgebung besitzt, die von G(z) disjunkt
ist. Die Menge G(z), z € K aller derartiger Umgebungen bildet eine offene
Uberdeckung von K, aus der wir eine endliche Uberdeckung G (1), .., G(,)
auswéhlen koénnen. Ist nun O;(zg) eine Umgebung von zg, so dass G(z;) N

O;(xo) = &, dann ist die Menge O(x) = () O;(x) ebenfalls eine Umgebung
i=1

von zo und G(z;) N O(z9) = @ fiir alle i = 1,...,n. Dies bedeutet aber, dass

K N O(zg) = @, und dann kann =z kein Haufungspunkt von K sein. O

Lemma 2. (Geschachtelte kompakte Mengen.) Sei K1 D Ky D --- D K, D

- eine geschachtelte Folge nicht leerer kompakter Mengen. Dann ist die

(o ]
Schnittmenge (| K; nicht leer.
=1

1=
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Beweis. Nach Lemma 1 sind die Mengen G; = Ky \ K;, i = 1,...,n,...
o0

in K; offen. Ist die Schnittmenge () K; leer, dann bildet die Folge G; C
i=1

Gy Cc ---C G, C --- eine Uberdeckung von K;. Wenn wir daraus eine
endliche Uberdeckung auswihlen, dann erkennen wir, dass ein Element G,
der Folge eine Uberdeckung von K; bildet. Nach der Annahme ist jedoch
K., = Ky \ Gy, # 2. Mit diesem Widerspruch ist der Beweis von Lemma 2
abgeschlossen. O

Lemma 3. (Abgeschlossene Teilmengen kompakter Mengen.) Eine abge-
schlossene Teilmenge F' einer kompakten Menge K ist selbst kompakt.

Beweis. Sei {Gq, a € A} eine offene Uberdeckung von F. Wenn wir zu diesen
Mengen die offen Menge G' = K \ F hinzufiigen, erhalten wir eine offene Uber-
deckung der ganzen kompakten Menge K. Aus dieser Uberdeckung kénnen
wir eine endliche Uberdeckung von K herausgreifen. Da G N F = @, folgt,
dass die Menge {Gq, o € A} eine endliche Uberdeckung von F' enthilt. O

9.3.2 Metrische kompakte Mengen

Wir werden unten einige Eigenschaften metrischer kompakter Mengen anfiih-
ren, d.h. von metrischen Rdumen, die bzgl. einer durch die Metrik induzierten
Topologie kompakte Mengen sind.

Definition 2. Die Menge E C X wird ein e-Gitter im metrischen Raum
(X,d) genannt, falls fiir jeden Punkt z € X ein Punkt e € E existiert, so dass
d(e,z) < e.

Lemma 4. (Endliche e-Gitter.) Ist ein metrischer Raum (K,d) kompakt,
dann existiert fiir jedes € > 0 ein endliches e-Gitter in K.

Beweis. Wir wihlen zu jedem Punkt z € K eine offene Kugel K(z,¢). Die-
se Kugeln bilden eine offene Uberdeckung von K, aus der wir eine endliche
Uberdeckung K (z1,¢€), ..., K (2, ) herausgreifen. Die Punkte 1, ..., z, bil-
den offensichtlich das gesuchte e-Gitter. O

Neben Argumenten, die die Auswahl einer endlichen Uberdeckung betreffen,
finden wir in der Analysis oft Argumente, in denen eine konvergente Teilfolge
aus einer beliebigen Folge herausgegriffen wird. Dabei gilt der folgende Satz:

Satz 2. (Kriterium fiir die Kompaktheit in einem metrischen Raum.) Ein
metrischer Raum (K,d) ist genau dann kompakt, wenn wir aus jeder Folge
threr Punkte eine Teilfolge auswdihlen konnen, die gegen einen Punkt von K
konvergiert.
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Die Konvergenz der Folge {z,,} gegen einen Punkt a € K bedeutet wie zuvor,
dass zu jeder Umgebung U(a) des Punktes a € K ein Index N € N existiert,
so dass z,, € U(a) fir n > N.

Wir werden das Konzept eines Grenzwertes unten in Abschnitt 9.6 detail-
lierter untersuchen.

Wir schicken dem Beweis von Satz 2 zwei Lemmata voraus.

Lemma 5. Ist ein metrischer Raum (K,d) derart, dass sich aus jeder Folge
ihrer Punkte eine in K konvergente Teilfolge auswdhlen lisst, dann existiert
zu jedem € > 0 ein endliches e-Gitter.

Beweis. Gibe es kein endliches g¢-Gitter fiir ein g > 0, konnten wir eine
Folge {z,} von Punkten in K konstruieren, so dass d(z,,z;) > &g fiir alle
n € Nund alle i € {1,...,n — 1}. Es ist offensichtlich unméglich, aus dieser
Folge eine konvergente Teilfolge auszuwahlen. O

Lemma 6. Ist ein metrischer Raum (K, d) derart, dass aus jeder Folge ihrer
Punkte eine Teilfolge ausgewdhlt werden kann, die in K konvergiert, dann
besitzt jede geschachtelte Folge micht leerer abgeschlossener Teilmengen des
Raumes eine nicht leere Schnittmenge.

Beweis. Ist Fy D --- D F, D --- die Folge der abgeschlossenen Mengen,
dann erhalten wir, wenn wir einen Punkt aus jeder Menge wéhlen, eine Folge
Z1,...,Zn,...,aus der wir eine konvergente Teilfolge {z,, } auswiihlen kénnen.
Der Grenzwert a € K dieser Folge gehort nach dieser Konstruktion notwen-
digerweise zu jeder der abgeschlossenen Mengen F;, ¢ € N. O

Wir sind nun in der Lage Satz 2 zu beweisen.

Beweis. Sei (K,d) kompakt und {z,} eine Folge von Punkten in der Menge.
Zunichst wollen wir zeigen, dass wir aus dieser Folge eine Teilfolge auswihlen
kénnen, die gegen einen Punkt in K konvergiert. Besitzt die Folge {z,} nur
eine endliche Anzahl von unterschiedlichen Werten, dann ist die Behauptung
offensichtlich. Daher nehmen wir an, dass die Folge {z,} unendlich viele
verschiedene Werte annimmt. Fiir e; = 1/1 konstruieren wir ein endliches
1-Gitter und wahlen eine abgeschlossene Kugel K (a1,1), die eine unendliche
Anzahl von Gliedern der Folge enthilt. Nach Lemma 3 ist die Kugel K (a1,1)
selbst wieder eine kompakte Menge, in der ein endliches €5 = 1/2-Gitter und
eine Kugel K (a2,1/2) existieren, die unendlich viele Elemente der Folge ent-
halten. Auf diese Weise bilden wir eine geschachtelte Folge von kompakten
Mengen K(ai,1) D K(a2,1/2) D --- D K(ap,1/n) D ---, die nach Lemma 2
einen gemeinsamen Punkt a € K besitzt. Indem wir einen Punkt z,, in der
Kugel K(ay,1), dann einen Punkt z,, in K(az,1/2) mit ny > n; wihlen
und so weiter, gelangen wir zu einer Folge {z,,}, die nach dieser Konstruktion
gegen a konvergiert.

Wir wollen nun den Umkehrschluss beweisen, d.h., wir zeigen, dass dann,
wenn wir aus jeder Folge {z,} von Punkten des metrischen Raumes (K, d)
eine in K konvergierende Teilfolge auswihlen konnen, (K, d) kompakt ist.
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Konnen wir niimlich aus einer offenen Uberdeckung {G,, @ € A} des
Raumes (K, d) keine endliche Uberdeckung auswihlen, dann konstruieren wir
nach Lemma 5 ein endliches 1-Gitter in K und finden so eine abgeschlossene
Kugel K(ay,1), die ebenfalls nicht durch eine endliche Anzahl von Mengen
der Familie {G,, a € A} iiberdeckt werden kann.

Nun konnen wir die Kugeln K (a1,1) als Ausgangsmenge betrachten und
durch Konstruktion eines endlichen 1/2-Gitters in ihr eine Kugel K (as,1/2)
finden, die keine Uberdeckung durch eine endliche Anzahl von Mengen der
Familie {G,, a € A} zulisst.

Die sich daraus ergebende Folge abgeschlossener Mengen K (a1,1) D
K(as,1/2) D --- D K(an,1/n) D --- besitzt nach Lemma 6 einen gemeinsa-
men Punkt @ € K und nach unserer Konstruktion existiert nur ein derartiger
Punkt. Dieser Punkt wird von einer Menge G, der Familie {iberdeckt. Da
G, offen ist, miissen fiir geniigend grofie Werte von n alle Mengen K(an, 1 /n)
in G, enthalten sein. Dieser Widerspruch beendet den Beweis des Satzes. O

9.3.3 Ubungen und Aufgaben

1. Eine Teilmenge eines metrischen Raumes ist vollstindig beschrinkt, wenn sie fiir
jedes € > 0 ein endliches € — Gitter besitzt.

a) Beweisen Sie, dass vollstindige Beschrianktheit davon unabhingig ist, ob das
Gitter von Punkten der Menge gebildet wird oder von Punkten des umgebenden
Raumes.

b) Zeigen Sie, dass eine Teilmenge eines metrischen Raumes genau dann kompakt
ist, wenn sie vollstdndig beschréankt und abgeschlossen ist.

c) Zeigen Sie an einem Beispiel, dass eine abgeschlossene beschrinkte Teilmenge
eines metrischen Raumes nicht immer vollstandig beschrinkt ist und daher nicht
immer kompakt.

2. Eine Teilmenge eines topologischen Raumes ist relativ kompakt, wenn ihr Ab-
schluss kompakt ist.
Geben Sie Beispiele fiir relativ kompakte Teilmengen des R™.

3. Ein topologischer Raum ist lokal kompakt, wenn jeder Punkt des Raumes eine
relativ kompakte Umgebung besitzt.

Geben Sie Beispiele fiir lokal kompakte topologische Rdume, die nicht kompakt
sind.

4. Zeigen Sie, dass zu jedem lokal kompakten aber nicht kompakten topologischen
Raum (X, 7x) ein kompakter topologischer Raum (Y, 7y) existiert, so dass X C Y,
Y \ X aus einem einzigen Punkt besteht und der Raum (X, 7x) ein Teilraum des
Raumes (Y, 7v) ist.

9.4 Zusammenhingende topologische Riume

Definition 1. Ein topologischer Raum (X, 7) ist zusammenhdingend, wenn er
keine offen-abgeschlossenen Mengen, aufler X selbst und der leeren Menge
enthilt.



9.4 Zusammenhéngende topologische Raume 21

Diese Definition wird anschaulicher und verstidndlicher, wenn wir sie fol-
gendermaflen neu formulieren:

Ein topologischer Raum ist genau dann zusammenhéngend, wenn er sich
nicht als Vereinigung zweier disjunkter, nicht leerer abgeschlossener Mengen
(oder zwei disjunkter, nicht leerer offenen Mengen) schreiben lisst.

Definition 2. Eine Menge E in einem topologischen Raum (X, 7) ist zusam-
menhingend, wenn sie als topologischer Teilraum von (X, 7) (mit der indu-
zierten Topologie) zusammenhiingend ist.

Aus dieser Definition und Definition 1 folgt, dass die Eigenschaft einer
Menge, ndmlich ob sie zusammenhéingend ist oder nicht, vom sie umgeben-
den Raum unabhingig ist. Genauer gesagt, so ist E sowohl in X als auch YV
zusammenhéngend oder nicht, wenn (X, 7x) und (Y, 7v) topologische Riume
sind, die E enthalten und dieselbe Topologie auf E induzieren.

Beispiel 1. Sei E = {z € Rz # 0}. Die Menge E_ = {z € E|x < 0} ist nicht
leer, ungleich F und offen-abgeschlossen in F (wie auch E; = {z € Rjz > 0}),
wenn wir E als topologischen Raum mit der Standardtopologie, die durch die
Standardtopologie in R induziert wird, betrachten. Daher ist E, wie uns auch
unsere Anschauung sagt, nicht zusammenhingend.

Satz. (Zusammenhingende Teilrdume in R.) Eine nicht leere Menge E C R
ist genau dann zusammenhdngend, wenn zu jedem x und z in E aus den
Ungleichungen x <y < z folgt, dass y € E.

Daher sind Intervalle (endliche oder unendliche) die einzigen zusam-
menhingenden Teilmengen auf der Geraden; offene, halb offene und abge-
schlossene.

Beweis. Notwendig. Sei E eine zusammenhingende Teilmenge von R und
sei das Punktetripel a, b und ¢ derart, dass a € E, b € E, aber ¢ ¢ E, obwohl
a<c<b Wenn wir A ={z € E|lz < c} und B = {z € E|z > ¢} setzen,
konnen wir erkennen, dass a € A und b € B, d.h., A # @ und B # @ mit
AN B = @. Aulerdem ist £ = AU B und beide Mengen A und B sind in E
offen. Dies ist ein Widerspruch dazu, dass E zusammenhingend ist.

Hinreichend. Sei F ein Teilraum von R mit der Eigenschaft, dass jeder
Punkt auf dem abgeschlossenen Intervall [a, b] zwischen jedem Punktepaar a
und b in der Menge auch zu E gehort. Wir werden zeigen, dass E zusam-
menhéngend ist.

Angenommen, A sei eine offen-abgeschlossene Teilmenge von E mit A # &
und B = E\ A # &. Sei a € A und b € B. Der Einfachheit halber nehmen
wir an, dass a < b. (Offensichtlich ist a # b, da AN B = @.) Wir betrachten
den Punkt ¢; =sup{AnNfa,b]}. Da Asa<c <beB,gilte; € E.Da Ain
E abgeschlossen ist, konnen wir folgern, dass ¢; € A.

Nun betrachten wir den Punkt ¢» = inf{BN[c1, b]} und folgern auf §hnliche
Weise, da B abgeschlossen ist, dass ¢co € B. Daher ist a < ¢; < ¢3 < b, da
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c1 € A, co € Bund AN B = @. Nun folgt aber aus der Definition von ¢; und
¢o und der Gleichung E = AU B, dass kein Punkt des offenen Intervalls Jc;, ¢o[
zu E gehoren kann. Dies ist ein Widerspruch zur vorausgesetzten Eigenschaft
von E. Daher kann die Menge E keine Teilmenge A mit diesen Eigenschaften
besitzen, womit bewiesen ist, dass £ zusammenhingend ist. O

9.4.1 Ubungen und Aufgaben

1. a) Zeigen Sie, dass B = X \ A eine gleichzeitig offen-abgeschlossene Teilmenge
von (X, 7) ist, wenn A eine derartige Menge ist.

b) Zeigen Sie, dass wir mit Hilfe des umgebenden Raumes die Eigenschaft des Zu-
sammenhangs einer Menge auch folgendermafien formulieren kénnen: Eine Teil-
menge E eines topologischen Raumes (X, T) ist genau dann zusammenhingend,
wenn es kein Paar offener (oder abgeschlossener) Teilmengen G'sx und G’ gibt,
die disjunkt sind und derart, dass ENG'y # @, ENG% # @ und E C G'x UG%.

2. Zeigen Sie:

a) Die Vereinigung zusammenhingender Teilrdume mit einem gemeinsamen Punkt
ist zusammenhéngend.

b) Die Schnittmenge zusammenhingender Teilriume ist nicht immer zusam-
menhéngend.

c¢) Der Abschluss eines zusammenhiingenden Teilraumes ist zusammenhéngend.

3. Wir konnen die Gruppe GL(n) nicht singuldrer n X n-Matrizen mit reellen Ele-

menten als offene Teilmenge im Produktraum R™’ betrachten, wenn wir jedes Ele-
ment der Matrix mit einer Kopie der Menge R der reellen Zahlen assoziieren. Ist der
Raum GL(n) zusammenhingend?

4. Ein topologischer Raum ist lokal zusammenhdngend, wenn jeder ihrer Punkte eine
zusammenh#ngende Umgebung besitzt.

a) Zeigen Sie, dass ein lokal zusammenhingender Raum nicht zusammenhingend
sein kann.

b) Die Menge E in R? besteht aus dem Graphen der Funktion z — sin ! (fiir z # 0)
plus dem abgeschlossenen Intervall {(z,y) € R?*| z = 0A|y| < 1} auf der y-Achse.
Die Menge FE ist mit der durch den R? induzierten Topologie versehen. Zeigen
Sie, dass der sich daraus ergebende topologische Raum zusammenh&ngend ist,

aber nicht lokal zusammenh&ngend.

5. In Absatz 7.2.2 haben wir eine zusammenhingende Teilmenge von R™ als eine
Menge E C R" definiert, in der je zwei Punkte durch einen Weg verbunden werden
koénnen, dessen Spur in E liegt. Im Unterschied zu der Definition des topologischen
Zusammenhangs, die wir in diesem Abschnitt eingefiihrt haben, wird das in Kapitel
7 eingefiihrte Konzept iiblicherweise wegweiser Zusammenhang oder bogenweiser
Zusammenhang genannt. Zeigen Sie:

a) Eine wegweise zusammenhiingende Teilmenge in R" ist zusammenh&ngend.

b) Nicht jede zusammenhingende Teilmenge in R™ mit n > 1 ist wegweise zusam-
menhéngend (vgl. Aufgabe 4).

c) Jede zusammenhingende offen Teilmenge in R™ ist wegweise zusammenhingend.



9.5 Vollstdndige metrische Rdume 23

9.5 Vollstidndige metrische Raume

In diesem Abschnitt werden wir nur metrische Rdume untersuchen; genau-
er gesagt eine Klasse derartiger Rdume, die in verschiedenen Gebieten der
Analysis eine wichtige Rolle spielen.

9.5.1 Grundlegende Definitionen und Beispiele

In Analogie zu dem, was wir bereits von unseren Untersuchungen des Raumes
R"™ wissen, fiihren wir die Begriffe Cauchy-Folge (fundamentale Folge) und
konvergente Folge von Punkten eines beliebigen metrischen Raumes ein.

Definition 1. Eine Folge {z,; n € N} von Punkten eines metrischen Raumes
(X,d) ist eine Cauchy-Folge oder eine fundamentale Folge, wenn fiir jedes
e >0ein N € N existiert, so dass d(x,, z,) < ¢ fiir alle Indizes m,n € N, die
grofer als N sind.

Definition 2. Eine Folge {z,; n € N} von Punkten eines metrischen Raumes
(X, d) konvergiert gegen den Punkt a € X und a ist ihr Grenzwert, falls
lim d(a,zy,) = 0.
n— 00

Eine Folge, die einen Grenzwert besitzt, wird wie schon zuvor konvergent
genannt.

Wir geben nun die grundlegende Definition:

Definition 3. Ein metrischer Raum (X, d) ist vollstindig, falls jede Cauchy-
Folge ihrer Punkte konvergiert.

Beispiel 1. Die Menge R reeller Zahlen mit der Standardmetrik ist ein
vollstindiger metrischer Raum, wie aus dem Cauchyschen Konvergenzkriteri-
um fiir die Konvergenz numerischer Folgen folgt.

Da jede konvergente Punktefolge in einem metrischen Raum offensichtlich eine
Cauchy-Folge ist, konnen wir anmerken, dass die Definition eines vollstindigen
metrischen Raumes die Einfithrung des Cauchyschen Konvergenzkriteriums
ermoglicht.

Beispiel 2. Wird beispielsweise die Zahl 0 aus der Menge R entfernt, dann ist
die verbleibende Menge R\ 0 kein vollstéindiger Raum in der Standardmetrik.
Denn die Folge {z, = 1/n; n € N} ist eine Cauchy-Folge von Punkten dieser
Menge, die in R\ 0 keinen Grenzwert besitzt.

Beispiel 3. Der Raum R” ist mit jeder der Standardmetriken vollstindig, wie
wir in Absatz 7.2.1 erklart haben.
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Beispiel 4. Wir betrachten die Menge Cf[a, b] stetiger Funktionen mit reellen
Werten auf einem abgeschlossenen Intervall [a,b] C R mit der Metrik

d(f.9) = max, |f(z) - 9(a) (9.9)

(vgl. Beispiel 7in Abschnitt 9.1). Wir werden zeigen, dass der metrische Raum
Cla, b] vollstindig ist.

Beweis. Sei {fn(z); n € N} eine Cauchy-Folge von Funktionen in C[a,b], d.h.

Ve>0INeN VYmeN VneN((m>NAn>N) =
= Vz € [a,b](|fm(z) — fulz)| <2)). (9.10)

Zu jedem festen Wert = € [a,b] ist die numerische Folge {f,(z); n € N},
wie wir aus (9.10) erkennen kénnen, eine Cauchy-Folge und besitzt daher nach
dem Cauchyschen Konvergenzkriterium einen Grenzwert f(x). Somit gilt

f(z) = 711520 fu(z), z€la,b]. (9.11)

Wir werden zeigen, dass die Funktion f(z) auf [a,b] stetig ist und somit
f € Cla,b].
Aus (9.10) und (9.11) folgt, dass die Ungleichung

|f(z) = fu(x)] <€ Vz€la,b] (9.12)

fir n > N gilt.

Wir halten den Punkt z € [a,b] fest und zeigen, dass die Funktion f
in diesem Punkt stetig ist. Angenommen, das Inkrement h ist derart, dass
(x + h) € [a,b]. Aus der Gleichung

fe+h) = f(x) = fle+h) = fale+h)+ folz + h) = fu(z) + fulz) - fl2)
folgt die Ungleichung

|f(@+h) = f(@)] < [f(@+h) = falz+h)
Ffn(z +h) = fal@)] + | fulz) = f2)] . (9.13)

Auf Grund von (9.12) iibersteigen die ersten und letzten Ausdriicke auf
der rechten Seite dieser letzten Ungleichung fiir n > N nicht e. Wenn wir
n > N festhalten, erhalten wir eine Funktion f, € C[a,b]. Wir wihlen dann
0 = 6(g), so dass |fn(z + h) — fo(x)| < e fiir |h| < § und erhalten so, dass
|f(z 4+ h) — f(z)| < 3e fiir |h| < §. Dies bedeutet aber, dass die Funktion f
im Punkt z stetig ist. Da = im abgeschlossenen Intervall [a,b] ein beliebiger
Punkt war, haben wir somit gezeigt, dass f € CJa, b]. O

Somit ist der Raum C[a, b] mit der Metrik (9.9) ein vollstéindiger metrischer
Raum. Dies ist eine sehr wichtige Tatsache, von der in der Analysis hiufig
Gebrauch gemacht wird.
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Beispiel 5. Wenn wir anstelle der Metrik (9.9) die Integralmetrik

b
d(f.g) = / 1f - gl(z) dx (9.14)

auf derselben Menge Cla, b] betrachten, ist der sich ergebende metrische Raum
nicht mehr vollstindig.

Beweis. Der Einfachheit halber werden wir annehmen, dass [a,b] = [-1,1].
Wir betrachten als Beispiel die Folge {f, € C[—1,1]; n € N} von Funktionen,
die folgendermaflen definiert ist:

-1, fir -1<z<-1/n,
falz) =< nz, fir —-1/n<z<1/n,

1, fiir 1/n<z<1.

(vgl. Abb. 9.2.)

Aus den Eigenschaften des Integrals folgt unmittelbar, dass diese Folge
eine Cauchy-Folge im Sinne der Metrik (9.14) in C[—1,1] ist. Gleichzeitig
besitzt sie in C[—1, 1] keinen Grenzwert. Wire niamlich eine stetige Funktion
f € C[—1,1] der Grenzwert dieser Folge bzgl. der Metrik (9.14), dann miisste
f auf dem Intervall —1 < z < 0 konstant gleich —1 sein und gleichzeitig
konstant gleich 1 auf dem Intervall 0 < = < 1, was mit der Stetigkeit von f

im Punkt z = 0 nicht vertréglich ist. O
)
1_
| |
| |
| |
| |
-1 1/ |
| |
| | 0 A/ 17
| |
| |
| |
| |
1k
Abb. 9.2.

Beispiel 6. Es ist etwas schwieriger zu zeigen, dass sogar die Menge R|a,b]
der Riemann-integrierbaren Funktionen mit reellen Werten, die auf dem ab-
geschlossenen Intervall [a,b] definiert sind, bzgl. der Metrik (9.14)* nicht

* Bzgl. der Metrik (9.14) vgl. die Anmerkung zu Beispiel 9 in Abschnitt 9.1.
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vollstandig ist. Wir werden dies mit Hilfe des Kriteriums fiir die Riemann-
Integrierbarkeit einer Funktion nach Lebesgue zeigen.

Beweis. Wir wollen das abgeschlossene Intervall [0, 1] fiir das Intervall [a, b]
wahlen und wir werden eine Cantor-Menge darauf konstruieren, die keine
Menge mit Mafl Null ist. Sei A €]0, 1/3[. Wir entfernen aus dem Intervall [0, 1]
den mittleren Teil mit der Linge A. Genauer gesagt, entfernen wir die A/2-
Umgebung des Mittelpunkts des abgeschlossenen Intervalls [0,1]. Auf jedem
der beiden verbleibenden Intervalle entfernen wir das mittlere Stiick der Léange
A-1/3.In jedem der vier verbleibenden abgeschlossenen Intervalle entfernen
wir das mittlere Stiick der Linge A-1/32 und so weiter. Die Linge der auf diese
Weise entfernten Intervalle betrigt A+A-2/3+A-4/32+-- -+ A-(2/3)"+--- =
3A.Da0< A<1/3,gilt 1-3A > 0und daraus folgt, wie wir zeigen kénnen,
dass die (Cantor-) Menge K, die im abgeschlossenen Intervall [0, 1] verbleibt,
nicht das Maf} Null im Sinne von Lebesgue besitzt.

Wir betrachten nun die folgende Folge: {f, € R[0,1];n € N}. Sei f,
eine Funktion, die iiberall in [0,1] gleich 1 ist, aufler in den Punkten der
Intervalle, die wir in den ersten n Schritten entfernt haben. Darin setzen wir
sie gleich Null. Es ist einfach zu zeigen, dass diese Folge eine Cauchy-Folge
bzgl. der Metrik (9.14) ist. Wére eine Funktion f € R[0,1] der Grenzwert
dieser Folge, dann miisste f in fast jedem Punkt des Intervalls [0, 1] gleich der
charakteristischen Funktion der Menge K sein. Dann hitte f in allen Punkten
der Menge K Unstetigkeitsstellen. Da aber K nicht das Mafl 0 hat, miissten
wir aus dem Kriterium nach Lebesgue folgern, dass f ¢ R[0,1]. Daher ist
Rla,b] bzgl. der Metrik (9.14) kein vollstéindiger metrischer Raum. O

9.5.2 Die Vervollstindigung eines metrischen Raumes

Beispiel 7. Wir wollen wieder zur reellen Geraden zuriickkehren und die Men-
ge Q der rationalen Zahlen mit der durch die Standardmetrik in R induzierten
Metrik betrachten.

Es ist klar, dass eine Folge rationaler Zahlen, die gegen v/2 in R konvergiert,
eine Cauchy-Folge ist, aber in QQ keinen Grenzwert besitzt, d.h., Q ist mit die-
ser Metrik kein vollstdndiger Raum. Q ist jedoch ein Teilraum des vollsténdi-
gen metrischen Raumes R, den wir natiirlicherweise als Vervollstdndigung von
Q betrachten. Beachten Sie, dass wir die Menge Q C R auch als Teilmenge des
vollstéindigen metrischen Raumes R? betrachten koénnen, dass es aber nicht
sinnvoll erscheint, R? eine Vervollstéindigung von Q zu nennen.

Definition 4. Der kleinste vollstindige metrische Raum, der einen vorgege-
benen metrischen Raum (X, d) enthilt, wird Vervollstindigung von (X,d)
genannt.

Diese intuitiv verstindliche Definition erfordert zumindest zwei Klarstel-
lungen: Was verstehen wir unter dem ,kleinsten“ Raum und existiert dieser
Raum?
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Wir werden bald in der Lage sein beide Fragen zu beantworten. In der
Zwischenzeit benutzen wir die folgende formalere Definition.

Definition 5. Ist ein metrischer Raum (X, d) ein Teilraum des metrischen
Raumes (Y, d) und ist die Menge X C Y in Y iiberall dicht, dann nennen wir
den Raum (Y, d) eine Vervolistindigung des metrischen Raumes (X, d).

Definition 6. Wir sagen, dass der metrische Raum (X1, d;) zum metrischen
Raum (X5, ds) isometrisch ist, falls eine bijektive Abbildung f : X1 — X»
existiert, so dass fiir alle Punkte a und b in X; gilt, dass ds (f(a),f(b)) =
dy(a,b). (Die Abbildung f : X; — X, wird in diesem Fall als Isometrie
bezeichnet.)

Es ist klar, dass diese Relation reflexiv, symmetrisch und transitiv ist,
d.h., wir erhalten so eine Aquivalenzrelation zwischen metrischen Réumen.
Beim Studium der Eigenschaften metrischer Rdume untersuchen wir nicht den
einzelnen Raum, sondern die Eigenschaften aller Rdume, die dazu isometrisch
sind. Aus diesem Grund kénnen wir isometrische Rdume als identische Rdume
betrachten.

Beispiel 8. Zwei kongruente Figuren in der Ebene sind als metrische Rdume
isometrisch, so dass wir beispielsweise beim Studium metrischer Eigenschaften
von Figuren vollstindig von der Lage einer Figur in der Ebene abstrahieren.

Wenn wir uns darauf verstédndigen, isometrische Rdume als gleich zu iden-
tifizieren, konnen wir zeigen, dass dann, wenn eine Vervollstindigung eines
metrischen Raumes {iberhaupt existiert, diese eindeutig ist.

Vorliufig beweisen wir die folgende Aussage.

Lemma. Die folgende Ungleichung gilt fiir alle vier Punkte a, b, u und v des
metrischen Raumes (X, d):

|d(a,b) — d(u,v)| < d(a,u) + d(b,v) . (9.15)
Beweis. Nach der Dreiecksungleichung gilt:
d(a,b) < d(a,u) + d(u,v) + d(b,v) .
Auf Grund der Symmetrie der Punkte folgt aus dieser Ungleichung (9.15). O
Wir beweisen nun die Eindeutigkeit der Vervollstdndigung.

Satz 1. Sind die metrischen Riume (Y1, d1) und (Ys,d2) Vervollstindigungen
desselben Raumes (X, d), dann sind sie isometrisch.

Beweis. Wir konstruieren eine Isometrie f : Y7 — Y5 wie folgt: Fiir x € X set-
zen wir f(z) = z. Dann ist da (f(21), f(22)) = d(f(z1), f(z2)) = d(z1,22) =
dy(z1,x2) fiir x1,20 € X. Ist y; € Y7 \ X, dann ist y; ein Hiufungspunkt
von X, da X in Y] iiberall dicht ist. Sei {z,; n € N} eine Folge von Punkten
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von X, die gegen y; bzgl. der Metrik d; konvergiert. Diese Folge ist bzgl. der
Metrik d; eine Cauchy-Folge. Da aber die Metriken d; und dy auf X beide
gleich d sind, ist diese Folge auch eine Cauchy-Folge in (Y2,ds). Letzterer ist
vollstandig, weswegen diese Folge einen Grenzwert y» € Y5 besitzt. Mit den
iiblichen Verfahren kann gezeigt werden, dass dieser Grenzwert eindeutig ist.
Wir setzen nun f(y1) = y2. Da jeder Punkt y» € Y5\ X wie auch jeder Punkt
y1 € Y1\ X der Grenzwert einer Cauchy-Folge von Punkten in X ist, ist die
so konstruierte Abbildung f : Y; — Y5 surjektiv.
Wir wollen nun zeigen, dass

da (f(y1), f(y))) = du(y1,97) (9.16)

fiir je zwei Punkte y{, v} in Y7 gilt.

Falls y; und y{ zu X gehoren, ist diese Gleichung offensichtlich. Im All-
gemeinen bilden wir zwei Folgen {z!; n € N} und {z]}; n € N} , die gegen y;
bzw. yi' konvergieren. Aus (9.15) folgt, dass

di(yr,y1) = lim dy (7, 77) ,
oder, was dasselbe ist, dass
di(yy,y1) = lim d(z;,,z7) . (9.17)
n— o0

Nach unserer Konstruktion konvergieren diese gleichen Folgen gegen y} =
f(yy) bzw. y§ = f(yy) im Raum (Y2, ds). Daher ist

da(yh,ys) = nhﬂnéo d(z),z) . (9.18)

Wenn wir (9.17) und (9.18) miteinander vergleichen, gelangen wir zu Glei-
chung (9.16). Diese Gleichung stellt gleichzeitig sicher, dass die Abbildung
f Y1 = Y5 injektiv ist und vervollstindigt damit den Beweis, dass f eine
Isometrie ist. O

In Definition 5 zur Vervollstindigung (Y, d) eines metrischen Raumes
(X, d) haben wir verlangt, dass (X, d) ein Teilraum von (Y, d) ist, der in (Y, d)
iiberall dicht ist. Wenn wir isometrische Riume identifizieren, kénnen wir
die Vorstellungen zur Vervollstindigung erweitern und die folgende Definition
annehmen:

Definition 5’. Ein metrischer Raum (Y, dy) ist eine Vervollstindigung des
metrischen Raumes (X, dx), falls ein dichter Teilraum von (Y, dy) existiert,
der zu (X, dx) isometrisch ist.

Wir wollen nun die Existenz einer Vervollstindigung zeigen.

Satz 2. Jeder metrische Raum besitzt eine Vervollstindigung.
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Beweis. Ist der Ausgangsraum bereits vollstindig, dann entspricht er seiner
eigenen Vervollstdndigung.

Im Wesentlichen haben wir bereits die Idee zur Konstruktion einer Ver-
vollstéindigung eines unvollstiindigen metrischen Raumes (X, dx ) beim Beweis
von Satz 1 vorgestellt.

Wir betrachten die Menge der Cauchy-Folgen im Raum (X, dx). Zwei der-
artige Folgen {z]; n € N} und {z/; n € N} werden als dquivalent bezeichnet,
wenn dx(z),,z1) — 0 fiir n — co. Es ist einfach zu zeigen, dass wir so ei-
ne Aquivalenzrelation erhalten. Wir werden die Menge der Aquivalenzklassen
von Cauchy-Folgen mit S bezeichnen. Wir fithren in S folgende Metrik ein:
Sind s’ und s" Elemente von S und sind {z}; n € N} und {z]}; n € N} Folgen
der Klassen s’ bzw. s”, dann setzen wir

d(s',s") = lim dx(z),z) . (9.19)
n—o0

Aus der Ungleichung (9.15) folgt, dass diese Definition nicht zweideutig
ist: Der Grenzwert auf der rechten Seite existiert (nach dem Cauchyschen
Kriterium fiir eine numerische Folge) und ist von der Wahl der besonderen
Folgen {z!; n € N} und {z!; n € N} in den Klassen s’ und s” unabhéingig.

Die Funktion d(s’, s") erfiillt alle Axiome einer Metrik. Der sich daraus er-
gebende metrische Raum (S, d) ist die gesuchte Vervollstindigung des Raumes
(X,dx). Tatsdchlich ist (X, dx) isometrisch zum Teilraum (Sx, d) des Raum-
es (S,d), der aus den Aquivalenzklassen von Cauchy-Folgen besteht, die kon-
stante Folgen {z, = = € X;n € N} enthalten. Es ist nur natiirlich, eine
derartige Klasse s € S mit dem Punkt z € X zu identifizieren. Die Abbildung
f:(X,dx) = (Sx,d) ist offensichtlich eine Isometrie.

Nun muss nur noch gezeigt werden, dass (Sx,d) in (S, d) iiberall dicht ist
und dass (S,d) ein vollstdndiger Raum ist.

Wir beweisen zunéchst, dass (Sx,d) in (S,d) dicht ist. Sei s ein beliebi-
ges Element aus S und {z,; n € N} eine Cauchy-Folge in (X,dx), die zur
Klasse s € S gehort. Wenn wir &, = f(x,), n € N setzen, erhalten wir eine
Folge {&,; n € N} von Punkten in (Sx,d), die genau das Element s € S als
Grenzwert besitzt, wie wir aus (9.19) erkennen kénnen.

Wir wollen nun zeigen, dass der Raum (S, d) vollstindig ist. Sei {sy,; n € N}
eine beliebige Cauchy-Folge im Raum (S, d). Wir wihlen zu jedem n € N ein
Element &, in (Sx,d), so dass d(s,,&,) < 1/n. Dann ist die Folge {£,,; n € N},
wie schon die Folge {s,; n € N}, eine Cauchy-Folge. In diesem Fall ist die
Folge {z, = f'(&x); n € N} aber ebenfalls eine Cauchy-Folge. Die Folge
{zn; n € N} definiert ein Element s € S, gegen das die vorgegebene Folge
{sn; n € N} auf Grund von Gleichung (9.19) konvergiert. |

Anmerkung 1. Nun, da die Sitze 1 und 2 bewiesen sind, wird klar, dass
die Vervollstindigung eines metrischen Raumes im Sinne von Definition 5’
tatsiichlich der kleinste vollstindige Raum ist (bis auf eine Isometrie), der
den vorgegebenen metrischen Raum enthélt. Auf diese Weise haben wir die
urspriingliche Definition 4 gerechtfertigt und prizisiert.



30 9 *Stetige Abbildungen (Allgemeine Theorie)

Anmerkung 2. Die Konstruktion der Menge R der reellen Zahlen, bei der wir
von der Menge Q der rationalen Zahlen ausgingen, hitte ganz genau wie
bei der Konstruktion der Vervollstdndigung eines metrischen Raumes, die
wir oben in voller Allgemeingiiltigkeit ausgefiihrt haben, durchgefiihrt werden
koénnen. Genauso wurde der Ubergang von Q nach R von Cantor formuliert.

Anmerkung 3. In Beispiel 6 haben wir gezeigt, dass der Raum R[a,b] der
Riemann-integrierbaren Funktionen in der natiirlichen Integralmetrik nicht
vollstéindig ist. Seine Vervollstindigung ist der wichtige Raum L[a,b] der
Lebesgue-integrierbaren Funktionen.

9.5.3 Ubungen und Aufgaben

1. a) Beweisen Sie das folgende Lemma geschachtelter Kugeln. Sei (X,d)
ein metrischer Raum und I?(xl,rl) D---D I?(mn, rn) D -+ eine geschachtelte
Folge von abgeschlossenen Kugeln in X, deren Radien gegen Null streben. Der
Raum (X,d) ist genau dann vollstindig, wenn zu jeder derartigen Folge ein
eindeutiger Punkt existiert, der in allen Kugeln der Folge enthalten ist.

b) Zeigen Sie, dass dann, wenn wir die Bedingung r, — 0 fiir n — oo im obigen
Lemma weglassen, die Schnittmenge einer geschachtelten Folge von Kugeln leer
sein kann und dies sogar in einem vollstdndigen Raum.

2. a) Eine Menge E C X eines metrischen Raumes (X, d) ist nirgendwo dicht in X,
wenn sie in keiner Kugel dicht ist, d.h., falls zu jeder Kugel K(z,r) eine zweite
Kugel K(z1,71) C K(z,r) existiert, die keine Punkte der Menge E enthilt.
Eine Menge E ist von der ersten Kategorie in X, wenn sie als abzéhlbare Ver-
einigung nirgendwo dichter Mengen dargestellt werden kann.

Eine Menge, die nicht von der ersten Kategorie ist, ist von der zweiter Kategorie
in X.
Zeigen Sie, dass ein vollstandiger metrischer Raum eine Menge zweiter Kategorie
(in sich selbst) ist.

b) Sei f € C®[a,b]. Es gelte, dass Vz € [a,b] In € NVm > n (f™(2) = 0).
Zeigen Sie, dass die Funktion f ein Polynom ist.

9.6 Stetige Abbildungen topologischer Rdume

Aus dem Blickwinkel der Analysis enthélt dieser und der folgende Abschnitt
die wichtigsten Ergebnisse dieses Kapitels.

Die hier untersuchten zentralen Begriffe und Sitze bilden eine natiirli-
che, manchmal in Worten ausgefiihrte Erweiterung fiir Abbildungen belie-
biger topologischer oder metrischer Riume und fiir Konzepte und Sitze, die
uns bereits bekannt sind. Dabei werden sich nicht nur die Aussagen der Sétze,
sondern auch vielfach die Beweise als identisch zu den bereits betrachteten er-
weisen; in diesen Fillen werden die Beweise weggelassen, mit einem Hinweis
auf die entsprechenden, bereits untersuchten Sitzen.
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9.6.1 Der Grenzwert einer Abbildung
a. Grundlegende Definition und Spezialfille

Definition 1. Sei f : X — Y eine Abbildung der Menge X mit einer be-
stimmten Basis B = {B} in X auf einen topologischen Raum Y. Der Punkt
A €Y ist Grenzwert der Abbildung f : X — Y auf der Basis B und wir
schreiben lilrgn f(z) = A, falls fiir jede Umgebung V(A) von A in YV ein Ele-

ment B € B der Basis B existiert, dessen Bild unter der Abbildung f in V(A)
enthalten ist.

Am hiufigsten treffen wir auf den Fall, dass X wie Y ein topologischer Raum
ist und B die Basis von Umgebungen oder punktierten Umgebungen eines
Punktes a € X. Wenn wir unsere frithere Schreibweise z — a fiir die Ba-
sis punktierter Umgebungen {{7(a)} des Punktes a beibehalten, kénnen wir
Definition 1 fiir diese Basis spezialisieren:

;grbf(x) =A:=VV(A) CY 3U(a) C X (f(U(a)) CV(4)).

Sind (X,dx) und (Y, dy) metrische Rdume, konnen wir diese letzte Defi-
nition in € — §-Notation formulieren:

liinf(x):A::V6>OEI§>OVx€X
(0<dx(a,z) <d = dy (A, f(z)) <e).

Anders formuliert:

lim f(z) = A <= lim dy (4, f(z)) =0.

Wir erkennen daran, dass wir mit dem Begriff einer Umgebung das Kon-
zept des Grenzwertes einer Abbildung f : X — Y auf einem topologischen
oder metrischen Raum Y definieren kénnen, wie wir es fiir Y = R oder allge-
meiner Y = R” getan haben.

b. Eigenschaften des Grenzwertes einer Abbildung

Wir machen nun einige Anmerkungen zu den allgemeinen Eigenschaften des
Grenzwertes.

Wir halten zunidchst fest, dass die frither erhaltene Eindeutigkeit des
Grenzwertes nicht ldnger gilt, wenn Y kein Hausdorff-Raum ist. Ist Y aber
ein Hausdorff-Raum, dann ist der Grenzwert eindeutig und der Beweis un-
terscheidet sich tiberhaupt nicht von dem, den wir fiir den Spezialfall Y = R
oder Y = R" gegeben haben.

Ist f : X — Y eine Abbildung auf einen metrischen Raum, dann ist
es sinnvoll von der Beschrinktheit der Abbildung zu sprechen (und dabei



32 9 *Stetige Abbildungen (Allgemeine Theorie)

die Beschrinktheit der Menge f(X) in Y zu meinen) und davon, dass eine
Abbildung auf einer Basis B in X schlieflich beschrinkt ist (und dabei zu
meinen, dass ein Element B € B existiert, auf dem f beschrinkt ist).

Aus der Definition eines Grenzwertes folgt, dass dann, wenn eine Abbil-
dung f : X — Y einer Menge X mit der Basis B auf einen metrischen Raum
Y einen Grenzwert auf der Basis B besitzt, sie auf dieser Basis schliefilich
beschrankt ist.

c. Fragen zur Existenz des Grenzwertes einer Abbildung

Satz 1. (Grenzwert verketteter Abbildungen.) Sei Y eine Menge mit Basis
By und g : Y — Z eine Abbildung von Y auf einen topologischen Raum Z,
die auf der Basis By einen Grenzwert besitzt.

Sei X eine Menge mit Basis Bx und f : X — Y eine Abbildung von X
auf Y, so dass zu jedem Element By € By ein Element Bx € Bx etistiert,
dessen Bild in By enthalten ist, d.h. f(Bx) C By.

Unter diesen Annahmen ist die verkettete Abbildung go f : X — Z der
Abbildungen f und g definiert und besitzt einen Grenzwert auf der Basis Bx
mit

limgo f(z) =lmg(y) .

Zum Beweis siehe Satz 7 in Abschnitt 3.2.

Ein anderer, wichtiger Satz zur Existenz des Grenzwertes ist das Cauchy-
sche Kriterium, dem wir uns nun zuwenden wollen. Dieses Mal werden wir
eine Abbildung f : X — Y in einen metrischen Raum untersuchen, genauer
gesagt, in einen vollstdndigen metrischen Raum.

Fiir eine Abbildung f : X — Y der Menge X in einen metrischen Raum
(Y,d) ist es nur natiirlich, die folgende Definition zu treffen.

Definition 2. Die Oszillation der Abbildung f : X — Y auf einer Menge
E C X entspricht der Grofie

w(f,B)= sup d(f(z1), f(z2)) -

z1,22€F
Dabei gilt der folgende Satz.

Satz 2. (Cauchysches Kriterium zur Existenz des Grenzwertes einer Abbil-
dung.) Sei X eine Menge mit einer Basis B und sei f : X =Y eine Abbildung
von X auf einen vollstindigen metrischen Raum (Y, d).

Es ist eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass die Ab-
bildung f einen Grenzwert auf der Basis B besitzt, dass fiir jedes € > 0 ein
Element B in B ezistiert, auf dem die Oszillation der Abbildung kleiner als €
15t.
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In Kiirze:
Hlilrgnf(x) < Ve>03BeB (w(f,B) < E) .

Zum Beweis siehe Satz 6 in Absatz 3.2.4.

Wir wollen anmerken, dass die Vollstédndigkeit des Raumes Y nur fiir den
Schluss von der rechten Seite auf die linke Seite notwendig ist. Ist Y kein
vollstdndiger Raum, dann ist es auflerdem meistens diese Schlussfolgerung,
die ungiiltig wird.

9.6.2 Stetige Abbildungen
a. Grundlegende Definitionen

Definition 3. Eine Abbildung f : X — Y eines topologischen Raumes
(X, 7x) auf einen topologischen Raum (Y, 7y) ist in einem Punkt a € X
stetig, wenn zu jeder Umgebung V(f(a)) C Y des Punktes f(a) € Y eine
Umgebung U(a) C X des Punktes a € X existiert, deren Bild f(U(a)) in
V(f(a)) enthalten ist.

Somit gilt also

f: X Y iststetiginae X :=
=V (f(a)) 3U(a) (f(U(a)) CV(f(a))) -

Sind X und Y metrische Riume (X,dx) und (Y, dy), dann kann Defini-
tion 3 natiirlich auch in der € — §-Notation formuliert werden:

f: XY iststetiginae X :=
=Ve>030>0Vz € X (dx(a,z) <d = dy(f(a), f(z)) <e) .

Definition 4. Die Abbildung f: X — Y ist stetig, wenn sie in jedem Punkt
z € X stetig ist.

Wir bezeichnen die Menge der stetigen Abbildungen von X auf Y mit
C(X,Y).

Satz 3. (Kriterium fiir die Stetigkeit.) Eine Abbildung f : X — Y eines
topologischen Raumes (X, Tx) auf einen topologischen Raum (Y, 1y) ist genau
dann stetig, wenn das Urbild jeder offenen (bzw. abgeschlossenen) Teilmenge
von Y offen (bzw. abgeschlossen) in X ist.

Beweis. Da das Urbild eines Komplements dem Komplement des Urbilds ent-
spricht, geniigt es, die Behauptung fiir offene Mengen zu zeigen.

Wir zeigen zunichst, dass fiir f € C(X,Y) und Gy € 71y gilt, dass Gx =
f~YGy) zu tx gehort. Ist Gx = @, ist unmittelbar klar, dass das Urbild
offen ist. Ist Gx # @ und a € Gx, dann gibt es nach der Definition der
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Stetigkeit der Abbildung f im Punkt a eine Umgebung Ux(a) von a € X
zur Umgebung Gy des Punktes f(a), so dass f(Ux(a)) C Gy. Daher ist

Ux(a) C Gx = f7'(Gy). Da Gx = |J Ux(a), konnen wir folgern, dass
acGx
Gx offen ist, d.h. Gx € 7x.

Wir wollen nun beweisen, dass f € C(X,Y), falls das Urbild jeder offenen
Menge in Y offen in X ist. Wenn wir einen Punkt a € X und eine Umgebung
Vy (f(a)) seines Bildes f(a) in Y herausgreifen, kénnen wir erkennen, dass die
Menge Ux (a) = f~' (V¥ (f(a))) in jeder Umgebung von a € X offen ist, deren
Bild in Vy (f(a)) enthalten ist. Folglich haben wir die Definition der Stetigkeit
der Abbildung f : X — Y in einem beliebigen Punkt a € X bewiesen. O

Definition 5. Eine bijektive Abbildung f : X — Y eines topologischen
Raumes (X, 7x) auf einen anderen (Y, 7y) ist ein Homdomorphismus, falls
sowohl die Abbildung selbst als auch die inverse Abbildung f~! : Y — X
stetig sind.

Definition 6. Topologische Riéume, die HomGomorphismen aufeinander zu-
lassen, werden homdomorph genannt.

Wie wir an Satz 3 erkennen koénnen, entsprechen sich unter einem
Homdomorphismus f : X — Y des topologischen Raumes (X,7x) auf
(Y,7y) die Systeme der offenen Mengen 7x und 7y in dem Sinne, dass
Gx erx & f(Gx) =Gy € 1y.

Daher sind homdomorphe Riume im Hinblick auf ihre topologischen FEi-
genschaften absolut identisch. Folglich ist ein Hom&omorphismus dieselbe Art
von Aquivalenzrelation in der Menge aller topologischen Riume wie beispiels-
weise Isometrie in der Menge metrischer Raume.

b. Lokale Eigenschaften stetiger Abbildungen

Wir stellen nun die lokalen Eigenschaften stetiger Abbildungen vor. Diese
folgen unmittelbar aus den entsprechenden Eigenschaften des Grenzwertes.

Satz 4. (Stetigkeit einer Verkettung stetiger Abbildungen.) Seien (X, 7x),
(Y, 7rv) und (Z,77) topologische Riume. Ist die Abbildung g : Y — Z in
einem Punkt b € Y stetig und ist die Abbildung f : X — Y in einem Punkt
a € X stetig, fiir den f(a) = b gilt, dann ist die Verkettung dieser Abbildungen
gof:X — Zinae€ X stetig.

Dies folgt aus der Definition der Stetigkeit einer Abbildung und Satz 1.

Satz 5. (Beschrinktheit einer Abbildung in einer Umgebung einer Stetigkeits-
stelle). Ist eine Abbildung f : X — Y eines topologischen Raumes (X,T) auf
einen metrischen Raum (Y,d) in einem Punkt a € X stetig, dann ist sie in
einer Umgebung dieses Punktes beschrdinkt.
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Dieser Satz folgt daraus, dass eine Abbildung, die einen Grenzwert besitzt,
(auf einer Basis) schlieflich beschrinkt ist.

Bevor wir den néchsten Satz zu Eigenschaften stetiger Abbildungen for-
mulieren, mochten wir daran erinnern, dass wir fiir Abbildungen auf R oder
R"™ den Ausdruck

w(f;a) = lim w(f, K(a,7))

als Oszillation von f im Punkt a definiert haben. Da sowohl der Begriff der
Oszillation einer Abbildung auf einer Menge als auch der Begriff einer Kugel
K(a,r) in jedem metrischen Raum sinnvoll sind, ist auch die Definition der
Oszillation w(f, a) der Abbildung f im Punkt a fiir eine Abbildung f: X - Y
eines metrischen Raumes (X, dx) auf einen metrischen Raum (Y, dy) sinnvoll.

Satz 6. Fine Abbildung f : X — Y eines metrischen Raumes (X,dx) auf
einen metrischen Raum (Y, dy) ist genau dann im Punkt a € X stetig, wenn

w(f,a) =0.

Dieser Satz folgt unmittelbar aus der Definition der Stetigkeit einer Abbildung
in einem Punkt.

c. Globale Eigenschaften stetiger Abbildungen

Wir untersuchen nun einige der wichtigen globalen Eigenschaften stetiger Ab-
bildungen.

Satz 7. Das Bild einer kompakten Menge ist unter einer stetigen Abbildung
kompakt.

Beweis. Sei f : K — Y eine stetige Abbildung des kompakten Raumes
(K, i) auf einen topologischen Raum (Y, 7y) und sei {G$, a € A} eine Uber-
deckung von f(K) durch offene Mengen in Y. Nach Satz 3 bilden die Mengen
{G% = f7YGS), a € A} eine offen Uberdeckung von K. Wir kinnen eine
endliche Uberdeckung G%',...,G%" herausgreifen und erhalten so eine endli-
che Uberdeckung G$*,...,GS" von f(K) C Y. Daher ist f(K) in Y kompakt.

O

Korollar. FEine stetige reellwertige Funktion f : K — R einer kompakten
Menge K nimmt in einem Punkt der kompakten Menge ihren mazimalen (und
auch den minimalen) Wert an.

Beweis. Da f(K) in R eine kompakte Menge ist, ist diese abgeschlossen und
beschriinkt. Dies bedeutet aber, dass inf f(K) € f(K) und sup f(K) € f(K).
O

Ist insbesondere K ein abgeschlossenes Intervall [a,b] C R, dann gelangen
wir wiederum zum klassischen Extremwertsatz von Weierstraf.

Der Satz von Heine zur gleichméfligen Stetigkeit lésst sich wortlich auf Ab-
bildungen, die auf kompakten Mengen stetig sind, tibertragen. Wir benotigen
dazu aber erst noch eine weitere Definition.
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Definition 7. Eine Abbildung f : X — Y eines metrischen Raumes (X, dx)
in einen metrischen Raum (Y, dy ) ist gleichmdfig stetig, wenn zu jedem € > 0
ein § > 0 existiert, so dass die Oszillation w(f, E) von f auf jeder Menge
E C X, deren Durchmesser kleiner als § ist, kleiner als ¢ ist.

Satz 8. (Gleichméflige Stetigkeit.) Eine stetige Abbildung f : K — Y ei-
nes kompakten metrischen Raumes K in einen metrischen Raum (Y, dy) ist
gleichmdjig stetig.

Ist insbesondere K ein abgeschlossenes Intervall in R und ist ¥V = R,
gelangen wir wiederum zum klassischen Satz von Heine, dessen Beweis in
Absatz 4.2.2 sich fast ohne Verdnderungen auf diesen allgemeinen Fall {iber-
tragen ldsst.

Wir wollen nun stetige Abbildungen zusammenhingender Réume betrach-
ten.

Satz 9. Das Bild eines zusammenhdngenden Raumes ist unter einer stetigen
Abbildung zusammenhdingend.

Beweis. Sei f : X — Y eine stetige Abbildung eines zusammenhiingenden
topologischen Raumes (X, 7x) auf einen topologischen Raum (Y, dy). Sei Ey
eine offen-abgeschlossene Teilmenge von Y. Nach Satz 3 ist das Urbild Ex =
fY(BEy) der Menge Ey offen-abgeschlossen in X. Da X zusammenhiingend
ist, ist entweder Ex = & oder Ex = X. Dies bedeutet aber, dass entweder
EyzgoderEy:Y:f(X). O

Korollar. Ist eine Funktion f : X — R auf einem zusammenhdngenden
topologischen Raum (X, 7x) stetig und nimmt sie die Werte f(a) = A € R
und f(b) = B € R an, dann gibt es zu jeder Zahl C zwischen A und B einen
Punkt c € X, in dem f(c) = C gilt.

Beweis. Tatsichlich ist nach Satz 9 f(X) eine zusammenhingende Menge in
R. Die einzigen zusammenhéngenden Teilmengen von R sind jedoch Intervalle
(vgl. den entsprechenden Satz in Abschnitt 9.4). Daher gehort der Punkt C
zusammen mit A und B zu f(X). O

Ist insbesondere X ein abgeschlossenes Intervall, dann gelangen wir wie-
derum zum klassischen Zwischenwertsatz fiir stetige Funktionen mit reellen
Werten.

9.6.3 Ubungen und Aufgaben

1. a) Sind die Bilder offener (oder abgeschlossener) Mengen in X offen (oder ab-
geschlossen) in Y, wenn die Abbildung f : X — Y stetig ist?
b) Ist das Bild wie auch das inverse Bild einer offenen Menge unter der Abbildung
f X — Y offen, bedeutet dies notwendigerweise, dass f ein Homdomorphismus
ist?
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c) Ist eine Abbildung f : X — Y notwendigerweise ein Homéomorphismus, wenn
sie stetig und bijektiv ist?
d) Ist eine Abbildung, die gleichzeitig b) und ¢) erfiillt, ein Homéomorphismus?

2. Zeigen Sie:

a) Jede stetige bijektive Abbildung eines kompakten Raumes in einen Hausdorff-
Raum ist ein Homéomorphismus.

b) Ohne die Anforderung, dass der Wertebereich ein Hausdorff-Raum ist, ist die
vorige Aussage im Allgemeinen nicht wahr.

3. Bestimmen Sie, ob die folgenden Teilmengen von R"™ (paarweise) als topologi-
sche Rdume homoomorph sind: Eine Gerade, ein abgeschlossenes Intervall auf der
Geraden, eine Kugelschale und ein Torus.

4. Ein topologischer Raum (X, 7) ist bogenweise oder wegqweise zusammenhdingend,
wenn je zwei seiner Punkte durch einen Weg verbunden werden kénnen, der in X
liegt. Genauer formuliert, so bedeutet dies, dass es zu allen Punkten A und B in X
eine stetige Abbildung f : I — X eines abgeschlossenen Intervalls [a,b] C R in X
gibt, so dass f(a) = A und f(b) = B.

a) Zeigen Sie, dass jeder wegweise zusammenhingende Raum zusammenhingend
ist.

b) Zeigen Sie, dass jeder konvexe Raum in R" wegweise zusammenhiingend ist.

c) Zeigen Sie, dass jede zusammenhingende offene Teilmenge von R" wegweise
zusammenh&ngend ist.

d) Zeigen Sie, dass eine Kugelschale S(a,r) in R" wegweise zusammenhingend
ist, dass sie aber in anderen metrischen Rdumen, die mit einer véollig anderen
Topologie versehen sind, nicht zusammenhéngend sein kann.

e) Beweisen Sie, dass es in einem topologischen Raum unmdglich ist, einen inneren
Punkt einer Menge mit einem dufleren Punkt zu verbinden, ohne den Rand der
Menge zu schneiden.

9.7 Das Prinzip einer kontrahierenden Abbildung

Wir werden hier ein Prinzip aufstellen, das sich trotz seiner Einfachheit als
eine effektive Moglichkeit in Beweisen vieler Existenzsétze herausstellen wird.

Definition 1. Ein Punkt a € X ist ein Fizpunkt einer Abbildung f : X — X,
falls f(a) = a.

Definition 2. Eine Abbildung f : X — X eines metrischen Raumes (X, d)
auf sich selbst wird eine Kontraktion genannt, falls es Zahlen ¢, 0 < ¢ < 1
gibt, so dass die Ungleichung

d(f(wl),f(wg)) < qd(z1,x2) (9.20)

fiir alle 7 und x5 in X gilt.
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Satz. (Fixpunktsatz von Banach®, Fixpunktprinzip.) FEine kontrahierende
Abbildung f : X — X eines vollstindigen metrischen Raumes (X,d) auf sich
selbst besitzt einen eindeutigen Fixpunkt a.

Auflerdem konvergiert die rekursiv definierte Folge xo, x1 = f(xo), -- .,
Tna1 = f(xn),. .. fir jeden Punkt xo € X gegen a. Die Konvergenzgeschwin-
digkeit ergibt sich aus der Abschitzung

n

q

d(a,x,) < 1 d(zy1, 1) . (9.21)
Beweis. Wir greifen einen beliebigen Punkt zp € X heraus und zeigen, dass
die Folge zo, 1 = f(x0), ..., Tnt1 = f(xy),...eine Cauchy-Folge ist. Die
Abbildung f ist eine Kontraktion, so dass nach (9.20) gilt, dass

d(mn-‘rlamn) S qd($n,$n_1) S e S qnd($1,,’170)
und
d(mn—Hm wn) < d(mna mn—}-l) + 4+ d(mn+k—lawn+k) <

n

lq_ qd(mlamo) .

IN

(q"+q"+1—|—---—|—q"+k71)d(m1,m0) S

Daraus kénnen wir erkennen, dass die Folge xg, 1, - . ., Ty, - . . tatsichlich eine
Cauchy-Folge ist.

Der Raum (X, d) ist vollstindig, so dass diese Folge einen Grenzwert
lim z, = a € X besitzt.

n— oo
Aus der Definition einer kontrahierenden Abbildung ist klar, dass eine

Kontraktion immer stetig ist und daher gilt
a= nh—>nolo Tnt1 = nh—{réo fzn) = f(nh—{réo mn) = f(a) .

Daher ist a ein Fixpunkt der Abbildung f.

Die Abbildung f kann keinen zweiten Fixpunkt besitzen, da aus den Glei-
chungen a; = f(a;), i = 1,2 folgt, wenn wir dabei (9.20) beriicksichtigen,
dass

0 < d(ar,a) = d(f(ar), f(2)) < qd(ar,az) |

was nur moglich ist, wenn d(aq,as) =0, d.h. a; = as.

Als Niichstes finden wir beim Ubergang zum Grenzwert fiir kK — oo in der
Ungleichung

n

d(Tnik,Tn) < lq qd(fﬂlawo) ,

dass

n

q

d(a,x,) < 1—q

d(.’L‘l,xo) . O

5 S. Banach (1892-1945) — polnischer Mathematiker, einer der Begriinder der Funk-
tionalanalysis.
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Der folgende Satz ergénzt den vorigen.

Satz. (Stabilitit des Fixpunkts.) Sei (X, d) ein vollstandiger metrischer Raum
und (2,7) ein topologischer Raum, der im Folgenden die Rolle eines Para-
meterraumes spielt.

Angenommen, zu jedem Wert des Parameters t € (2 gehire eine kontra-
hierende Abbildung f; : X — X des Raumes X auf sich selbst und es gelten
die folgenden Bedingungen:

a) Die Familie {fs; t € 2} ist gleichmdfig kontrahierend, d.h., es gibt ein q,
0 < q <1, so dass jede Abbildung f; eine q-Kontraktion ist.

b) Zu jedem x € X ist die Abbildung f; : 2 — X als eine Funktion von t in
einem Punkt ty € (2 stetig, d.h. thﬁr?o fi(z) = fi, (x).

Dann hingt die Losung a(t) € X der Gleichung x = fi(x) im Punkt to stetig
von t ab, d.h. 1thﬁr? a(t) = a(ty).
0

Beweis. Wie wir im Beweis des vorigen Satzes gezeigt haben, kénnen wir die
Losung a(t) der Gleichung x = f;(x), beginnend in jedem Punkt zy € X, als
Grenzwert der Folge {zp+1 = fi(xn); n = 0,1,...} erhalten. Sei ¢ = a(ty) =
fto (a(to)) .

Uunter Beriicksichtigung der Abschétzung (9.21) und Bedingung a) erhalten
wir

d(a(t),a(to)) = d(a(t),zo) <

1
< 1— qd(mlamO) = qd(ft(a(tO))afto (a(to))) -
Nach Bedingung b) strebt der letzte Ausdruck in dieser Relation fiir ¢ — to
gegen Null. Somit haben wir bewiesen, dass

lim d(a(t),a(to)) =0, d.h. lim a(t) = a(to) - O

t—to t—to

Beispiel 1. In den Fufstapfen von Picard® wollen wir als ein wichtiges Bei-
spiel fiir die Anwendung des Prinzips einer kontrahierenden Abbildung einen
Existenzsatz” fiir die Losung der Differentialgleichung y'(z) = f(z,y(z)), die
eine Anfangsbedingung y(xo) = yo erfiillt, beweisen.

Sei f € C(R?,R) mit

|f(U,’U1) _f(u,’l)g)| S M|’U1 —’U2| )

6 Ch. E. Picard (1856-1941) — franzésischer Mathematiker, der in der Theorie der
Differentialgleichungen und der analytischen Funktionentheorie viele wichtigen
Ergebnisse erzielte.

" Dieser Satz wird iiblicherweise Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Picard-
Lindel6f genannt.
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wobei M eine Konstante ist. Dann ezistiert zu jeder Anfangsbedingung

y(zo) = Yo (9.22)

eine Umgebung U(zg) von zo € R und eine eindeutige auf U(zqg) definierte
Funktion y = y(z), die die Gleichung

y' = f(z,9) (9.23)
und die Anfangsbedingung (9.22) erfiillt.

Beweis. Die Gleichung (9.23) und die Bedingung (9.22) lassen sich in einer
einzigen Gleichung gemeinsam formulieren:

y(r) =yo + /f(t,y(t)) dt . (9.24)

Wenn wir die rechte Seite dieser Gleichung mit A(y) bezeichnen, dann er-
kennen wir, dass A : C(V(z0),R) — C(V(20),R) eine Abbildung der Menge
der auf einer Umgebung V (zg) von z definierten stetigen Funktionen auf sich
selbst ist. Wenn wir C'(V (zo), R) als metrischen Raum mit der gleichformigen
Metrik (vgl. Gl. (9.6) in Abschnitt 9.1) betrachten, erhalten wir

d(Ay:, Aye) = max /f(t,yl(t))dt—/f(t,yz(t))dt‘ <
T Zo
o xo
< max /M|y1(t)—y2(t)|dt‘ < M|z — zold(y1,y2) -
z€V (20)
zo

1

o> dann ist die Ungleichung

Wenn wir annehmen, dass |z — zg| <

1
d(Ay1, Ays) < 9 d(y1,y2)

auf dem entsprechenden abgeschlossenen Intervall T erfiillt, wobei d(y1,y2) =
max ly1(z) — y2(x)|. Damit ist
re

A:C(I,R) » C,R)

eine kontrahierende Abbildung des (vgl. Beispiel 4 in Abschnitt 9.5) vollstindi-
gen metrischen Raumes (C(I,R),d) auf sich selbst, die nach dem Prinzip fiir
kontrahierende Abbildungen einen eindeutigen Fixpunkt y = Az haben muss.
Dies bedeutet aber, dass die gerade gefundene Funktion in C(I,R) die auf
I 5 zy definierte eindeutige Funktion ist, die Gl. (9.24) erfiillt. O
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Beispiel 2. Zur Veranschaulichung des eben Gesagten wollen wir die Losung
der bekannten Gleichung

y' =y
mit der Anfangsbedingung (9.22) mit Hilfe des Prinzips fiir kontrahierende

Abbildungen suchen.

In diesem Fall ist .

Ay =yo + /y(t) di
2o
und das Prinzip ist zumindest fiir |z — 2| < ¢ < 1 anwendbar.

Beginnend mit der Anfangsniherung y(z) = 0 konstruieren wir schrittwei-
se die Ndherungsfolge 0,y1 = A(0),...,ynt1(t) = A(yn(t)), ...

yi(t) = Yo ,
ya(t) = yo(1+ (z — x0)) ,
ys(t) = Yo (1 + (x — mo) + 5 (z — m0)?) ,
Yn+1(t) = yO(l + (z —20) + 21| (z — 1’0)2 + + (= mO)n) )

aus der bereits klar wird, dass

y(z) = yoe" " .

Das in diesem Satz formulierte Fixpunktprinzip wird auch als Prinzip der
kontrahierenden Funktion bezeichnet. Es entsprang einer Verallgemeinerung
des Beweises des Existenzsatzes von Picard-Lindelof fiir eine Losung der Dif-
ferentialgleichung (9.23), die wir in Beispiel 1 untersucht haben. Das Prinzip
der kontrahierenden Funktion wurde in voller Allgemeinheit von Banach auf-
gestellt.

Beispiel 3. Newtonsche Methode zur Nullstellenbestimmung. Angenommen,
eine konvexe Funktion mit reellen Werten, die auf einem abgeschlossenen In-
tervall [a, 8] eine positive Ableitung besitzt, nehme in den Endpunkten dieses
Intervalls Werte mit unterschiedlichen Vorzeichen an. Dann gibt es einen ein-
deutigen Punkt a im Intervall, in dem f(a) = 0 gilt. Zusétzlich zur einfachen
Methode zur Auffindung des Punktes a durch schrittweise Bisektion des Inter-
valls, existieren ausgereiftere und schnellere Methoden zu seiner Bestimmung,
die die Eigenschaften der Funktion f ausnutzen. So koénnen wir in diesem
Fall die folgende von Newton vorgeschlagen Methode benutzen, die Newton-
Methode genannt wird. Wir beginnen bei einem beliebigen Punkt zy € [a, 3]
und schreiben die Gleichung y = f(zo) + f'(20)(x — z9) der Tangente an



42 9 *Stetige Abbildungen (Allgemeine Theorie)

|
a |
al 1) 1 ity ﬁ

Abb. 9.3.

den Graphen der Funktion im Punkt (zo, f(z0)). Wir gelangen so zum Punkt
z1 =z — [f'(20)] ! - f(z0), in dem die Tangente die z-Achse schneidet (vgl.
Abb. 9.3). Wir nehmen nun z; als néchste Niherung fiir die Nullstelle a und
wiederholen diesen Vorgang, indem wir zo durch z; ersetzen. Auf diese Weise
erhalten wir eine Folge

Tni1 = o — [f'(@)] 7 - Fl@n) (9.25)

von Punkten, die, wie sich beweisen ldsst, im gegenwértigen Fall monoton
gegen a strebt.

Ist insbesondere f(x) = z* —a, d.h., wenn wir a fiir a > 0 suchen, nimmt
die rekursive Gleichung (9.25) die folgende Gestalt an:

k

k
Ty —a

kazk1

Fiir £ = 2 erhalten wir die bekannte Gleichung

Tn4l = Tp —

1 a
Tpy1 = 9 (a:n + ) .
Tn

Die Methode (9.25) zum Aufstellen der Folge {z,} wird Newton-Methode
genannt.

Wenn wir anstelle der Folge (9.25) die Folge betrachten, die durch die
rekursive Gleichung

-1

Tni1 =2n = [f'(x0)] - f(an) (9.26)
gegeben wird, sprechen wir von der modifizierten Newton-Methode®. Die Mo-
difikation besteht darin, dass wir die Ableitung nur einmal im Punkt zo be-
rechnen.

8 Sie besitzt in der Funktionalanalysis zahlreiche Anwendungen und wird dann
Newton-Kantorowitsch Verfahren genannt. L.W. Kantorovich (1912-1986) — be-
kannter russischer Mathematiker, dessen Verdienste in der mathematischen Oko-
nomie (optimale Ressourcen-Verteilung) ihm zum Nobelpreis verhalfen.
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Wir betrachten die Abbildung

-1

z Al) =z — [f'(z0)] - f(=) . (9.27)
Nach dem Mittelwertsatz gibt es einen Punkt & zwischen z; und z2, so

dass
—1

|A(z2) — A(zy)| = |[f'(0)] - F(©)] - lm2 — 2] -
Gelten daher die Bedingungen
AllyclI (9.28)
und
[[f'(z0)] - fi(=)| <a <1 (9.29)

auf einem abgeschlossenen Intervall I C R, dann ist die durch (9.27) defi-
nierte Abbildung A : I — I auf diesem Intervall eine Kontraktion. Folglich
besitzt sie nach dem allgemeinen Prinzip einen eindeutigen Fixpunkt auf die-
sem Intervall. Wie wir allerdings an (9.27) erkennen kénnen, ist die Bedingung
A(a) = a zu f(a) = 0 dquivalent.

Sind daher die Bedingungen (9.28) und (9.29) fiir eine Funktion f erfiillt,
dann fithrt uns die modifizierte Newton-Methode (9.26) nach dem Prinzip fiir
kontrahierende Abbildungen zur gewiinschten Losung = a fiir f(x) = 0.

9.7.1 Ubungen und Aufgaben

1. Zeigen Sie, dass die Bedingung (9.20) im Prinzip der kontrahierenden Abbildung
nicht durch die schwichere Bedingung

d(f(21), f(@2)) < d(ar,22)

ersetzt werden kann.

2. a) Sei f: X — X eine Abbildung eines vollstindigen metrischen Raumes (X, d)
auf sich selbst, so dass die Iteration f™ : X — X eine Kontraktion ist. Beweisen
Sie, dass dann f einen eindeutigen Fixpunkt besitzt.

b) Zeigen Sie, dass die Abbildung A : C(I,R) — C(I,R) in Beispiel 2 derart ist,
dass fiir jedes abgeschlossene Intervall I C R eine Iteration A™ der Abbildung
A eine Kontraktion ist.

c¢) Folgern Sie aus b), dass die lokale Losung y = yoe®~ "° in Beispiel 2 tatséchlich
auf der gesamten reellen Geraden eine Losung der Ausgangsgleichung ist.

3. a) Zeigen Sie, dass im Fall einer konvexen Funktion mit einer positiven Ablei-
tung auf [a, (], die in den Endpunkten unterschiedliche Vorzeichen annimmt,
die Newton-Methode tatsichlich eine Folge {z,} ergibt, die gegen den Punkt
a € [a, O] konvergiert, fiir den f(a) = 0.

b) Schitzen Sie die Konvergenzgeschwindigkeit der Folge (9.25) gegen den Punkt
a ab.



