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Aufgabe 2

Ein exzentrischer Kreisring hat die Halb- R
messer R = 20 cm, r = 10 cm und die

Exzentrizitdit e = 5 cm. Man suche die \ Te
Haupttragheitsmomente in Bezug auf sei- r
nen Schwerpunkt.

2.4.2 Ebene Biegung

Grundformeln: Ebene Biegung

E Elastizitdtsmodul
I, Flachentrigheitsmoment
w(z) Durchsenkung an der Stelle x

Normalspannung o, im Balken:
) m X M(z) -z
(———5" =T
é ; Iy(z)

wix) Biegegleichung:
Q(x)

ElLuw"(z) = —M(z)
Elu"(z) = —Q()
Elywlv(x) = q(z)

Musteraufgabe 2

Eine Jalousie besteht aus n identi- N N
schen Balken (Lange jeweils 2L, Biege-

steifigkeit F'I, Gewicht pro Linge o), ;?- L?-
die iiber gleichlange, symmetrisch an-
gebrachte und nicht dehnbare masselo-
se Seile der Linge h waagrecht auf-
gehdngt sind. Am untersten Balken n
hangt zusatzlich ein Gewicht G = 2¢oL
in Balkenmitte. Die z-Achsen der Ko-
ordinatensysteme liegen jeweils auf den

Symmetrieachsen der Balken in der un-
verformten Lage.
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a) Wie groB ist die Seilkraft Fg; in einem Seil zwischen einem mittleren Balken i und
dem nachsthoheren Balken ¢ — 17

b) Berechnen Sie den Querkraftverlauf Q;(z;) fiir einen allgemeinen Balken 7 und
stellen Sie diesen graphisch dar!

c) Wie lautet das Schnittmoment M;(x;) in dem Balken 7

d) Wie lautet die Biegelinie w;(x;) fir den Balken 4?

Losung: Schneiden wir die beiden Seile iiber einem Balken ¢ auf, so miissen die re-
sultierenden Schnittkrafte Fs; im statischen Gleichgewicht dem Gewicht von G plus
n —i+ 1 Balken entsprechen. Aufgrund der Symmetrie sind zudem die Schnittkréfte
links und rechts identisch:

-

<

-

Den Querkraftverlauf fiir einen allgemeinen
Balken bestimmen wir durch Freischneiden.
Fiir jedes @ < n gilt obendrein:

+qoL[n — (i +1) + 2]

= —qlL l
\

Wir erhalten fiir die Schnittreaktionen:

|
I
i X
S FE=0 - N@)=0 L. 5 lQ(x)
FS,i+]

—Fg;i+ Fsiv1 = —qoL(n—i+2) T Fy

>E.=0 —  qr—ql{r—a}’+Q(x)— qLl{zr— (2L —a)}* =0

Q) = ~aor +aol{r —af’ +aoLfz — (2L — a))°
M(z) = T+ wl{r—a}' + ol - (2L o)}

Uber die Biegeliniengleichung E - I, - w”(z) = — M (z) folgt dann

@) = | e — ) — qlfe — (20— @)}
EI 2
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/ 1 [qr®  qoL s qoL 2
w'(x) = i [ 6 5 1@ a} 5 {r—2L—-a)}*+C
1 [ gL 3 QoL 3
w(r) = i [ o1 e a} 5 {r—(2L—a)}’+ Ciz + C

Zur Bestimmung der noch unbekannten Konstanten stehen uns die Randbedingun-
gen w(r = a) = 0 und w(z = 2L — a) = 0 zur Verfiigung. Weiterhin muf} gelten:
w'(x = L) = 0, die Tangente in Balkenmitte ist aufgrund der symmetrischen An-
ordnung der Aufhingung immer waagrecht. Zur Berechnung der beiden Konstanten
Cy und Cj sind die Bedingungen w(z = a) = 0 und w(x = 2L — a) = 0 ausrei-
chend, w'(z = L) = 0 muB sich bei korrekter Rechnung automatisch ergeben. Wir
bezeichnen die Aufhéngepunkte x = a mit & und z = 2L — a mit &:

o o QOGl _
we=6)=0 — TE+COL+CG=0 (1)
4 _ 3
w(l' = 52) =0 — q;iz — QOL(£2 (l) + 0152 +Cy=0 (2)

Aus zwei Gleichungen kénnen wir Cy und C; standardméfig isolieren:

4
(1) — Gy = —Ci1& — %
e L BE )+ BE -

Die Grafik zeigt Q(z), M(z) und w(z) fiir ein Zahlenbeispiel: L = 2m, a = 0, 4m,
Breite des Bleches 3em und Héhe 0, 5mm, ferner die Materialkonstanten p = 7800%
und £ =2,1- 1011% fiir Stahl.
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Aufgabe 3

Aus einem gegebenen Rundmaterial mit dem Durchmesser D wird ein Rechteckprofil
herausgeschnitten, das ein maoglichst groBes Biegemoment M, libertragen soll.

a) Wie groB sind Breite und Hohe des
Rechteckprofils?

b) Um wieviel Prozent hat sich
das iibertragbare Biegemoment ge-
geniiber dem Kreisquerschnitt ver-
andert?

c) Man berechne M,,,, fiir das Recht-
eckprofil, wenn D = 100mm ist
und die zul3dssige Normalspannung
0.u = 200N/mm? betrigt. v
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Aufgabe 4

Ein Balken mit kreisrundem Querschnitt ist in
der Mitte abgesetzt. Er wird durch die Krafte
F,, F2 und das Moment M, belastet. Man

bestimme die Auflagerkrifte, den Schnittmo- _].

mentenverlauf und die Durchmesser d; und d»
so, daB in beiden Abschnitten die Maximalspan-
nung den gleichen Wert o hat.

Alle Langen in m.

og = 150N/mm2, F1 = F2 = 50kN

M, = 60kNm.

Aufgabe 5

An dem skizzierten Gasleitungsrohr klemmt der
in der Mitte befindliche Hahn. Er soll mit ei-
nem groBen Schliissel gedffnet werden, an des-
sen Enden mit der Kraft F gedriickt wird. Die
Enden des Rohres sollen wie Gelenklager be-
handelt werden.

a) Man berechne Ort und GroBe der maxi-
malen Durchbiegung des Rohres.

b) Man gebe den Zahlenwert fiir die Durch-
biegung an, wenn L = 3m, a = 50cm,
F =200N, E=2-10°N/mm? sind.
Das Rohr hat einen AuBendurchmes-
ser von D = 32mm, eine Wandstarke
von 0 = H5mm und damit ein axiales
Triagheitsmoment von I = 4, 0cm?.
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Fz FZ

Aufgabe 6 v
Eine Hohlwelle (Lange 2L, AuBendurchmesser & A

d, Wandstarke ¢) ist an einem Ende und in S ==

der Mitte statisch bestimmt gelagert. Sie wird

durch die Krifte F; und F5 belastet. Das Ei- L2
gengewicht der Welle kann vernachlassigt wer- ” L

: : 2L

en. D

a) Man berechne Ort und GroBe der starksten Beanspruchung.

b) Wie groB ist die Durchbiegung am freien Ende?

2L =0,8m, d =2,4cm, 0 = 2mm, F} = 300N, F, = 200N, £ =2 - 105N/mm2.
9,

Aufgabe 7

Zwei gleiche, beiderseits frei aufliegende, homo-
gene Trager von konstantem Querschnitt sind
durch die kontinuierlichen Belastungen ¢; und
g2 beansprucht. In welchem Verhaltnis stehen
in diesen zwei Belastungsfdllen die Durchbie- q*

) . . 2
gungen in der Balkenmitte zueinander? m

Aufgabe 8

Eine abgesetzte Stahlwelle mit kreisrundem
Querschnitt wird durch eine Kraft F belastet. F

a) Man bestimme die maximale Durchbie-
gung der Welle.

o R

b) Um wieviel Prozent dndert sich die ma-

ximale Durchbiegung der Welle, wenn <

sie mit konstantem Durchmesser dy aus- J =
.. . a a a

gefiihrt wird? < >l < >

di = 80mm, dy = 95mm, a = 0, 3m,
F =60kN, E =2-10°N/mm?
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Aufgabe 9

Das skizzierte, masselose System be-
steht aus den beiden Biegebalken (je-
weils Linge [) AG und GB, die im
Punkt GG durch ein Gelenk miteinan-
der verbunden sind. Im Punkt A ist
der Balken AG fest eingespannt, in
Punkt B ist der Balken GB horizon-
tal gefiihrt. Ohne duBere Lasten sei
das System spannungsfrei.

Kap. 2.4 Biegung

0

»la

Die Biegesteifigkeit E'I der Balken ist in beiden Bereichen gleich und konstant. Auf den
Balken AG wirkt eine lineare Streckenlast ¢(z), die ihren Maximalwert qo im Punkt G
hat, und auf den Balken GB eine konstante Streckenlast mit dem Wert .

a) Berechnen Sie die Lagerreaktionen im Punkt A in Abhingigkeit der gegebenen
GroBen und des Lagermomentes Mp im Punkt B.

b) Geben Sie mit Hilfe der Fépplsymbole den Querkraftverlauf Q(x) fiir das gesamte
System AB in Abhingigkeit der unbekannten Lagerreaktion My an.

c) Geben Sie mit Hilfe der Fopplsymbole den Momentenverlauf M () fiir das gesamte
System AB in Abhingigkeit von Mg an.

d) Skizzieren Sie die Verliufe von Q(z) und M (x) des gesamten Systems AB quali-
tativ und geben Sie die Ordnung der Kurven an.

Fiir eine andere Belastung des Systems ergibt sich der folgende Momentenverlauf M (z)
in Abhangigkeit des Lagermomentes Mp der rechten Einspannung:

l

M(z) = My (f—l) + oqol? <—

e) Bestimmen Sie die Biegeline w(x) in Abhangigkeit von Mp und moglicher Inte-

grationskonstanten.

f) Berechnen Sie den Winkel Ap, um den sich das Gelenk in G verdreht, sowie die

Lagerreaktion Mp.
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Aufgabe 10

Der dargestellte Trager besteht aus
einem elastischen Balken (E-Modul
E, Lange 2[, Querschnittsfliche A,
Flachentragheitsmoment I) und einem
starren Hebel (Lange [). Der Balken ist
an einer Wand fest eingespannt (Punkt
A). Der Hebel ist im Punkt B recht-
winklig mit dem Balken verschweiBt und
in () mit einem elastischen Stab (Lange
{, E-Modul E, Querschnittfliche A,
Wairmeausdehnungskoeffizient ar) ge-
lenkig verbunden.
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Der Stab ist im Punkt P an der Wand drehbar gelagert. Im Punkt C wirkt ein Mo-
ment M auf den Balken. Ohne duBere Belastung (M = 0) ist das System vollkommen

spannungsfrei. Der EinfluB der Schwerkraft sei vernachlassigbar.

M, E 1, A I, ap

a) Geben Sie den Verlauf der Biegelinie w(z) fiir den Bereich AC' in Abhingigkeit

der gegebenen GroBen und der Stabkraft an.

Der Stab wird nun gleichmiaBig gekiihlt, so dass sich der Balken im Punkt C' (z = 2I)

nicht durchsenkt.

b) Berechnen Sie die Stabkraft.

c) Geben Sie die hierfiir nétige Temperaturdifferenz AT < 0 an. (Hinweis: Verwen-
den Sie die Naherungen sin(a) ~ « und cos(«) = 1 fiir kleine Winkel «.)

d) Zeichnen Sie qualitativ die Biegelinie w(z).



148

2.4.3 Schiefe Biegung

Grundformeln: Schiefe Biegung

Kap. 2.4 Biegung

0:(y, 2)

ElLuw"(x)
ELv"(x)

Achtung: I, I, miissen ein Hauptachsensystem
darstellen (I, = 0)!
E Elastizitdtsmodul

I, Flachentrigheitsmoment
um die y-Achse
I, Flachentrigheitsmoment

um die z-Achse

w(z) Durchsenkung an der Stelle x
in z-Richtung

v(z) Durchsenkung an der Stelle x
in y-Richtung

M, M,

_ Y
LYTT?

M, = M sin «

M, = M cos a

—My(x) = —M(x) cos
M,(z) = M(z)sin«

Musteraufgabe

Ein einseitig fest eingespannter Trager mit dem
Querschnitt aus Aufgabe 1 und der Lange L
wird an seinem Ende durch die Einzelkraft F
belastet. Man berechne die Durchbiegung am
Ende des Tragers! Ferner bestimme man die
Lage der neutralen Linie und den Betrag der
groBten Zugspannung im Trager.

F =1000N; L =2m; B =2-10°-2

Losung: Das y—, z—System aus der Aufga-
benstellung ist kein Hauptachsensystem, die
Achsensymmetrie ist in diesem System nicht
gegeben (nur Punktsymmetrie,

Punktsymmetrie deutet immer auf ein hohes Deviationsmoment hin; das Deviations-
moment ist gewissermaflen ein Maf fiir die Achsensymmetrie eines Querschnittes).



Kap. 2.4 Biegung 149

Wir miissen also zunéichst das Hauptachsensystem dieses Querschnittes bestimmen.
Dies geschieht standardméfBig nach Kap. 2.4.1.; unser Querschnitt ist identisch mit
dem Querschnitt aus Aufgabe 1, wir iibernehmen die Werte

I, = 1472 em?*; I =176 em*; I,. = —336cm*

Mit diesen Werten lassen sich die Lagen und Gréflen der Haupttragheitsmomente
mit Hilfe der Standardformel aus Kap. 2.4.1 angeben:

L=1,= 1554 em™; I, =1, = 94 cem?; a=qa =13,7°
Die entsprechenden Achsen nennen wir 7- und (- Achse. (Der Winkel v dreht im
"Tragheitskreis’ und im Lagekreis linksherum, von der Bezugslinie auf dem kiirzesten
Weg zur I- Achse zum Wert I,,.) Als néchstes teilen wir die wirkende Kraft F auf in

ihre Komponenten im n—, (—System auf und berechnen das Schnittmoment M (x)
ebenfalls in diesem System:

F,=F -sina; Mi(x)=F,- (L —x)
Fe=F -cosa; M,(x)=F; - (x— L)
Man beachte die Vorzeichen und die Tatsa- :. A
che, da8 F;, auf M, wirkt und umgekehrt. Im NL
Hauptachsensystem diirfen wir die Belastung
durch F' aus den ebenen Fillen F,, und F B
<

superponieren (einzeln berechnen und iiber- y
lagern). Fiir den ebenen Fall kann man so- n

e
fort die Biegelinie berechnen oder aus Tabel-

lenbiichern herauslesen: z g NL
_k e x B F,L? B .b

FgfL’z T F’CL3

Die Koordinaten der Gesamtdurchbiegung f liegen somit im 1—, 2—System fest, der
Betrag berechnet sich durch vektorielle Addition:

f= \/w%(x = L) +wi(x = L) = 0,346cm

Die neutrale Linie ist die Linie im Querschnitt, auf der alle Punkte liegen die mit
der Normalspannung o, = 0 beansprucht werden, d.h. die unbelasteten Stellen im

Querschnitt. Die Bedingung o, = 0 ist zugleich ihre Bestimmungsgleichung, im
1—,2—Hauptachsensystem (und nur dort) gilt:
M M,
0= + I, ¢

Mit der Bedingung o, = 0 und den o.a. Schnittmomenten folgt sofort
(sina)-n  (cosa)-(

IC In



