28 Beschleunigung

Die Beschleunigung eines materiellen Punktes selMdranderung der Geschwin-
digkeit charakterisieren. Ahnlich wie bei der Défon der Geschwindigkeit in Kapi-
tel 2, Band 1 hangt der BegrBeschleunigungnathematisch mit der Ableitung einer
Vektorfunktion nach der Zeit zusammen.

28.1 Definition der Beschleunigung, Hodograph

Man betrachte die Bewegung eines materiellen Pargeiiglich eines Bezugskaor-
pers Oxyz und seine durch die Vektorfunktion

r=£(t)
charakterisierte Bahnkurve C (Fig. 28.1). Die Gesotigkeit zur Zeit t ist gemaf
Band 1 als
im f(t+A0—£(1)
At-0 At
definiert. Demzufolge ist jeder Zeit t und damichyeder Lage M(t) auf C ein Ge-

schwindigkeitsvektory zugeordnet. Die entsprechende Vektorfunktion bapeic
wir der Einfachheit halber mit dem gleichen Buchstaund schreiben

t>v(t) . (28.2)

(28.1)

M (t)

<

M (t +At)

Fig. 28.1: Zur Definition der Beschleunigung
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Man betrachte die Geschwindigkeiterit) und v(t+At) in zwei Lagen M(t) und
M(t +At) auf der Bahnkurve C und definiere die Beschleumigu als Grenzwert

im Y(t+AH-v(t)
At -0 At

(28.3)

g;:g:

Dabei wird vorausgesetzt, dass dieser Grenzwestientj d.h.,v(t) differenzierbar
ist.

DEFINITION: Die Beschleunigungist die zeitliche Ableitung der Geschwindigkeit.

KOROLLAR: Die Beschleunigung ist die zweite Ableity des Ortsvektors nach
der Zeit, namlich

a=t . (28.4)

Der Beweis folgt sofort aus (28.1), (28.3) und Definition einer zweiten Ableitung.

t=0
2 v oB v(t) !

M (t + At) P

v(t+ At)
L—"5 a(t) C

Fig. 28.2: Hodograph

Wie wir in Kapitel 2, Band 1 bewiesen haben, fags (28.1), dass der Geschwin-
digkeitsvektor in jeder Lage M(t) tangential zurhB&urve C ist. Zu welcher Kurve
ist der Beschleunigungsvektor tangential? Um digage zu beantworten, verschiebt
man die Geschwindigkeitsvektorar(t) fur alle tO[0,ty] eines gegebenen Zeitin-
tervalls in einen beliebigen Punkt B, welcher asnginsamer Ursprung dient. Die
Spitzen P(t) dieser Pfeile beschreiben dann eifenBave H, welchéHodograph
der Bewegung genannt wird (Fig. 28.2). Im Hodogempistv(t) der Ortsvektor von
P(t). Die Beschleunigung(t), als Ableitung vonv, entspricht demzufolge der Ge-
schwindigkeit von P(t) und ist tangential zum Hodgahen.

Der Hodograph einer raumlichen Bewegung, bei derBdihnkurve nicht in einer Ebene bleibt,
ist eine raumliche Kurve. Notwendig und hinreichdiid einen ebenen Hodographen ist, dass
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die Bewegung selbst eben ist, d.h., die Bahnkunia €ner Ebene bleibt. Bei einer ebenen,
gleichférmigen, jedoch nicht notwendigerweise Kiisigen Bewegunggleichformigsteht fir
konstante Schnelligkeit) liegt der Hodograph anks Kreis. Bei einer geradlinigen Bewegung
ist der Hodograph ebenfalls geradlinig. Der Leséigendiese Aussagen beweisen. Der Ho-
dograph kann insbesondere bei der Analyse und 8gathon Mechanismen und Getrieben eine
nitzliche, veranschaulichende Rolle spielen.

28.2 Darstellung im begleitenden Dreibein

Der Beschleunigungsvektor kann genau wie die Gescligkeit in kartesische, zy-
lindrische oder sphéarische Komponenten zerlegt everdiese Aufgabe wird im
nachsten Abschnitt besprochen. Hier wollen wir éedegungsart erdrtern, welche
der Bahnkurve C des materiellen Punktes angepstastd einige Grundbegriffe aus
der Differentialgeometrie der raumlichen Kurven ditégt.

Fig. 28.3: Tangente, Hauptnormale, Schmiegungsebene

a) Geometrische Grundlagen

Man betrachte eine beliebige raumliche Kurve C amidihr zwei willkirlich gewahl-
te Punkte M, M' (Fig. 28.3). Di8ekanteg ist die Gerade durch M und M'. Lassen
wir M' gegen M streben, so nimmt definitionsgema® Sekante die Grenzlage der
Tangente t ein. Wir wahlen eine positive Richtunyf(ir die Bogenlange auf C und
fihren auf t den tangentialen Einheitsvektom (+)-Richtung ein. Die Bogenlange
in M sei s. In M' betrage sie+As. Der Vektor MM' = Ar entspricht der Differenz
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der Ortsvektorerr und r+Ar von M bzw. M'. Der Ortsvektor sei eine mindestens
zweimal differenzierbare Funktion von s gemaf3

s 1(s)

(wir verwenden den gleichen Buchstaben fir Funktioth Funktionswert).
In Kapitel 2, Band 1 haben wir bewiesen, dass

. Ar _dr
T=Ilm —==== 28.5
YT psnoAs ds S (28.9)
gilt. Mit anderen Worten ist der tangentiale Eitdwktor T die erste Ableitung von
r nach s. Betrachtet man die Ebene {g, t}, die ddlielSekante g und die Tangente t
in M aufgespannt wird, und lasst M' gegen M strelsennimmt diese Ebene eine
Grenzlage E ein, die zu folgender Definition Anlgis:

DEFINITION: Die Schmiegungseben& einer raumlichen Kurve in M ist die Grenz-
lage der Ebene {g, t}, aufgespannt von der Sekgntelche M und einen beliebigen
Punkt M' auf der Kurve verbindet, und der TangéimeM, wenn M' gegen M strebt.

Per Konstruktion ist die Schmiegungsebene itakgential zur raumlichen Kurve C. Bei einer
ebenen Kurve fallt die Schmiegungsebene mit den&lbler Kurve zusammen.

Die Kurve C besitzt in M unendlich viele Normalevelche sich alle in dédormal-
ebenezur Tangente t in M befinden. Mit Hilfe der Schuiegsebene lasst sich eine
dieser Normalen wie folgt auszeichnen:

DEFINITION: Die Hauptnormale zur raumlichen Kurve C in M ist die Normale n
(senkrecht zur Tangente t) in der Schmiegungsebene.

Die zur Tangente t senkrechte Gerade h durch MieisKonstruktion in der Ebene
{9, t}; lasst man M' gegen M streben, so erreidhtads Grenzlage die Hauptnormale
n in M. Diese Erkenntnis erlaubt uns, die Richtdeg Hauptnormalen in M mit der
Richtung der Ableitung vom nach s, namlich mit der Richtung von
+

dt _ iy IG+AsyT (S):I .

ds as-o0 As :
zu identifizieren.

(28.6)

Zum Beweis betrachtet man diaylor-Entwicklungvon r(s+As) bis auf Terme 3. Ordnung in
As

r(s+As)=r(sfrgl Sl-g’SS[A }52 /Z'Q{[A ]g}
Hieraus und aus (28.5) folgt
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r=MM =r(s+as)r(F1asTla R szolla ¥ (28.7)

Der Vektor HM' ist die Differenz zwische\r und seiner ProjektiorHM auf t (Fig. 28.3),
d.h.

HM' = Ar - (Ar )1

Setzt manAr ein und beriicksichtigt, dass au&t =1 nach Ableitung
115=0

folgt, so erhalt man bis auf Terme 3. Ordnund\s
HM =1 [as? /2+0{[2 47

Der Vektor
2HM /[ad% =14 +0(a3

unterscheidet sich demzufolge vodt( ds) durch Terme 1. Ordnung iAs. Da dieser Vektor
auf der Geraden h liegt, unterscheidet sich didtRity dieser Geraden von der Richtung des
Vektors T g auch um Terme 1. Ordnung is. Lasst man M’ gegen M streben, so wisl - 0;

die Gerade h nimmt die Richtung der Hauptnormalemd die Terme 1. Ordnun@(As) ver-
schwinden. Daraus folgt, dags; die Richtung der Hauptnormalen n besitzt.

K

O

Fig. 28.4: Begleitendes Dreibein, Krimmungsradius, Krimmurigshpunkt

Wir fiihren langs der Hauptnormalen n, in RichtumglkibnkavenSeite der Kurve,
d.h. in Richtung vorx ¢, den Einheitsvektop (griechisches ,nu*) ein und erganzen
den Satz der Einheitsvektoren durch einen drittehdiisvektor (Fig. 28.4)

B=1xV. (28.8)
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Der Einheitsvektof, der definitionsgemal zu den Vektorerund v senkrecht ist,
hei3tbinormaler Einheitsvektor. Sinngemal heildt hauptnormaler Einheitsvek-
tor und spannt zusammen rfiitdie normale Ebene in M auf.

DEFINITION : Der tangentiale Einheitsvektor, der hauptnormale Einheitsvekter
und der binormale Einheitsvekt@ in M bilden eine orthonormale, rechtshandige
Basis, didbegleitendes Dreibeirin M genannt wird.

Der franzdsischen Mathematiker Jean F. Frenet (1®D®) flihrte 1847 das begleitende Drei-
beineint, v, B ein, um mit dessen Hilfe die Differentialgeometra raumlichen Kurven zu
studieren.

Da1 ¢ undv gleiche Richtung und gleichen Richtungssinn habefmeiben wir
Is=KV , K20 . (28.9)

Die Gro3ex hei3tKrimmung der Kurve in M. Der reziproke Wert, der die Dimen-
sion einer Lange besitzt, helRtimmungsradius, namlich

pk =1/k (>0) . (28.10)

Den Kriimmungsradius tragen wir von M aus auf diegtiaormale n in positivep -
Richtung ein und erhalten einen Punkt K auf n, Klermmungsmittelpunkt der
raumlichen Kurve C in M genannt wird. Die Bezieh28.9) lasst sich als

Ts=V/pk (28.11)

schreiben. Wahrend die Tangente in M dineare Approximation eines Kurven-
stiicks um diesen Punkt darstellt, deuten wir mitndegungsebene, Hauptnormale,
Kriimmungsradius und Krimmungsmittelpunkt an, dass Kurvenstiick um M in
zweiter Approximation al&reisbogenin der Schmiegungsebene mit Zentrum K und
Radiuspyk aufgefasst werden kann.

Um die letzte Aussage zu bestatigen, beachte madchst, dass gemaR (28.7) die Approxima-
tion 2. Ordnung des Vektor&r und damit auch des Kurvenstiicks MM', bis auf TeBm@rd-
nung in As, in der Schmiegungsebene liegen, denn sowohls aucht ¢ liegen in dieser Ebe-
ne. Man betrachte einen Kreisbhogen MM' mit Zentr@mund Radius R (Fig. 28.5). Der
VerbindungsvektoAr = MM' l&sst sich aus der Differer@M' — OM berechnen, namlich

Ar =R sin@¢ )1+ R[ 1- cost¢ v

Wir entwickeln sin(A¢) und cos@¢ ) bis auf Terme 3. Ordnung iAd, benutzenR Ad =As
und erhalten

Ar=tas+v(ad? 12re0fla ) (28.12)
Aus dem Vergleich von (28.12) mit (28.7) folgt
Is=V/R
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Die Gegenuberstellung mit (28.11) beweist tatsélhlilass das raumliche Kurvenstiick von Fig.
28.4 in M bis auf Terme 3. Ordnungs mit dem Kreisbogen von Fig. 28.5 approximiert-wer
den kann, wobei die Ebene des Kreisbogens der 8ghmjsebene, der Radius R dem Kriim-
mungsradiupk und das Zentrum O dem Krimmungsmittelpunkt K etbp

Fig. 28.5: Kreisbogen MM' mit Zentrum O und Radius R

b) Darstellung der Beschleunigung

Unter Verwendung der oben besprochenen differgaiehetrischen Grundlagen
lasst sich die Beschleunigung mit einfachen Semritn begleitenden Dreibein zer-
legen. Man driicke zunachst die Geschwindigkeit als

v=sT (28.13)

in Funktion der Schnelligkei¥ =s aus und leite mit Hilfe der Produktregel nach der
Zeit ab, um gemalf (28.3) die Beschleunigung zu erhalten, ndmlich

a=vV=ST+ST . (28.14)

Der erste Term auf der rechten Seite ergibt depilaiér Beschleunigung, der mit der
Anderung der Schnelligkeit verkniipft ist, wahrerat dweite die Anderung der Ge-
schwindigkeitsrichtung (dargestellt durah) beriicksichtigt. Diesen zweiten Term
kénnen wir mit Hilfe der Kettenregel als

1=145

umformen. Die Beziehung (28.11) ergibt

s
I=—V
PK

Hieraus entsteht die wichtige Beschleunigungsformel
2

a=ST+ov . (28.15)
PK
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Die Beschleunigung von M liegt demnach in der Selguingsebene und weist einer-
seits einelfangentialkomponente

a; =81 (28.16)
und andererseits eifdormalkomponente
&2
a, =—V (28.17)
PK

auf. Die Tangentialkomponentg, charakterisiert, wie oben erwéhnt, die zeitliche
Anderung der Schnelligkeit, wahrend die Normalkomponateinfolge einer et-
waigen zeitlichen Richtungsanderung der Bewegungsrichtung entstelst Mr
eine positive GroRRe ist umd von M aus in Richtung des Krimmungsmittelpunktes
weist, richtet sich die Normalbeschleuniguag stetsgegen die konkave Seite der
BahnkurveC, d.h. gegen den Krimmungsmittelpunkt K (Fig. 28.6).

[
PK

Fig. 28.6: Tangentialbeschleunigurg, und Normalbeschleunigurg,

Nimmt bei einer Bewegung im Zeitintervel[l[t1,t5] die Schnelligkeitv =$ zu, so
ist der skalare Teib; der Tangentialbeschleunigung positiv, da er gldiehAblei-
tung der Schnelligkeit isteg = v=1). Bei einer Zunahme der Schnelligkeit liegt also
die Tangentialbeschleunigung, in positiver T-Richtung. Nimmt dagegen die
Schnelligkeit ab, so wird der skalare Ta{l negativ, d.h.a, liegt in negativert -
Richtung. Der skalare Teil der Normalbeschleunigung

a, =& Ipk

kann, wie oben erwahnt, nicht negativ werden, &}).hat stets den gleichen Rich-
tungssinn wiev .

Bei einergleichférmigen Bewegungmit konstanter Schnelligkeit verschwindet die
Tangentialbeschleunigungy( = 0), und die Gesamtbeschleuniguagst normal zur
Bahnkurve, welche auch in diesem Fall durchaus &ineliche Kurve sein kann.
Bei einerkrummlinigen Bewegung erwartet man stets eine Normalbeschleunigung
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solange sich der materielle Punkt nicht in momesit&uhe befindet. In der Tat ver-
andert sich bei einer krummlinigen Bewegungk () die Richtung der Ge-
schwindigkeit und ergibt damit die Normalbeschlgumig a,, geméanR (28.17). Die
Normalbeschleunigung verschwindet nur bei egenadlinigen Bewegunglenn in
diesem Fall iskk =0, d.h.px — o, und damit wirda,, =0.

¢) Anwendung auf die KreisbewegundFig. 28.7)

Falls sich ein materieller Punkt M auf einem Krgi# Radius R bewegt, besteht
zwischen der Bogenldnge s und dem Zentriwinkel die einfache Beziehung
s=R¢ . Zudem ist der Kruimmungsradiygx konstant und gleich dem Kreisradius
R. Die Schnelligkeit ergibt sich in Funktion dernkélschnelligkeitw:=¢ als

s$=p R=wR . (28.18)
Die Formel (28.15) fuhrt dann zu

a=ROI+Rw’V . (28.19)

Fig. 28.7: Kreisbewegung und Beschleunigungskomponenten
Die Tangentialbeschleunigung
a, =R®wI1=Ré$1 (28.20)

besteht nur dann, wenn sich die Winkelschnelligkeit ¢ verandert. Bei einer
gleichférmigen Bewegung mib = konstant verschwindet sie.
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Mit Ausnahme der momentanen Ruhelagen des mageriBiinktes ©=0) ist die
Normalbeschleunigung

a, =Rw’v=R¢?v (28.21)

stets von null verschieden. Zudem richtet sie siegen R W =0 stetsgegen den
KreismittelpunktBei einer gleichformigen Bewegung ist der skalegié a, = Rw’
konstant (im Gegensatz zur allgemeinen gleichféemigrummlinigen Bewegung
mit einem verénderlichen Krimmungsradpg).

B

OV&: ar(B)

Fig. 28.8: Schwingung auf Kreis mit Winkelamplitudig

Beispiel Ein materieller Punkt auf einem Kreis mit RadRigFig. 28.8) fiihre eine Schwingung
aus, bei der die zeitliche Drehwinkelfunktion

¢ =dosin(up t)
sei.
Die Winkelamplitude ist demzufolggq, und die Kreisfrequenz betragyy. Mit Hilfe der Win-
kelschnelligkeit

w:=¢ =g wp cosy t)
lasst sich die (skalare) Tangentialbeschleunigung

ar =-Ro & sintp 1)
und die (skalare) Normalbeschleunigung

ay = R¢(2) co% coé @ t
berechnen. Die Tangentialbeschleunigung verschwiirdePunkt A mit $ =0. Hier ist die
Schnelligkeit und damit auch die Normalbeschleungga, = Rq% cog maximal. In den Punk-
ten B, B' mit ¢ =g bzw. —¢g verschwindet die Schnelligkeit und damit auch @malbe-

schleunigung. Hier nimmt die Tangentialbeschleunggihren gréRten Absolutwert, namlich
R ¢o w% Man beachte, dass beide Beschleunigungskomponente Quadrat der Kreisfre-



