
Kapitel 17Elektromagnetis
he Felder
Die Theorie über elektromagnetis
he Felder gehört neben der Netzwerktheorie zu denHauptbestandteilen der Theoretis
hen Elektrote
hnik. Sie wurde von Physikern seitMaxwell bis hin zur relativistis
hen klassis
hen bzw. ni
htklassis
hen Form ausgearbei-tet und in die Feldtheorie integriert.Seit den ersten te
hnis
hen Anwendungen ist sie zum Bestandteil der Ausbildung vonElektroingenieuren geworden, weil si
h die meisten elektrote
hnis
hen Aufgaben ohneihre Nutzung ni
ht oder ni
ht optimal lösen lassen. In den Ingenieurwissens
haftenvollziehen si
h wegen des wissens
haftli
h-te
hnis
hen Forts
hreitens zwei bedeutendeunumkehrbare Entwi
klungen:1. Die Ingenieure sind bei einer steigenden Anzahl von Produkten ( Raketente
h-nik, Weltraumsonden, Satelitente
hnik, Signalübertragungste
hnik, Übertragunggroÿer Energien über weite Stre
ken im fast leeren Raum) gezwungen relativisti-s
he Gegebenheiten zu berü
ksi
htigen.2. Die modernen te
hnis
he Produkte nutzen meist mehrere Energieformen (me
ha-nis
he, elektris
he, magnetis
he Energie, Wärmeenegie, Kernenergie).Die erstgenannte Entwi
klungsri
htung setzt einerseits die Theorie und die Analyseelektromagnetis
her Felder und andererseits mehr als nur Grundkenntnisse der spezi-ellen Relativitätstheorie voraus.Der zweite Trend, vor allem erzwungen dur
h die vielseitigeren Ver�e
htungen zwis
henInformationste
hnik, Automatisierung, Elektronik, Me
hanik und Magnetik setzt zwardie (klassis
he) Theorie elektromagnetis
her Felder voraus, kommt zukünftig jedo
hohne energieübergreifende Methoden ni
ht hinlängli
h aus. Hier tangiert man die Feld-theorie, die die Vers
hiedenartigkeit von Feldern berü
ksi
htigt. Andererseits lassensi
h bei mehreren Energieformen und somit au
h Feldern, mit groÿem Vorteil, meist



174 17 Elektromagnetis
he Felderals einzige Methode, der Lagrange- bzw. der erweiterte Hamilton-Formalismus zur Be-re
hnung verwenden.In diesem Kapitel wird auf die Darstellung der Maxwells
hen Glei
hungen in vers
hiede-nen Maÿsystemen eingegangen, die Frage na
h der Anzahl der Feldglei
hungen geklärtund der Beweis über ihre eindeutige Lösbarkeit geführt. Daran s
hlieÿen si
h eine Über-si
ht zu den Arten von Randbedingungen sowie die Forderungen an die vers
hiedenenRandwertaufgaben.17.1 Maÿsysteme, Anzahl der Feldglei
hungen, Feld-begri�e und Randwertaufgaben17.1.1 Formen der Maxwells
hen Glei
hungen in vers
hiedenenMaÿsystemenIngenieure bevorzugen das Internationale Einheitensystem (SI-System), der Physikerre
hnet gelegentli
h im Gauÿs
hen Maÿsystem. Andere Maÿsysteme, z. B. das elektro-statis
he Maÿsystem, das Georgis
he MMSA-System, haben an Bedeutung verlorenund werden kaum no
h zugrunde gelegt.In die Gl. (15.161), (15.193) und (15.194) werden zwei vers
hiedene festlegbare Kon-stanten α0 und β0 eingefügt in der Art:
rotE = − 1

β0

∂B

∂t
, div B = 0 (17.1)

rotH =
1

β0

(
∂D

∂t
+ α0j

)
, div D = α0̺ (17.2)Im SI-System werden α0 = 1 und β0 = 1 gesetzt, so dass die dem Ingenieur gewohnteForm der Maxwells
hen Glei
hungen entsteht:

rotE +
∂B

∂t
= 0 , div B = 0 (17.3)

rotH =

(
∂D

∂t
+ j

)
, div D = ̺ . (17.4)Im Gauÿs
hen Maÿsystem beträgt α0 = 4π und β0 = c ist also glei
h der Li
htge-s
hwindigkeit im Vakuum. Die Maxwellglei
hungen gehen dann über in:

rotE = −1

c

∂B

∂t
, div B = 0 (17.5)

rotH =
1

c

(
∂D

∂t
+ 4πj

)
, div D = 4π̺ . (17.6)Da die Dimension von B und D bei der Wahl der Konstanten unangetastet bleiben,haben im Gauÿs
hen Maÿsystem B und E sowie D und H dieselbe Dimension.



17.1 Maÿsysteme, Anzahl der Feldglei
hungen, Feldbegri�e und Randwertaufgaben 17517.1.2 Die Anzahl der Feldglei
hungenDie Bere
hnung von elektromagnetis
hen Feldern verlangt die Lösung der Maxwell-s
hen Glei
hungen unter der Berü
ksi
htigung der Rand- und Anfangsbedingungen.Für den Anwender sind au
h Aussagen über Existenz von Lösungen und über die Ein-deutigkeit derselben interessant. Demzufolge ist zuerst die Frage na
h der Anzahl derFeldglei
hungen zu beantworten.Die homogenen Glei
hungen na
h Gl. (17.3) umfassen vier partielle Di�erenzialglei-
hungen 1. Ordnung für die se
hs Komponenten (Koordinaten) der beiden Feldvektoren
E und B. Denn die die Rotation enthaltende Glei
hung ist eine Vektorglei
hung indreidimensionaler Form, die drei skalare Glei
hungen enthält und die vierte Glei
hungist selbst eine skalare Glei
hung.Bei den inhomogenen Glei
hungen na
h Gl. (17.4) handelt es si
h ebenfalls um vierpartielle Di�erenzialglei
hungen 1. Ordnung für die se
hs Komponenten (Koordinaten)der beiden Feldgröÿen H und D. Die drei Komponenten der Stromdi
hte j sowie ̺gelten als vorgegeben.Die Gesamtheit der Maxwells
hen Glei
hungen besteht somit aus a
ht skalaren Glei-
hungen für zwölf Feldgröÿen, d. h. mathematis
h ist dieses Glei
hungssystem unterbe-stimmt.Die Aufhebung der Unterbestimmtheit vollzieht si
h über die Materialglei
hungen. FürMaterialien gelten die Beziehungen:

B = µH , D = εE . (17.7)Beides sind Vektorglei
hungen im dreidimensionalen Raum und umfassen demzufolgese
hs skalare Glei
hungen. Da die Glei
hheit gilt und si
h die vier Feldvektoren nurim Zusammenhang mit den Maxwells
hen Glei
hungen bestimmen lassen, können injeder dieser drei skalaren Glei
hungen nur zwei Gröÿen (Koordinaten) frei gewählt wer-den. Die jeweils dritte auf beiden Seiten jeder Glei
hung liegt fest, weil die Vektorendann bestimmt sind. Die beiden Materialglei
hungen liefern deshalb weitere vier Glei-
hungen. Insgesamt liegen 12 Feldglei
hungen für die 12 zu bere
hnenden Koordinatender vier Feldgröÿen vor. Die Materialglei
hungen heben die Unterbestimmtheit in denMaxwells
hen Glei
hungen auf.17.1.3 Der Feldbegri�Bis hierher wurde der Feldbegri� als eine Selbstverständli
hkeit verwendet und soll nunde�niert werden.In der Mathematik spri
ht man von einem skalaren Feld, wenn jedem Punkt P des(dreidimensionalen) Raumes eine skalare Gröÿe U(P ) (z. B. ein Temperaturfeld, dieDi
hte in einem inhomogenen Medium, das Potenzial eines Kraftfeldes) zugeordnet ist.



176 17 Elektromagnetis
he FelderEs liegt in einem Raum ein Vektorfeld vor, wenn in jedem Punkt P dieses Raumes einVektor V (P ) angegeben werden kann (z. B. Kraftfeld der Erde bzw. der Sonne, dasGes
hwindigkeitsfeld der Teil
hen einer strömenden Flüssigkeit, das elektris
he Feld,ein magnetis
hes Feld).Diese Felder müssen ihre getrennten Ursa
hen haben. Die De�nition des Feldbegri�essetzt das Vorhandensein einer oder mehrerer Ursa
hen voraus. In der Elektrote
hnikist das die elektris
he Ladung. Dieser Begri� bezei
hnet ni
ht nur eine ganz bestimmte,genau 
harakterisierte Ladung, sondern er steht für ein oder mehrere, allgemeine, mitihm verbundene, zu seiner Bedeutung zusammengefassten Merkmale:De�nition 17.11. Die elektris
he Ladung verkörpert eine Eigens
haft auÿerhalb rein me
hanis
herGegebenheiten und ist erfahrungsgemäÿ ein Skalar.2. Die Ladungen treten nur als ganzzahlige Vielfa
he der Elementarladung auf. AlsEinheit der Ladung könnte man demzufolge die Ladung des Elektrons wählen.Wegen ihrer Kleinheit ist die Ladung eines Elektrons für te
hnis
he Zwe
ke un-geeignet, so dass man als praktis
he Einheit der Ladung ein Coulomb (1C) wählt.Die Ladung eines Elektrons beträgt Qe = −1 ,602 · 10−19C. In der Einheit derLadung sind somit 6 ,25 · 10 19 Elementarladungen zusammengefasst.3. Demzufolge kann man bei einer groÿen Zahl von Ers
heinungen vom korpusku-laren Aufbau der Ladungen absehen und ihre Gesamtheit betra
hten, indem manmit der Vorstellung einer über geladene Gebiete kontinuierli
h verteilten Ladungausgeht.Damit ist der Begri� elektris
he Ladung qualitativ und (mittels veri�zierbaren Messun-gen) quantitativ bestimmt, ohne dass man si
h auf eine ganz bestimmte Ladung undauf eine Summe genau bezei
hneter Elektronen mit ihren Elementarladungen bezieht.Nun lässt si
h aufbauend auf dem Begri� der elektris
hen Ladung der Feldbegri� de-�nieren.De�nition 17.2 Mit dem Vorhandensein der elektris
hen Ladung existiert ein elek-tris
hes Feld, wel
hes si
h im Raum in der Umgebung der Ladung ausbreitet. Be�ndetsi
h in der Umgebung der ursä
hli
hen Ladung eine zweite Ladung, so wirkt auf sieeine Kraft infolge der We
hselwirkung zwis
hen dem Feld der ersten Ladung und derzweiten Ladung.Das Feld fungiert als Träger der Ers
heinung, die in der Wirksamkeit von hier auftre-tenden elektris
hen Kräften besteht.Die De�nition 17.1 steht in Übereinstimmung mit der von Faraday und Maxwell er-klärten Nahwirkungstheorie. Na
h ihr übertragen si
h die Kraftwirkung dur
h die den



17.1 Maÿsysteme, Anzahl der Feldglei
hungen, Feldbegri�e und Randwertaufgaben 177Raum erfüllenden Felder. Vorher wurde ein Fernwirkungspostulat propagiert, wel
heseine Kraftwirkung aus der Ferne, d. h. eine Wirkung ohne die Vermittlung des dazwi-s
hen liegenden Raumes, annahm. Die heutige Feldtheorien lehnen eine sol
he Fern-wirkung ab. Die Nahwirkungstheorie hat si
h, da sie in Übereinstimmung mit denBeoba
htungen bzw. mit den te
hnis
hen Vorgängen steht, dur
hgesetzt.Sollen nun Felder im Raum bes
hrieben werden, so steht man vor der Notwendigkeitder Wahl eines Koordinatensystems. Bei rein räumli
hen Untersu
hungen genügt einedreidimensionale Basis. Be�ndet si
h in einem Raum eine bestimmte Ladungsmenge,dann kann eine Ladungsdi
hte ̺ angegeben werden. Das Integral ∫ ̺dV muss dannglei
h der Summe aller im Integrationsgebiet be�ndli
hen Ladungen sein.Weil in Wirkli
hkeit die Ladungen punktförmig sind, ist die Raumladungsdi
hte ̺ anallen Stellen auÿer dem Orte der Ladung Null zu setzen. Dazu drü
ken wir ̺ mittelseiner δ - Funktion aus und bedienen uns dann der Distribution au
h als verallgemeinerteFunktion bezei
hnet. Die δ-Funktion ist als:
δ(x) =

{
0, für x 6= 0

∞, für x = 0 ,
(17.8)derart de�niert, dass für das Integral:

+∞∫

−∞

δ(x) dx = 1 (17.9)gilt. Ist f(x) eine beliebige stetige Funktion, dann gilt:
+∞∫

−∞

f(x)δ(x− c) dx = f(c) (17.10)und im Besonderen:
+∞∫

−∞

f(x)δ(x) dx = f(0) (17.11)ist. Das Integrationsgebiet kann beliebig sein, muss in jedem Fall den Punkt enthalten,in dem die δ-Funktion ni
ht vers
hwindet. Die Glei
hheit der folgenden Ausdrü
keheiÿt: Die re
hte und die linke Seite ziehen dasselbe Ergebnis na
h si
h, wenn sie alsFaktor in einem Integranden auftreten:
δ(−x) = δ(x) , δ(cx) =

1

|c|δ(x) ; c = const. (17.12)In Analogie zur eindimensionalen δ-Funktion δ(x) lässt si
h die dreidimensionale δ-Funktion δ(r) de�nieren. Sie vers
hwindet überall ausgenommen am Ursprung des



178 17 Elektromagnetis
he Felderräumli
hen Koordinatensystems. Das über den ganzen Raum R3 erstre
kte Integralliefert: ∫

R3→∞

δ(r) dr = 1 . (17.13)Es gilt δ(r) = δ(x)δ(y)δ(z) in kartesis
hen Koordinaten. Be�ndet si
h die Ladung qaam Ort ra, dann kann man die Raumladungsdi
hte darstellen in der Form:
̺ =

n∑

a=1

qaδ(r − ra) . (17.14)Integriert man nun über das gesamte Raumgebiet, so folgt wegen (17.9),. . . ,(17.13):
∫

V

̺dV =

∫

V

n∑

a=1

qaδ(r − ra) dV =

n∑

a=1

∫

V

qaδ(r − ra) dV =

n∑

a=1

qa . (17.15)Das heiÿt, es wurde die Summe der im Volumen V enthaltenen Ladung bere
hnet. Ausder Gl. (17.15) ergibt si
h no
h eine S
hlussfolgerung: Die Ladung (eines Teil
hens) istgemäÿ ihrer De�nition eine Invariante und demzufolge vom Koordinatensystem underweitert vom Bezugssystem unabhängig. Das gilt ni
ht für die Raumladungsdi
hte ̺.Erst das Produkt ̺dV stellt eine Invariante dar.Diese Darlegungen lassen si
h auf das elektromagnetis
he Feld auszudehnen. Das elek-tromagnetis
he Feld wird dur
h bewegte elektris
he Ladungen hervorgerufen. Sowohldem Feld als au
h der Ladung kommt Realität zu. Der Ladung deshalb, weil sie indiskreten Werten vorkommt und das elektromagnetis
he Feld erzeugt, dem Feld, weilselbiges der Träger der elektromagnetis
hen Energie und der elektromagnetis
hen Wir-kung ist.17.1.4 Konvektive und konduktive Ladungs- und Stromdi
htenDa die Maxwells
hen Glei
hungen na
h Gl. (17.3) und (17.4) au
h für bewegte Mediengelten, setzt si
h die in ihnen eingehende wahre Ladungsdi
hte ̺ aus den konvektivenLadungsdi
hten ̺(cv) und den konduktiven Ladungsdi
hten ̺(cd) zusammen:
̺ = ̺(cv) + ̺(cd) (17.16)Die konvektive Ladung wird als freie Ladung oder gebunden an Körper (z. B. auf Isola-toren) transportiert, während die konduktive Ladung aus elektris
hen Ladungsträgernbei Bewegung des Mediums hervorgeht. Im Falle ruhender Medien ist ̺(cd) = 0. DieseEinsi
ht hat, und damit der konkrete Ausdru
k für die konduktive Ladung, die Relativi-tätstheorie hervorgebra
ht. Erst sie ist in der Lage, die Theorie des Elektromagnetismusbei beliebigen Medien ri
htig wiederzugeben.Die elektris
he Stromdi
hte j setzt si
h aus der konvektiven Stromdi
hte j(cv) und derkonduktiven Stromdi
hte j(cd):
j = j(cv) + j(cd) (17.17)



17.2 Eindeutige Lösbarkeit der Maxwells
hen Glei
hungen 179zusammen. Die konvektive Stromdi
hte hat ihre Ursa
he in der Bewegung elektris
herLadungen mit der Ges
hwindigkeit v, d. h. in der Bewegung einer auf einem Isolatorsitzenden elektris
hen Ladung dur
h den Transport des Isolators selbst. Die konduktiveelektris
he Stromdi
hte entspri
ht der elektris
hen Leitungsstromdi
hte (z. B. ohms
heLeitung elektris
her Ladungen).17.2 Eindeutige Lösbarkeit der Maxwells
hen Glei-
hungenEs soll na
hgewiesen werden, dass mit Hilfe der Maxwells
hen Glei
hungen das elektro-magnetis
he Feld eindeutig bestimmt werden kann. Diese Aussage ist von prinzipiellerBedeutung, da sie mit dem Kausalitätsbegri� in der Physik zusammenhängt. Die Kau-salitätsaussage besagt:Die physikalis
hen Gesetze sind so aufgebaut, dass mit ihrer Hilfe bei der Kenntnisder gegenwärtigen Werte die zukünftigen eindeutig bestimmt werden können.Es soll nun gezeigt werden, dass die Maxwells
hen Glei
hungen in mathematis
her Formkausale Gesetze darstellen. Dazu wird von folgendem Satz ([112℄, S. 74) ausgegangen:Satz 17.1 Kennt man zu einem Zeitpunkt t = t0 die elektris
he und die magnetis
heFeldstärke in jedem Punkt des dur
h eine beliebige Flä
he im R3 begrenzten Volumens,so lassen si
h mittels der Maxwells
hen Glei
hungen für eine beliebige Zeit t sämtli
heelektromagnetis
he Gröÿen bere
hnen, vorausgesetzt, dass die Tangentialkomponentenvon E oder von H in jedem Punkt der Begrenzungs�ä
he zum Anfangszeitpunkt t0an bis zum Zeitpunkt t bekannt sind. Es muss weiterhin vorausgesetzt werden, dassdie eingeprägten elektromagnetis
hen Kräfte in Abhängigkeit vom Ort und der Zeitvorliegen.Anmerkung:1. Bevor der Beweis des Satzes 17.1 ausgeführt wird, sei no
h auf folgende Tatsa
heverwiesen. Es genügt ni
ht zur Bere
hnung des elektromagnetis
hen Feldes imbetre�enden Volumen, die Feldgröÿen nur am Anfang zum Zeitpunkt t0 zu ken-nen. Sie sind auf ihrer Begrenzungs�ä
he au
h zu jedem Zeitpunkt notwendig,weil das herausgegri�ene Volumen ni
ht abges
hlossen ist und dur
h die Angabeder Koordinaten irgendeines Vektors auf der Begrenzungs�ä
he der Ein�uss derin der Zeit vor si
h gehenden Veränderung der Auÿenwelt seine Berü
ksi
htigung�ndet.2. Die Maxwells
hen Glei
hungen stellen mathematis
h klassi�ziert lineare inhomo-gene partielle Di�erenzialglei
hungen von insgesamt zweiter Ordnung dar.



180 17 Elektromagnetis
he FelderBeweis des Satzes 17.1Um den Beweis ni
ht unnötig zu komplizieren sei angenommen, dass die Material-parameter ε, µ und κ sowohl von der Zeit als au
h von den Feldstärken unabhängigsind.Der Beweis wird indirekt geführt. Der Ausgangspunkt der Beweiskette bildet die An-nahme der Existenz zweier vers
hiedener Lösungen, die die gegebenen Bedingungenerfüllen. Es bleibt in Übereinstimmung mit dem Inhalt des Satzes 17.1 zu zeigen, dassdiese beiden Lösungen identis
h sind.Für die Feldgröÿen E und H sollen zwei vers
hiedene Paare von Feldgröÿen E1,H1und E2,H2 existieren und den oben angeführten Bedingungen genügen. Das bedeutet,zum Zeitpunkt t = t0 sind sie im gesamten Volumen glei
h und in allen Punkten derRand�ä
he und zu allen Zeitpunkten stimmen die Tangentialkomponenten von E1,E2oder von H1,H2 mit den vorges
hriebenen Werten überein. Die Feldgröÿen genügenden Maxwells
hen Glei
hungen.Bildet man die Di�erenz der beiden Lösungen, so genügen die Vektoren E0 = E1−E2bzw. H0 = H1 − H2 ebenfalls den Maxwells
hen Glei
hungen, da diese ein linearesGlei
hungssystem bilden. Zum Zeitpunkt t0 = 0 gelten H0 ≡ 0 und E0 ≡ 0.Zur weiteren Beweisführung wird die Leistung na
h Gl. (16.13) herangezogen. UnterBerü
ksi
htigung der dur
h eine fremde elektromotoris
he Kraft erzeugten, eingepräg-ten Feldstärke Ee gilt für die Leistungsstromdi
hte:
j = κ (E + Ee) . (17.18)Damit sowie mit den angenommenen Werten für die Feldstärken geht man in die Gl.16.13 und gelangt na
h einigen Umformungen zur Leistungsbilanz in der Form:

− ∂

∂t

∫

V

(
1

2
µH2

0 +
1

2
εE2

0

)
dV =

∫

V

j2
0

κ
dV −

∫

V

Ee0 j0 dV +

∮

A

(E0 × H0) dA .(17.19)Die beiden re
hten Summanden werden Null. Die eingeprägte elektris
he Feldstärke istin allen Punkten und zu jeder Zeit unabhängig von der speziellen Lösung der Max-wells
hen Glei
hungen gegeben, d. h., es gilt Ee0 = Ee1 − Ee2 = 0. Dasselbe gilt aufder Rand�ä
he für die Tangentialkomponente der magnetis
hen bzw. der elektris
henFeldstärke. Der Poyntingvektor S0 = E0 × H0 ist eine zur Rand�ä
he tangentialeKomponente. Das Spatprodukt (E0 × H0) dA ergibt in allen Randpunkten den WertNull. Die Beziehung (17.19) vereinfa
ht si
h dementspre
hend zu:
− ∂

∂t

∫

V

(
1

2
µH2

0 +
1

2
εE2

0

)
dV =

∫

V

j2

κ
dV . (17.20)Wegen der mathematis
hen Form des Integranden kann die re
hte Seite keine negati-ven Werte annehmen. Demzufolge kann auf der linken Seite der Wert des hinter dem
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hen be�ndli
hen Ausdru
ks nur geringer werden oder Null sein. Daer bereits zu Anfang Null war, negative Werte sowohl wegen seiner physikalis
hen Na-tur, als au
h wegen seiner mathematis
hen Form ni
ht annehmen kann, muss er imbetra
hteten Zeitintervall stets Null sein. Es gilt:
∫

V

(
1

2
µH2

0 +
1

2
εE2

0

)
dV = 0 . (17.21)Die Glei
hung (17.21) ist nur für H0 = 0 und E0 = 0 erfüllbar und folgeri
htig gelten:

H1 = H2 ; E1 = E2 . (17.22)Die zu Beginn des Beweises angenommenen zwei Lösungen sind also identis
h. Damitist die Eindeutigkeit der Lösung der Maxwells
hen Glei
hungen na
hgewiesen.17.3 Arten von RandbedingungenDie Maxwells
hen Glei
hungen sind mathematis
h 
harakterisiert lineare partielle Dif-ferenzialglei
hungen zweiter Ordnung, die bei gegebenen Randbedingungen zu integrie-ren sind.Da die Lösungsfunktion im Allgemeinen sowohl von den Randwerten an den räumli
henGrenzen sowie von zeitli
hen Werten abhängen kann, unters
heidet man begri�i
h im
R3 zwis
hen Rand- und Anfangsbedingungen.Bei Di�erenzialglei
hungen zweiter Ordnung unters
heidet man zwis
hen hyperboli-s
hen, elliptis
hen und parabolis
hen partiellen Di�erenzialglei
hungen. Der Typ derDi�erenzialglei
hung kann si
h ändern. Es wird zudem angenommen, dass im betra
h-teten Gebiet die Di�erenzialglei
hung vom glei
hen Typ sei.17.3.1 Hyperbolis
he Di�erenzialglei
hung und ihre Anfangs-bedingungenDas abges
hlossene Gebiet G möge im (t, x1, . . . , xn)-Raum Rn+1 liegen. Die xi sind dieRaumkoordinaten. t bezei
hnet einen Parameter, der im Sonderfall die Zeit sein kann.In der Elektrote
hnik bes
hreiben diese Di�erenzialglei
hungen S
hwingungsvorgänge.Bei hyperbolis
he Di�erenzialglei
hungen spri
ht man vom Cau
hy-Problem, wenn alsLösung der Di�erenzialglei
hung:

n∑

i,j=1

aij
∂2u

∂xi∂xj
+

n∑

i=1

ai0
∂2u

∂xi∂t
− ∂2u

∂t2
= F

(
t, x1, . . . , xn, u,

∂u

∂t
, . . . ,

∂u

∂xn

) (17.23)eine zweimal stetig di�erenzierbare Funktion u(t, x1, . . . , xn) für t > 0 mit den An-fangsbedingungen:
u(0, x1, . . . , xn) = u0(x1, . . . , xn) ,

∂u

∂t
(0, x1, . . . , xn) = u1(x1, . . . , xn) (17.24)mit vorgegeben Funktionen u0 und u1 gesu
ht wird.
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he Felder17.3.2 Elliptis
he Di�erenzialglei
hungen und ihre Randbedin-gungenEs sei G ein bes
hränktes Gebiet im (x1, . . . , xn)-Raum Rn und es wirden elliptis
heDi�erenzialglei
hungen betra
htet. Elliptis
he Di�erenzialglei
hungen bes
hreiben sta-tis
he Zustände. Sie haben die mathematis
he Form na
h Gl. (17.25):
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∂2u

∂xi∂xj
= F

(
x1, . . . , xn, u,

∂u

∂x1
, . . . ,
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. (17.25)Gesu
ht sind Lösungen dieser Di�erenzialglei
hung, die auf dem Rand A des Gebietes

G Bedingungen der Art: (
fu+ g

∂u

∂n

)∣∣∣∣
A

= h (17.26)genügen. ∂/∂n bezei
hnet die Normalableitung bezügli
h A. f, g und h sind vorge-gebene Funktionen auf A mit f ≥ 0, g ≥ 0 und f + g > 0. Diese Aufgabe heiÿtRandwertproblem. Man unters
heidet zwis
hen:Randbedingungen erster Art: u|A = h1,Randbedingungen zweiter Art: ∂u

∂n

∣∣∣∣
A

= h2und: Randbedingungen dritter Art: (
fu+

∂u

∂n

)∣∣∣∣
A

= h3.Die zugehörigen Randwertaufgaben heiÿen Randwertaufgaben erster, zweiter und drit-ter Art.Für die später behandelte Lapla
e- bzw. Poisson-Glei
hung ∆ϕ = F (x1, . . . , xn) wirddie Randwertaufgabe erster Art au
h Diri
hlets
hes Problem und die Randwertaufgabezweiter Art Neumanns
hes Problem genannt.Die dritte Randwertaufgabe ist vom Gesi
htspunkt der Elektrote
hnik aus ni
ht vonvorrangigem Interesse. Sie wird zur inneren Dimensionierung von Halbleitern sowie beiElektrowärmeaufgaben herangezogen.17.3.3 Parabolis
he Di�erenzialglei
hungenParabolis
he Di�erenzialglei
hungen bes
hreiben Di�usionsvorgänge. Für Di�erenzial-glei
hungen vom Typ:
n∑

i,j=1

aij
∂2u

∂xi∂xj
=
∂u

∂t
(17.27)stellt man das Anfangswertproblem mit der Anfangsbedingung:

u(0, x1, . . . , xn) = u0(x1, . . . , xn) . (17.28)Die Funktion u0 ist für t = 0 gegeben.



17.4 Gliederung der elektromagnetis
hen Felder 18317.3.4 Homogene und inhomogene RandbedingungenEine Randbedingung wird homogen genannt, wenn eine Linearkombination der dieRandbedingung erfüllende Funktionen u1 und u2 wieder den Randbedingungen genügt,d. h., wenn au
h die Funktion a1u1 + a2u2 den Randbedingungen genügt. Sind dieFunktionen h in den Randbedingungen erster bis dritter Art vers
hieden von Null,so liegen inhomogene Randbedingungen vor. Homogene Randbedingungen liegen für
h = 0 vor.Ein Randwertproblem mit inhomogenen Randbedingungen kann immer auf ein Pro-blem mit homogenen Randbedingungen zurü
kgeführt werden.17.3.5 Forderungen an die einzelnen RandwertaufgabenDie einzelnen Randwertaufgaben ergeben si
h aus den von der Elektrote
hnik (Physik)gestellten Forderungen:1. Die Lösung des Problems soll existieren.2. Die Lösung soll eindeutig bestimmt sein.3. Die Lösung soll stetig von den Daten des Problems abhängen.Ein Problem, wel
hes diese Forderungen erfüllt, bezei
hnet man au
h als gestelltesRandwertproblem.17.4 Gliederung der elektromagnetis
hen FelderFür die si
h ans
hlieÿende Herleitung ingenieurte
hnis
her Bere
hnungsmethoden fürelektromagnetis
he Felder bedarf es deren Gliederung, weil davon die Wahl der Me-thode abhängt. Diese Gliederung wird einerseits na
h den Eigens
haften der Materia-lien, also na
h der Erfassung der Materie im jeweiligen Feld, und andererseits na
hdem Zeitverhalten der elektromagnetis
hen Feldgröÿen vorgenommen. So entsteht eineKlassi�zierung, die si
h für die Lösung te
hnis
her Aufgabenstellungen bewährt hat.


