Kapitel 17

Elektromagnetische Felder

Die Theorie iiber elektromagnetische Felder gehdrt neben der Netzwerktheorie zu den
Hauptbestandteilen der Theoretischen Elektrotechnik. Sie wurde von Physikern seit
Maxwell bis hin zur relativistischen klassischen bzw. nichtklassischen Form ausgearbei-
tet und in die Feldtheorie integriert.

Seit den ersten technischen Anwendungen ist sie zum Bestandteil der Ausbildung von
Elektroingenieuren geworden, weil sich die meisten elektrotechnischen Aufgaben ohne
ihre Nutzung nicht oder nicht optimal 16sen lassen. In den Ingenieurwissenschaften
vollziehen sich wegen des wissenschaftlich-technischen Fortschreitens zwei bedeutende
unumkehrbare Entwicklungen:

1. Die Ingenieure sind bei einer steigenden Anzahl von Produkten ( Raketentech-
nik, Weltraumsonden, Satelitentechnik, Signaliibertragungstechnik, Ubertragung
grofer Energien {iber weite Strecken im fast leeren Raum) gezwungen relativisti-
sche Gegebenheiten zu beriicksichtigen.

2. Die modernen technische Produkte nutzen meist mehrere Energieformen (mecha-
nische, elektrische, magnetische Energie, Wirmeenegie, Kernenergie).

Die erstgenannte Entwicklungsrichtung setzt einerseits die Theorie und die Analyse
elektromagnetischer Felder und andererseits mehr als nur Grundkenntnisse der spezi-
ellen Relativitétstheorie voraus.

Der zweite Trend, vor allem erzwungen durch die vielseitigeren Verflechtungen zwischen
Informationstechnik, Automatisierung, Elektronik, Mechanik und Magnetik setzt zwar
die (klassische) Theorie elektromagnetischer Felder voraus, kommt zukiinftig jedoch
ohne energietibergreifende Methoden nicht hinldnglich aus. Hier tangiert man die Feld-
theorie, die die Verschiedenartigkeit von Feldern beriicksichtigt. Andererseits lassen
sich bei mehreren Energieformen und somit auch Feldern, mit grolem Vorteil, meist
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als einzige Methode, der Lagrange- bzw. der erweiterte Hamilton-Formalismus zur Be-
rechnung verwenden.

In diesem Kapitel wird auf die Darstellung der Maxwellschen Gleichungen in verschiede-
nen Mafisystemen eingegangen, die Frage nach der Anzahl der Feldgleichungen geklart
und der Beweis iiber ihre eindeutige Losbarkeit gefiihrt. Daran schliefen sich eine Uber-
sicht zu den Arten von Randbedingungen sowie die Forderungen an die verschiedenen
Randwertaufgaben.

17.1 Mafisysteme, Anzahl der Feldgleichungen, Feld-
begriffe und Randwertaufgaben

17.1.1 Formen der Maxwellschen Gleichungen in verschiedenen
Mafssystemen

Ingenieure bevorzugen das Internationale Einheitensystem (SI-System), der Physiker
rechnet gelegentlich im Gaufischen Mafisystem. Andere Mafisysteme, z. B. das elektro-
statische Mafisystem, das Georgische MMSA-System, haben an Bedeutung verloren

und werden kaum noch zugrunde gelegt.

In die Gl (15.161), (15.193) und (15.194) werden zwei verschiedene festlegbare Kon-
stanten «g und fy eingefiigt in der Art:

1 0B
1 (0D
rot H = % (Bt +a0j> , divD = apo (17.2)

Im SI-System werden ag = 1 und [y = 1 gesetzt, so dass die dem Ingenieur gewohnte
Form der Maxwellschen Gleichungen entsteht:

B
rotE—|—%:O, divB =0 (17.3)
D
rot H = (aat —|—j) , divD=yp. (17.4)

Im Gaufsschen Mafisystem betrdgt ag = 47 und Gy = c ist also gleich der Lichtge-
schwindigkeit im Vakuum. Die Maxwellgleichungen gehen dann {iber in:

10B

rOthfgﬁ, leB:O (175)
1 /0D
rot H = — (85% + 47Tj) , divD =4mp . (17.6)
c

Da die Dimension von B und D bei der Wahl der Konstanten unangetastet bleiben,
haben im Gauftschen Mafisystem B und E sowie D und H dieselbe Dimension.
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17.1.2 Die Anzahl der Feldgleichungen

Die Berechnung von elektromagnetischen Feldern verlangt die Losung der Maxwell-
schen Gleichungen unter der Beriicksichtigung der Rand- und Anfangsbedingungen.
Fiir den Anwender sind auch Aussagen iiber Existenz von Lésungen und iiber die Ein-
deutigkeit derselben interessant. Demzufolge ist zuerst die Frage nach der Anzahl der
Feldgleichungen zu beantworten.

Die homogenen Gleichungen nach Gl. (17.3) umfassen vier partielle Differenzialglei-
chungen 1. Ordnung fiir die sechs Komponenten (Koordinaten) der beiden Feldvektoren
FE und B. Denn die die Rotation enthaltende Gleichung ist eine Vektorgleichung in
dreidimensionaler Form, die drei skalare Gleichungen enthilt und die vierte Gleichung
ist selbst eine skalare Gleichung.

Bei den inhomogenen Gleichungen nach Gl. (17.4) handelt es sich ebenfalls um vier
partielle Differenzialgleichungen 1. Ordnung fiir die sechs Komponenten (Koordinaten)
der beiden Feldgrofen H und D. Die drei Komponenten der Stromdichte j sowie o
gelten als vorgegeben.

Die Gesamtheit der Maxwellschen Gleichungen besteht somit aus acht skalaren Glei-
chungen fiir zwolf Feldgrofien, d. h. mathematisch ist dieses Gleichungssystem unterbe-
stimmt.

Die Aufhebung der Unterbestimmtheit vollzieht sich iiber die Materialgleichungen. Fiir
Materialien gelten die Beziehungen:

B=uH, D=c¢E. (17.7)

Beides sind Vektorgleichungen im dreidimensionalen Raum und umfassen demzufolge
sechs skalare Gleichungen. Da die Gleichheit gilt und sich die vier Feldvektoren nur
im Zusammenhang mit den Maxwellschen Gleichungen bestimmen lassen, kénnen in
jeder dieser drei skalaren Gleichungen nur zwei Grofsen (Koordinaten) frei gewéhlt wer-
den. Die jeweils dritte auf beiden Seiten jeder Gleichung liegt fest, weil die Vektoren
dann bestimmt sind. Die beiden Materialgleichungen liefern deshalb weitere vier Glei-
chungen. Insgesamt liegen 12 Feldgleichungen fiir die 12 zu berechnenden Koordinaten
der vier Feldgrofen vor. Die Materialgleichungen heben die Unterbestimmtheit in den
Maxwellschen Gleichungen auf.

17.1.3 Der Feldbegriff

Bis hierher wurde der Feldbegriff als eine Selbstverstidndlichkeit verwendet und soll nun
definiert werden.

In der Mathematik spricht man von einem skalaren Feld, wenn jedem Punkt P des
(dreidimensionalen) Raumes eine skalare Grofe U(P) (z.B. ein Temperaturfeld, die
Dichte in einem inhomogenen Medium, das Potenzial eines Kraftfeldes) zugeordnet ist.
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Es liegt in einem Raum ein Vektorfeld vor, wenn in jedem Punkt P dieses Raumes ein
Vektor V' (P) angegeben werden kann (z.B. Kraftfeld der Erde bzw. der Sonne, das
Geschwindigkeitsfeld der Teilchen einer stromenden Fliissigkeit, das elektrische Feld,
ein magnetisches Feld).

Diese Felder miissen ihre getrennten Ursachen haben. Die Definition des Feldbegriffes
setzt das Vorhandensein einer oder mehrerer Ursachen voraus. In der Elektrotechnik
ist das die elektrische Ladung. Dieser Begriff bezeichnet nicht nur eine ganz bestimmte,
genau charakterisierte Ladung, sondern er steht fiir ein oder mehrere, allgemeine, mit
ihm verbundene, zu seiner Bedeutung zusammengefassten Merkmale:

Definition 17.1

1. Die elektrische Ladung verkdrpert eine Eigenschaft aufSerhalb rein mechanischer
Gegebenheiten und ist erfahrungsgemdfl ein Skalar.

2. Die Ladungen treten nur als ganzzahlige Vielfache der Elementarladung auf. Als
Einheit der Ladung kdénnte man demzufolge die Ladung des Elektrons widihlen.
Wegen ihrer Kleinheit ist die Ladung eines Elektrons fiir technische Zwecke un-
geeignet, so dass man als praktische Einheit der Ladung ein Coulomb (1C) wdahlt.
Die Ladung eines FElektrons betrigt Q. = —1,602 - 10~19C. In der FEinheit der
Ladung sind somit 6,25 - 109 Elementarladungen zusammengefasst.

3. Demzufolge kann man bei einer groffen Zahl von Erscheinungen vom korpusku-
laren Aufbau der Ladungen absehen und ihre Gesamtheit betrachten, indem man
mit der Vorstellung einer iber geladene Gebiete kontinuierlich verteilten Ladung
ausgeht.

Damit ist der Begriff elektrische Ladung qualitativ und (mittels verifizierbaren Messun-
gen) quantitativ bestimmt, ohne dass man sich auf eine ganz bestimmte Ladung und
auf eine Summe genau bezeichneter Elektronen mit ihren Elementarladungen bezieht.

Nun lésst sich aufbauend auf dem Begriff der elektrischen Ladung der Feldbegriff de-
finieren.

Definition 17.2 Mit dem Vorhandensein der elektrischen Ladung existiert ein elek-
trisches Feld, welches sich im Raum in der Umgebung der Ladung ausbreitet. Befindet
sich in der Umgebung der ursdchlichen Ladung eine zweite Ladung, so wirkt auf sie
eine Kraft infolge der Wechselwirkung zwischen dem Feld der ersten Ladung und der
zweiten Ladung.

Das Feld fungiert als Tréger der Erscheinung, die in der Wirksamkeit von hier auftre-
tenden elektrischen Kréften besteht.

Die Definition 17.1 steht in Ubereinstimmung mit der von Faraday und Maxwell er-
klarten Nahwirkungstheorie. Nach ihr iibertragen sich die Kraftwirkung durch die den
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Raum erfiillenden Felder. Vorher wurde ein Fernwirkungspostulat propagiert, welches
eine Kraftwirkung aus der Ferne, d.h. eine Wirkung ohne die Vermittlung des dazwi-
schen liegenden Raumes, annahm. Die heutige Feldtheorien lehnen eine solche Fern-
wirkung ab. Die Nahwirkungstheorie hat sich, da sie in Ubereinstimmung mit den
Beobachtungen bzw. mit den technischen Vorgéingen steht, durchgesetzt.

Sollen nun Felder im Raum beschrieben werden, so steht man vor der Notwendigkeit
der Wahl eines Koordinatensystems. Bei rein rdumlichen Untersuchungen geniigt eine
dreidimensionale Basis. Befindet sich in einem Raum eine bestimmte Ladungsmenge,
dann kann eine Ladungsdichte ¢ angegeben werden. Das Integral [ odV muss dann
gleich der Summe aller im Integrationsgebiet befindlichen Ladungen sein.

Weil in Wirklichkeit die Ladungen punktférmig sind, ist die Raumladungsdichte ¢ an
allen Stellen auffer dem Orte der Ladung Null zu setzen. Dazu driicken wir g mittels
einer § - Funktion aus und bedienen uns dann der Distribution auch als verallgemeinerte
Funktion bezeichnet. Die §-Funktion ist als:

5(s) = {0, fiir z #0 178)

oo, fiir =0,

derart definiert, dass fiir das Integral:

“+o0

/ d(z)de =1 (17.9)

— 00

gilt. Ist f(x) eine beliebige stetige Funktion, dann gilt:

“+o0
/ f(x)o(z —c)dx = f(c) (17.10)
und im Besonderen:
+oo
/ F(@)d(z)dz = £(0) (17.11)

ist. Das Integrationsgebiet kann beliebig sein, muss in jedem Fall den Punkt enthalten,
in dem die ¢-Funktion nicht verschwindet. Die Gleichheit der folgenden Ausdriicke
heifit: Die rechte und die linke Seite ziehen dasselbe Ergebnis nach sich, wenn sie als
Faktor in einem Integranden auftreten:

§(—x)=0(z), I(cx)= |1?|5(x) ;¢ = const. (17.12)

In Analogie zur eindimensionalen §-Funktion §(x) lasst sich die dreidimensionale 4-
Funktion 0(r) definieren. Sie verschwindet iiberall ausgenommen am Ursprung des
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rdumlichen Koordinatensystems. Das iiber den ganzen Raum R3 erstreckte Integral
liefert:

/ o(r)dr=1. (17.13)

R3—o00
Es gilt 6(r) = 0(x)d(y)d(2) in kartesischen Koordinaten. Befindet sich die Ladung ¢,
am Ort r,, dann kann man die Raumladungsdichte darstellen in der Form:

0= 4ub(r—ma) . (17.14)
a=1

Integriert man nun iiber das gesamte Raumgebiet, so folgt wegen (17.9),...,(17.13):

/ng = /and(r —7,)dV = Z/qaé(r —ra)dV =" qq . (17.15)
v v a=1 a:lv a=1

Das heifst, es wurde die Summe der im Volumen V' enthaltenen Ladung berechnet. Aus
der Gl. (17.15) ergibt sich noch eine Schlussfolgerung: Die Ladung (eines Teilchens) ist
gemafs ihrer Definition eine Invariante und demzufolge vom Koordinatensystem und
erweitert vom Bezugssystem unabhingig. Das gilt nicht fiir die Raumladungsdichte p.
Erst das Produkt odV stellt eine Invariante dar.

Diese Darlegungen lassen sich auf das elektromagnetische Feld auszudehnen. Das elek-
tromagnetische Feld wird durch bewegte elektrische Ladungen hervorgerufen. Sowohl
dem Feld als auch der Ladung kommt Realitit zu. Der Ladung deshalb, weil sie in
diskreten Werten vorkommt und das elektromagnetische Feld erzeugt, dem Feld, weil
selbiges der Triger der elektromagnetischen Energie und der elektromagnetischen Wir-
kung ist.

17.1.4 Konvektive und konduktive Ladungs- und Stromdichten

Da die Maxwellschen Gleichungen nach Gl. (17.3) und (17.4) auch fiir bewegte Medien
gelten, setzt sich die in ihnen eingehende wahre Ladungsdichte o aus den konvektiven
Ladungsdichten o(°) und den konduktiven Ladungsdichten ¢(°d) zusammen:

0= 0 + o (17.16)

Die konvektive Ladung wird als freie Ladung oder gebunden an Kérper (z. B. auf Isola-
toren) transportiert, wihrend die konduktive Ladung aus elektrischen Ladungstriagern
bei Bewegung des Mediums hervorgeht. Im Falle ruhender Medien ist o(°? = 0. Diese
Einsicht hat, und damit der konkrete Ausdruck fiir die konduktive Ladung, die Relativi-
tatstheorie hervorgebracht. Erst sie ist in der Lage, die Theorie des Elektromagnetismus
bei beliebigen Medien richtig wiederzugeben.

Die elektrische Stromdichte j setzt sich aus der konvektiven Stromdichte j V) ynd der
konduktiven Stromdichte j¥:

§ =4 45 (17.17)
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zusammen. Die konvektive Stromdichte hat ihre Ursache in der Bewegung elektrischer
Ladungen mit der Geschwindigkeit v, d.h. in der Bewegung einer auf einem Isolator
sitzenden elektrischen Ladung durch den Transport des Isolators selbst. Die konduktive
elektrische Stromdichte entspricht der elektrischen Leitungsstromdichte (z. B. ohmsche
Leitung elektrischer Ladungen).

17.2 Eindeutige Losbarkeit der Maxwellschen Glei-
chungen

Es soll nachgewiesen werden, dass mit Hilfe der Maxwellschen Gleichungen das elektro-
magnetische Feld eindeutig bestimmt werden kann. Diese Aussage ist von prinzipieller
Bedeutung, da sie mit dem Kausalititsbegriff in der Physik zusammenhiingt. Die Kau-
salitdtsaussage besagt:

Die physikalischen Gesetze sind so aufgebaut, dass mit ihrer Hilfe bei der Kenntnis
der gegenwartigen Werte die zukiinftigen eindeutig bestimmt werden kénnen.

Es soll nun gezeigt werden, dass die Maxwellschen Gleichungen in mathematischer Form
kausale Gesetze darstellen. Dazu wird von folgendem Satz ([112], S. 74) ausgegangen:

Satz 17.1 Kennt man zu einem Zeitpunkt t = to die elektrische und die magnetische
Feldstirke in jedem Punkt des durch eine beliebige Fliche im R> begrenzten Volumens,
so lassen sich mittels der Mazwellschen Gleichungen fiir eine beliebige Zeit t sdmtliche
elektromagnetische Griflen berechnen, vorausgesetzt, dass die Tangentialkomponenten
von E oder von H in jedem Punkt der Begrenzungsfliche zum Anfangszeitpunkt tg
an bis zum Zeitpunkt t bekannt sind. Es muss weiterhin vorausgesetzt werden, dass
die eingepragten elektromagnetischen Krifte in Abhdangigkeit vom Ort und der Zeit
vorliegen.

Anmerkung:

1. Bevor der Beweis des Satzes 17.1 ausgefiihrt wird, sei noch auf folgende Tatsache
verwiesen. Es geniigt nicht zur Berechnung des elektromagnetischen Feldes im
betreffenden Volumen, die Feldgréfsen nur am Anfang zum Zeitpunkt ¢y zu ken-
nen. Sie sind auf ihrer Begrenzungsfliche auch zu jedem Zeitpunkt notwendig,
weil das herausgegriffene Volumen nicht abgeschlossen ist und durch die Angabe
der Koordinaten irgendeines Vektors auf der Begrenzungsfliche der Einfluss der
in der Zeit vor sich gehenden Verdnderung der Aufenwelt seine Beriicksichtigung
findet.

2. Die Maxwellschen Gleichungen stellen mathematisch klassifiziert lineare inhomo-
gene partielle Differenzialgleichungen von insgesamt zweiter Ordnung dar.
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Beweis des Satzes 17.1

Um den Beweis nicht unnotig zu komplizieren sei angenommen, dass die Material-
parameter €, 4 und s sowohl von der Zeit als auch von den Feldstirken unabhingig
sind.

Der Beweis wird indirekt gefiihrt. Der Ausgangspunkt der Beweiskette bildet die An-
nahme der Existenz zweier verschiedener Losungen, die die gegebenen Bedingungen
erfiillen. Es bleibt in Ubereinstimmung mit dem Inhalt des Satzes 17.1 zu zeigen, dass
diese beiden Lésungen identisch sind.

Fiir die Feldgrofen E und H sollen zwei verschiedene Paare von Feldgroften E4, H4
und E5, H5 existieren und den oben angefiihrten Bedingungen geniigen. Das bedeutet,,
zum Zeitpunkt ¢t = ¢y sind sie im gesamten Volumen gleich und in allen Punkten der
Randflache und zu allen Zeitpunkten stimmen die Tangentialkomponenten von E1, E5
oder von H1, Hy mit den vorgeschriebenen Werten iiberein. Die Feldgrofen geniigen
den Maxwellschen Gleichungen.

Bildet man die Differenz der beiden Lésungen, so geniigen die Vektoren Eq = E, — E5
bzw. Hy = H, — H, ebenfalls den Maxwellschen Gleichungen, da diese ein lineares
Gleichungssystem bilden. Zum Zeitpunkt ¢ty = 0 gelten Hg = 0 und Ey = 0.

Zur weiteren Beweisfiihrung wird die Leistung nach Gl. (16.13) herangezogen. Unter
Beriicksichtigung der durch eine fremde elektromotorische Kraft erzeugten, eingeprig-
ten Feldstirke E. gilt fiir die Leistungsstromdichte:

j=x»(E+E.). (17.18)

Damit sowie mit den angenommenen Werten fiir die Feldstdrken geht man in die GI.
16.13 und gelangt nach einigen Umformungen zur Leistungsbilanz in der Form:

) 1 1 i ,
—— qu3+feE§ dV:/J—Ode/EeogodVJr]{(EoxHo)dA.
ot 2 2 »
v v A
(17.19)
Die beiden rechten Summanden werden Null. Die eingeprégte elektrische Feldstérke ist
in allen Punkten und zu jeder Zeit unabhingig von der speziellen Losung der Max-
wellschen Gleichungen gegeben, d.h.; es gilt Eog = Eo — Eoo = 0. Dasselbe gilt auf
der Randfliche fiir die Tangentialkomponente der magnetischen bzw. der elektrischen
Feldstiirke. Der Poyntingvektor So = Ey x H ist eine zur Randfliche tangentiale
Komponente. Das Spatprodukt (Eg x Hy)dA ergibt in allen Randpunkten den Wert
Null. Die Beziehung (17.19) vereinfacht sich dementsprechend zu:

1 1 2
—%/ (2MH§+26E8> dV:/J;dV. (17.20)
14 4

Wegen der mathematischen Form des Integranden kann die rechte Seite keine negati-
ven Werte annehmen. Demzufolge kann auf der linken Seite der Wert des hinter dem
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Differenziationszeichen befindlichen Ausdrucks nur geringer werden oder Null sein. Da
er bereits zu Anfang Null war, negative Werte sowohl wegen seiner physikalischen Na-
tur, als auch wegen seiner mathematischen Form nicht annehmen kann, muss er im
betrachteten Zeitintervall stets Null sein. Es gilt:

1 1
/ <2uH§ + 25E3) dvV =0. (17.21)

Die Gleichung (17.21) ist nur fir Hy = 0 und E( = 0 erfiillbar und folgerichtig gelten:
H1:H2 N E1:E2 . (1722)

Die zu Beginn des Beweises angenommenen zwei Losungen sind also identisch. Damit
ist die Eindeutigkeit der Losung der Maxwellschen Gleichungen nachgewiesen.

17.3 Arten von Randbedingungen

Die Maxwellschen Gleichungen sind mathematisch charakterisiert lineare partielle Dif-
ferenzialgleichungen zweiter Ordnung, die bei gegebenen Randbedingungen zu integrie-
ren sind.

Da die Losungsfunktion im Allgemeinen sowohl von den Randwerten an den rdumlichen
Grenzen sowie von zeitlichen Werten abhéngen kann, unterscheidet man begrifflich im
R3 zwischen Rand- und Anfangsbedingungen.

Bei Differenzialgleichungen zweiter Ordnung unterscheidet man zwischen hyperboli-
schen, elliptischen und parabolischen partiellen Differenzialgleichungen. Der Typ der
Differenzialgleichung kann sich &ndern. Es wird zudem angenommen, dass im betrach-
teten Gebiet die Differenzialgleichung vom gleichen Typ sei.

17.3.1 Hyperbolische Differenzialgleichung und ihre Anfangs-
bedingungen

Das abgeschlossene Gebiet G mége im (¢, 21, . . ., 2, )-Raum R™! liegen. Die x; sind die
Raumkoordinaten. ¢ bezeichnet einen Parameter, der im Sonderfall die Zeit sein kann.
In der Elektrotechnik beschreiben diese Differenzialgleichungen Schwingungsvorgénge.
Bei hyperbolische Differenzialgleichungen spricht man vom Cauchy-Problem, wenn als
Losung der Differenzialgleichung;:

" 8?2 LI I - 9 9
3 a~u—&-Zaiou—u:F<t,aﬁ1,...,xn,u,u “) (17.23)
Loty o

=1 Y 0 101'] 8951675 ot? ot ’ ’ 8:1:n
eine zweimal stetig differenzierbare Funktion u(t,z1,...,2,) fir ¢ > 0 mit den An-
fangsbedingungen:
ou
w(0,21,...,2n) = ug(®1,...,Zs) , E(O,xl,...,xn):ul(xl,...,xn) (17.24)

mit vorgegeben Funktionen uy und u; gesucht wird.
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17.3.2 Elliptische Differenzialgleichungen und ihre Randbedin-
gungen

Es sei G ein beschrianktes Gebiet im (z1,...,z,)-Raum R"™ und es wirden elliptische
Differenzialgleichungen betrachtet. Elliptische Differenzialgleichungen beschreiben sta-
tische Zusténde. Sie haben die mathematische Form nach Gl. (17.25):

- 0%u ou ou
AL B, 2 17.2
Za” 0z;0z; F <x1, I 5 6xn> (17.25)

2,9

Gesucht sind Losungen dieser Differenzialgleichung, die auf dem Rand A des Gebietes

G Bedingungen der Art:
Fut ou
w4 g—
Ton N

geniigen. 9/0n bezeichnet die Normalableitung beziiglich A. f,¢g und h sind vorge-
gebene Funktionen auf A mit f > 0,g > 0 und f + g > 0. Diese Aufgabe heifst
Randwertproblem. Man unterscheidet zwischen:

=h (17.26)

Randbedingungen erster Art: ula = hq,
Randbedingungen zweiter Art: a—u = ho
on|,
und:
. . ou
Randbedingungen dritter Art: fu+ n = hs.
A

Die zugehorigen Randwertaufgaben heiffen Randwertaufgaben erster, zweiter und drit-
ter Art.

Fiir die spiter behandelte Laplace- bzw. Poisson-Gleichung Ap = F(x1,...,x,) wird
die Randwertaufgabe erster Art auch Dirichletsches Problem und die Randwertaufgabe
zweiter Art Neumannsches Problem genannt.

Die dritte Randwertaufgabe ist vom Gesichtspunkt der Elektrotechnik aus nicht von
vorrangigem Interesse. Sie wird zur inneren Dimensionierung von Halbleitern sowie bei
Elektrowdrmeaufgaben herangezogen.

17.3.3 Parabolische Differenzialgleichungen

Parabolische Differenzialgleichungen beschreiben Diffusionsvorginge. Fiir Differenzial-
gleichungen vom Typ:

n
0%u Ou

i = — 17.27
Z ij Ox;0z; Ot ( )
1,7=1
stellt man das Anfangswertproblem mit der Anfangsbedingung:

w(0,21,...,2n) = ug(T1,...,Ty) . (17.28)

Die Funktion ug ist fiir ¢t = 0 gegeben.
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17.3.4 Homogene und inhomogene Randbedingungen

Eine Randbedingung wird homogen genannt, wenn eine Linearkombination der die
Randbedingung erfiillende Funktionen u; und uy wieder den Randbedingungen geniigt,
d.h., wenn auch die Funktion aju; + asus den Randbedingungen geniigt. Sind die
Funktionen A in den Randbedingungen erster bis dritter Art verschieden von Null,
so liegen inhomogene Randbedingungen vor. Homogene Randbedingungen liegen fiir
h =0 vor.

Ein Randwertproblem mit inhomogenen Randbedingungen kann immer auf ein Pro-
blem mit homogenen Randbedingungen zuriickgefiihrt werden.

17.3.5 Forderungen an die einzelnen Randwertaufgaben

Die einzelnen Randwertaufgaben ergeben sich aus den von der Elektrotechnik (Physik)
gestellten Forderungen:

1. Die Losung des Problems soll existieren.
2. Die Losung soll eindeutig bestimmt sein.

3. Die Losung soll stetig von den Daten des Problems abhéngen.

Ein Problem, welches diese Forderungen erfiillt, bezeichnet man auch als gestelltes
Randwertproblem.

17.4 Gliederung der elektromagnetischen Felder

Fiir die sich anschliefende Herleitung ingenieurtechnischer Berechnungsmethoden fiir
elektromagnetische Felder bedarf es deren Gliederung, weil davon die Wahl der Me-
thode abhéngt. Diese Gliederung wird einerseits nach den Eigenschaften der Materia-
lien, also nach der Erfassung der Materie im jeweiligen Feld, und andererseits nach
dem Zeitverhalten der elektromagnetischen Feldgrofien vorgenommen. So entsteht eine
Klassifizierung, die sich fiir die Losung technischer Aufgabenstellungen bew#hrt hat.



