PEARSON PEARSON
—

Studium

Education

Richard C. Dorf
Robert H. Bishop

Moderne

Regelungssysteme

10., ilberarbeitete Auflage

PEARSON
e

Studium


http://www.pearsoned.de
http://www.pearson-studium.de/main/main.asp?page=bookdetails&ISBN=3827371627

ZustandsgroBenmodelle

3.1 Einleitung

3.2 Die ZustandsgroBen eines
dynamischen Systems

3.3 Die Zustandsdifferenzialgleichung

3.4 Modelle mit Signalflussgraphen und
Blockschaltbildern

3.5 Alternative Modelle mit Signalflussgraphen
und Blockschaltbildern

3.6 Herleitung der Ubertragungsfunktion aus
der Zustandsgleichung

3.7 Das Zeitverhalten und die Ubergangsmatrix
3.8 Zeitdiskrete Bestimmung von Zeitantworten
3.9 Entwurfsbeispiel: Riemenantrieb eines Druckers .

3.10 Analyse von ZustandsgréBenmodellen
mit MATLAB

3.11 Fortlaufendes Entwurfsbeispiel:
Lesekopfsystem einer Festplatte

UBERBLICK




ZUSTANDSGROSSENMODELLE

Wir haben im vorigen Kapitel die Laplace-Transformation verwendet, um zu Modellen
mit Ubertragungsfunktionen von linearen, zeitinvarianten physikalischen Systemen
zu gelangen, die durch gewdhnliche Differenzialgleichungen beschrieben werden.
Diese Vorgehensweise ist deshalb so komfortabel, weil sie einen praktischen Zugang
zu Analyse und Entwurf von Systemen liefert und man aullerdem mit Blockschaltbil-
dern arbeiten kann, die zu Subsystemen zusammengesetzt werden konnen. In diesem
Kapitel wird ein alternatives Verfahren zur Modellierung von Systemen im Zeitbe-
reich behandelt. Es werden, wie bereits vorher, physikalische Systeme betrachtet, die
durch eine gewohnliche Differenzialgleichung n-ter Ordnung beschrieben werden
koénnen. Daraus kann ein System von Differenzialgleichungen 1. Ordnung durch Ein-
fiihrung eines (nicht eindeutigen) Satzes so genannter ZustandsgroBen erzeugt wer-
den. Wenn die so gewonnenen Gleichungen 1. Ordnung in kompakter Matrixschreib-
weise dargestellt werden, erhdlt man das so genannte ZustandsgréoBenmodell (oft auch
als Zustandsraummodell oder kiirzer als Zustandsmodell bezeichnet). Dies ist ein
Modell im Zeitbereich und eignet sich bestens zur rechnergestiitzten Lsung und Ana-
lyse. Im Anschluss daran wird der Zusammenhang zwischen Modellen in Form von
Signalflussgraphen und Blockschaltbildern untersucht. Zum praktischen Verstdndnis
werden mehrere interessante physikalische Modelle einschlieBlich eines Riemenan-
triebs fiir einen Drucker prasentiert und analysiert. Das Kapitel schliet mit der Ent-
wicklung eines ZustandsgroBenmodells fiir unser fortlaufendes Entwurfsbeispiel —
dem Lesekopfsystem einer Festplatte.
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3.1 Einleitung

3.1 Einleitung

Im vorangegangenen Kapitel wurden mehrere niitzliche Ansétze zur Analyse und dem
Entwurf von riickgekoppelten Systemen entwickelt und untersucht. Mit Hilfe der
Laplace-Transformation konnten die zur Beschreibung der Systeme herangezogenen
Differenzialgleichungen in algebraische Gleichungen mit der komplexen Variablen s
umgewandelt werden. Mit dieser algebraischen Gleichung kann man schlieBlich das
Verhiltnis von EingangsgroBe zur Ausgangsgrofe als Ubertragungsfunktion darstellen.
Da digitale Rechner inzwischen praktisch iiberall zur Verfiigung stehen, bietet es sich
an, die das Regelungssystem beschreibenden Gleichungen im Zeitbereich zu formulie-
ren. Die im Zeitbereich angesiedelten Verfahren konnen auch fiir nicht lineare, zeit-
variable und MehrgroBensysteme angewendet werden.

Ein zeitvariantes Regelungssystem ist ein System, bei dem Systemparameter (einer oder mehrere)
eine Funktion der Zeit sind.

So ist zum Beispiel die Masse einer Rakete eine Funktion der Zeit, da sich der Brenn-
stoff mit der Zeit verbraucht. Ein MehrgroBensystem, wie es im Abschnitt 2.6
beschrieben wurde, ist ein System mit mehreren Eingangs- und AusgangsgroBen. Wie
bereits festgestellt wurde, vereinfacht sich die Losung einer Aufgabenstellung fiir ein
System im Zeitbereich durch den Einsatz von Digitalrechnern. Daher sollte die Sys-
temdarstellung im Zeitbereich, wie sie durch die beschreibende Differenzialgleichung
gegeben ist, ndher betrachtet werden. Im Zeitbereich findet die Beschreibung eines
Systems und seines Verhaltens liber die Zeit t als Variable statt.

Die Darstellung eines Systems im Zeitbereich ist eine wichtige Grundlage der moder-
nen Regelungstheorie und der Systemoptimierung. Im Kapitel 11 werden wir die Gele-
genheit haben, durch Anwendung von Verfahren im Zeitbereich ein optimales Rege-
lungssystem zu entwerfen. In diesem Kapitel wird zunédchst die Darstellung von
Regelungssystemen im Zeitbereich hergeleitet und verschiedene Verfahren zur Berech-
nung von Systemantworten im Zeitbereich behandelt.

3.2 Die ZustandsgrofBBen eines dynamischen Systems

Bei der Analyse und dem Entwurf von Regelungssystemen im Zeitbereich erhélt der
Begriff ,,Zustand eines Systems* eine zentrale Bedeutung [1 — 3, 5].

Der Zustand eines Systems wird durch eine Menge von Variablen beschrieben, wobei unter zusatz-
licher Kenntnis der Eingangsfunktionen und der Gleichungen, die das dynamische Verhalten
beschreiben, der zukiinftige Zustand des Systems und der AusgangsgroBen bestimmt werden kann.

Der Zustand eines dynamischen Systems kann durch eine Menge von Zustandsvariab-
len [x,(t), x,(), . . ., x,(t)] beschrieben werden. Diese Zustandsvariablen — oft auch
ZustandsgroBen genannt — sind diejenigen Variablen, die das zukiinftige Verhalten des
Systems beschreiben, wenn der augenblickliche Zustand des Systems und die
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ZUSTANDSGROSSENMODELLE

Erregungssignale bekannt sind. Wir betrachten dazu Abbildung 3.1, in der y,(f) und
v,(t) die Ausgangssignale sind und u(t) und u,(t) die Eingangssignale. Die Menge der
Zustandsvariablen [x,(t), x,(f), . . ., x,(t)] hat die Eigenschaft, dass die Kenntnis der
Anfangswerte der Zustandsvariablen [x,(ty), x,(ty), . . ., X,(fy)] zum Anfangszeitpunkt ¢,
und der Eingangssignale u,(#) und u,(f) fiir t > t, ausreicht, um die zukiinftigen Werte
der Ausgangs- und Zustandsgrofen zu bestimmen [2].

Eingangssignale Ausgangssignale
(1)
uy(t)

—> ()

Syste
A S )

\ AR 4

Abbildung 3.1: Blockschaltbild eines Systems

Die ZustandsgroBen bestimmen die zukiinftige Systemantwort, wenn der momentane Systemzustand,
die ErregungsgroBen und die das dynamische Verhalten beschreibenden Gleichungen gegeben sind.

Abbildung 3.2 zeigt die allgemeine Form eines dynamischen Systems.
x(0) Anfangs-
bedingungen

u(t) = Dynamisches System — Y0

Eingangsgrofie Zustand x(?) Ausgangsgrofie

Abbildung 3.2: Dynamisches System

Als einfaches Beispiel fiir eine Zustandsgrofle kann der Zustand eines Lichtschalters
dienen. Dieser Schalter kann sich entweder in der Stellung EIN oder AUS befinden
und somit zwei mogliche Werte ausdriicken. Wenn der Zustand eines Schalters (d.h.
seine Stellung) zum Zeitpunkt ¢, bekannt ist, kann bei Eintreffen eines Eingangssig-
nals (d.h. eines Schaltbefehls) der zukiinftige Zustand eines Elementes bestimmt wer-
den.

Der Begriff einer Menge von ZustandsgréBen kann anhand des in Abbildung 3.3.
gezeigten Feder-Masse-Dampfer-Systems erldutert werden.

>
>
Wand- 2 k
. <
Reibung<~
b=
- <
>
M
l,\‘(t) u(l)l

Abbildung 3.3: Feder-Masse-Dampfer-System
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3.2 Die ZustandsgroBen eines dynamischen Systems

Die Anzahl der zur Beschreibung des Systems verwendeten ZustandsgroBen sollte
stets so gering wie mdglich gehalten werden, damit sich keine redundanten Zustands-
grofen ergeben. Zur Beschreibung des Feder-Masse-Dampfer-Systems ist eine aus
zwei Elementen bestehende Menge an Zustandsgrofen ausreichend, ndmlich die Posi-
tion der Masse und die Geschwindigkeit der Masse. Wir kénnen somit eine Menge
von Zustandsvariablen (x,, x,) definieren, mit

dy (1)
dt

x, () =y (t) und x, (t) =

Die Differenzialgleichung beschreibt das Verhalten des Systems. Sie wird gewdhnlich
geschrieben als

2
LY b Y s ky = (o). (3.1)

M
dt dt

Wir setzen in Gleichung (3.1) die bereits definierten ZustandsgréBen ein und erhalten

d;‘tz +bx, + kx, =u(t). (3.2)

M

Das Verhalten des Feder-Masse-Dampfer-Systems wird somit durch zwei Differenzial-
gleichungen erster Ordnung beschreiben

=X, (3.3)

und
dx, ___bX _ﬁx +iu (3.4)
dt M™* M™' M '

Diese beiden Differenzialgleichungen beschreiben das Systemverhalten, indem sie die
Anderungsgeschwindigkeit fiir jede der ZustandsgroBen angeben.

Als weiteres Beispiel zur Charakterisierung eines Systems iiber seine Zustandsgréfen
betrachten wir die RLC-Schaltung in Abbildung 3.4. Man kann den Zustand dieses Sys-
tems mit zwei Zustandsgréfen (x;, x,) beschreiben, wobei x, fiir die am Kondensator
anliegende Spannung v,(f) steht und x, fiir den Strom durch die Spule i;(¢). Diese Aus-
wahl der ZustandsgroBen scheint plausibel, da die im Netzwerk gespeicherte Energie
mit diesen beiden Variablen einfach ausgedriickt werden kann durch

1 . 1
E :ELIE +ECV§. (3.5)

- Y
ir L
u(®) . +
Strom- (T) v, c R o
quelle T _
l(?

Durch x,(f,) und x,(t,) ist die gesamte im Netzwerk gespeicherte Energie gegeben und
somit auch der Zustand des Systems bei t = t,. Bei einem passiven RLC-Glied ist die
Anzahl der erforderlichen Systemvariablen gleich der Anzahl der einzelnen unabhén-

Abbildung 3.4: RLC-Schaltung
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ZUSTANDSGROSSENMODELLE

gigen energiespeichernden (d.h. der reaktiven) Elemente. Durch Anwendung der
Kirchhoffschen Knotenpunkteregel erhalten wir fiir die zeitliche Anderung der Kon-
densatorspannung eine Differenzialgleichung erster Ordnung

dv
- _cdv.
EARRFT:

=+u(t)—1i,. (3.6)
Die Anwendung der Kirchhoffschen Maschenregel fiir die rechte Masche liefert die
Gleichung fiir die zeitliche Anderung des Spulenstroms

di ;

d—tL=—H1L+VE. (3.7)

Die AusgangsgroBe dieses Systems ist gegeben durch die lineare algebraische Gleichung
v, = Ri, ().

Wir koénnen die Gleichungen (3.6) und (3.7) umschreiben, so dass wir ein Paar von
Differenzialgleichungen erster Ordnung mit den ZustandsgréBen x; und x, erhalten

dx, 1 1
=——x,+—u(t), 3.8
a - cetet® 3:8)
und
dx 1 R
dtz = -i'zX1 +IXZ. (3.9)
Das Ausgangssignal ist dann
y,(1)=v,(t) = Bx,. (3.10)

Wir kénnen das zukiinftige Verhalten des Systems und seines Ausgangssignals bestim-
men, indem wir Gleichungen (3.8) und (3.9) und die durch [x;(ty), x,(f,)] gegebenen
Anfangsbedingungen des Netzwerks heranziehen.

Die ausgewdhlten systembeschreibenden Zustandsgrofen sind nicht die einzige
mogliche Wahl, es konnen auch andere Kombinationen von Zustandsgréfen herange-
zogen werden. Fiir ein System zweiter Ordnung, wie es das Feder-Masse-Dampfer-
System oder das RLC-Glied darstellt, kann fiir die ZustandsgréBen jede beliebige line-
are Kombination von x; und x, herangezogen werden. Im Fall des RLC-Glieds konnten
ebenso die beiden Spannungen v,(f) und v;(f), mit v; als der an der Spule anliegenden
Spannung, ausgewdhlt werden. Diese neuen ZustandsgroBen sind dann mit den vor-
her verwendeten ZustandsgroBen in folgender Form verkntipft:

X, =V, =X, (3.11)

und
x, =v, =v,— Ri, = x, — RBx,. (3.12)

Gleichung (3.12) steht fiir die Beziehung zwischen der Spulenspannung und den vor-
her verwendeten ZustandsgréBen v, und i;. In einem realen System stehen mehrere
Sédtze von Zustandsgroflen zur Auswahl, die in den Ausdriicken fiir die gespeicherte
Energie enthalten sind und daher allesamt das dynamische Verhalten des Systems
erfassen. Meistens wahlt man allerdings solche Sédtze von ZustandsgroBen aus, die
leicht gemessen werden kénnen.
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3.3 Die Zustandsdifferenzialgleichung

Ein weiteres Verfahren zum Modellieren eines realen Systems ist das Erstellen eines
Bond-Graphen. Bond-Graphen kénnen sowohl fiir elektrische, mechanische, hydrauli-
sche und thermische Systeme verwendet werden als auch fiir Kombinationen ver-
schiedenartiger Elemente. Durch Anwendung von Bond-Graphen erhidlt man einen
Satz von Gleichungen in Form von Zustandsgrofen [7].

Die ZustandsgroBen eines Systems liefern Informationen tiber das dynamische
Verhalten des Systems. Ingenieure befassen sich vorwiegend mit physikalischen Sys-
temen, bei denen physikalische GréBen wie Spannung, Strom, Geschwindigkeit, Posi-
tion, Druck, Temperatur und dhnliche Gréfen eine Rolle spielen. Die Betrachtung von
Systemzustdnden beschrankt sich allerdings nicht auf die Analyse physikalischer
Systeme, sondern kann auch fiir biologische, soziale und 6konomische Systeme her-
angezogen werden. Bei solchen Systemen muss man den Begriff des Zustands iiber
den physikalischen Energiebegriff hinaus verstehen und andere Systemgréfen zur
Beschreibung des zukiinftigen Zustands des Systems verwenden.

3.3 Die Zustandsdifferenzialgleichung

Der Zustand eines Systems ist durch ein System von Differenzialgleichungen erster
Ordnung beschrieben, welche die ZustandsgréBen als Variablen (x,, x,, . . ., x,) enthal-
ten. Dieses System von Differenzialgleichungen erster Ordnung kann allgemein in fol-
gender Form geschrieben werden:

X, =a,X, +a,x,+...+a,x,+b,u +...+b u

1n“*n 1m“'m’
X, =0y X, + X, +...+a,,x, + b, u, +...+ b, u,, (3.13)
X, =0yX, +a,%X,+...+a,x,+bu +...+b,u.,
.. dx
mit x =—.
dt

Man kann dieses Gleichungssystem auch wie folgt in Matrixform schreiben [2, 5]:

X1 Ay A Qg X

diX.Z _ a?l a,, - a?n . th 4| S L (3.14)
¢ . : :

Xn anl anZ o ann Xn

Die Spaltenmatrix, die die ZustandsgroBen enthilt, wird als Zustandsvektor bezeich-
net und geschrieben als

X = , (3.15)

wobei die fett geschriebene Variable (wie auch stets im Folgenden) fiir einen Vektor
steht. Der Vektor der Eingangsgrofen wird mit u bezeichnet. Das System kann somit
kompakt als Zustandsdifferenzialgleichung dargestellt werden

x = Ax + Bu. (3.16)
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ZUSTANDSGROSSENMODELLE

Die Differenzialgleichung (3.16) wird hdufig auch als Zustandsgleichung bezeichnet.
Die Matrix A ist eine quadratische (n x n)-Matrix, Matrix B ist eine (n x m)-Matrix. Die
Zustandsdifferenzialgleichung setzt die Anderungsgeschwindigkeit des Systems in
Beziehung zum Zustand des Systems und zu den Eingangsgréfen. Die Beziehung zwi-
schen den AusgangsgroBen eines linearen Systems zu den ZustandsgréBen und den
Eingangsgr6fBen wird allgemein durch die so genannte Ausgangsgleichung beschrie-
ben

y =Cx+Du, (3.17)

mit y als Spaltenvektor der Ausgangsgrofen. Die Zustandsraumdarstellung (oder
Zustandsgrofendarstellung bzw. kurz Zustandsdarstellung) wird somit aus der
Zustandsdifferenzialgleichung und der Ausgangsgleichung gebildet.

Wir wollen die Zustandsdifferenzialgleichung des RLC-Glieds aus Abbildung 3.4
aufstellen und verwenden dazu die Gleichungen (3.8) und (3.9)

o 1] [1
X = X g x=|C -u(t). (3.18)
e 0
L

Der Ausgang des Systems wird dann zu
y=[0 R]-x. (3.19)

Mit R=3, L=1und C=0,5 erhalten wir

und
)4 =[0 3]'x.

Die Losung der Zustandsdifferenzialgleichung (Gleichung 3.16) wird auf dhnliche
Weise erhalten wie die Losung einer Differenzialgleichung erster Ordnung. Betrachtet
wird dazu die Differenzialgleichung erster Ordnung

x =ax+ bu, (3.20)

mit x(t) und u(t) als skalare Zeitfunktionen. Fiir diese Differenzialgleichung wird eine
Losung in der Form e erwartet. Durch Anwendung der Laplace-Transformation auf
Gleichung (3.20) erhalten wir

sX(s)—x(0)=aX(s)+bU(s)

und somit
_ x(0) b
X(s)= T2 2= U(s): (3.21)

Die inverse Laplace-Transformation von Gleichung (3.21) liefert uns die Losung

x(t)= e’”X(O)+fe+“(t_’)bu(r)dr. (3.22)
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3.3 Die Zustandsdifferenzialgleichung

Erwartet wird, dass die Losung der Zustandsdifferenzialgleichung dhnlich lautet wie
Gleichung (3.22) und in Differenzialform vorliegt. Die Matrixexponentialfunktion ist
definiert durch

At At
TR

a* =exp(At)=1+At+ ooy (3.23)

was fiir alle endlichen t und alle A konvergiert [2]. Als Losung der Zustandsdifferenzi-
algleichung ergibt sich dann

x(t)= exp(At)x(0)+j[A(t—r)]Bu(r)dr. (3.24)

Gleichung (3.24) kann man durch Laplace-Transformation von Gleichung (3.16) und
anschlieBendem Umstellen erhalten:

X(s)=[sI—A] ' x(0)+[sI-A] 'BU(s), (3.25)

wobei wir erkennen, dass
[sT-A]" = ¢(s)

gilt, was die Laplace-Transformierte von

¢(t) = exp(At)

ist. Wenn wir jetzt die inverse Laplace-Transformierte von Gleichung (3.25) heranzie-
hen und berticksichtigen, dass der zweite Term auf der rechten Seite der Gleichung
das Produkt

¢(s)BU(s)

enthilt, erhalten wir Gleichung (3.24). Die Matrixexponentialfunktion beschreibt die
freie Systemantwort (Eigenbewegung) und wird als Fundamentalmatrix, Transitions-
matrix oder I"Jbergangsmatrix ¢(t) bezeichnet. Somit kann Gleichung (3.24) geschrie-
ben werden als

t
x(t)=(t)x(0)+ [ ¢(t—7)BU(7)dr. (3.26)
0
Die Losung fiir das freie System (d.h. wenn u = 0 gilt) ist einfach

x, (t) G (t) - by, ()| | x,(0)

x(0]_[9a() - (0] | x0)| (3.27)

5] Lon® ~ 6,0 |x.0

Zu erkennen ist somit, dass wir fiir die Bestimmung der Ubergangsmatrix alle
Anfangsbedingungen — bis auf die Anfangsbedingung einer einzigen Zustandsvariab-
len — zu 0 (Null) setzen und dann die Antwort jeder ZustandsgroBe auswerten miis-
sen. Das heilit, dass der Term ¢,(t) die Antwort der j-ten ZustandsgréBe bezogen auf
den Anfangszustand der i-ten ZustandsgroBle darstellt, wenn alle anderen Anfangszu-
stinde zu Null gesetzt sind. In einem spéteren Abschnitt werden wir die Beziehung
zwischen den Anfangsbedingungen und den Zustandsvariablen heranziehen, um die
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ZUSTANDSGROSSENMODELLE

Elemente der Ubergangsmatrix zu bestimmen. Zuerst wollen wir allerdings verschie-
dene brauchbare Signalfluss-Zustandsmodelle von Systemen entwickeln und diese
Signalflussgraphen dazu verwenden, die Stabilitdt dieser Systeme zu untersuchen.

3.4 Modelle mit Signalflussgraphen und
Blockschaltbildern

Der Zustand eines Systems beschreibt das dynamische Verhalten eines Systems,
wobei das dynamische Verhalten durch einem Satz von Differenzialgleichungen erster
Ordnung gegeben ist. Das dynamische Verhalten eines Systems kann ebenfalls alterna-
tiv durch eine Zustandsdifferenzialgleichung beschrieben werden, wie in Gleichung
(3.16) dargestellt. Unabhéngig davon, welche mathematische Darstellung man wahlt,
ist es stets sinnvoll, ein grafisches Modell des Systems zu entwickeln, um mit Hilfe
dieses Modells eine Verbindung zwischen den ZustandsgroBen und der Ubertragungs-
funktion herzustellen. Als grafisches Modell kann dabei entweder ein Signalfluss-
graph oder ein Blockschaltbild gew&hlt werden.

Wie wir in den vorigen Kapiteln gesehen haben, kann ein System vollstindig durch
eine Ein-/Ausgangsbeziehung in Form der Ubertragungsfunktion G(s) beschrieben
werden. Wenn wir z.B. etwas iiber die Beziehung zwischen der Ausgangsspannung
und der Eingangsspannung des Netzwerks aus Abbildung 3.4 erfahren wollen, konnen
wir die Ubertragungsfunktion
V. (s)

G(s)= l;(s)

heranziehen.
Die Ubertragungsfunktion fiir dieses RLC-Glied hat die Form

_Vo(s) _ a

U(s) s*+ps+y’ (5.28)

G(s)

mit a, f und y als jeweilige Funktionen der Schwingkreisparameter R, L. und C. Die
Werte von «, f und y konnen aus den Differenzialgleichungen ermittelt werden, die
das Netzwerk beschreiben. Fiir das RLC-Glied (s. Gleichungen 3.8 und 3.9) erhalten
wir dann

X, =—%X2+%U(t), (3.29)
. 1 R
X2=IX1—IXZ, (3.30)
und
v, = Rx,. (3.31)

Abbildung 3.5(a) zeigt den Signalflussgraphen, der dieses Gleichungssystem darstellt,
wobei 1/s fiir eine Integration steht. Das dazugehorige Blockschaltbild ist in Abbil-
dung 3.5(b) dargestellt. Als Ubertragungsfunktion ergibt sich

V,(s) R 1 _ R 1
=— =
U(s) LCs [ R 1 ] LC[SZ+E 1

1+ +—
Ls | LCs s

. (3.32)
L LC]
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3.4 Modelle mit Signalflussgraphen und Blockschaltbildern

~I=

¥« | —
¥~ =
)

y

us) O

O Vo(s)

al—y
A
=0
|
al=
C
& | — Y
A

(a)

LS
L
1 + I IR + X 1 X
Ul(s) = T 5 » 5 2 » R Vo(s)

A

al=

(b)
Abbildung 3.5: RLC-Glied (a) Signalflussgraph (b) Blockschaltbild

In der Realitdt sind viele elektrische Schaltkreise, elektromechanische Systeme und
Regelungssysteme leider nicht so einfach strukturiert wie das RLC-Glied in Abbildung
3.4. Fiir solche Systeme ist es oft schwierig, einen Satz von Differenzialgleichungen zu
bestimmen, der das System hinreichend beschreibt. Aus diesem Grunde ist es oft ein-
facher, die Ubertragungsfunktion eines Systems mit Hilfe der im Kapitel 2 behan-
delten Verfahren und das Zustandsmodell aus der Ubertragungsfunktion herzuleiten.

Das Zustandsmodell als Signalflussgraph und das Blockschaltbild kénnen einfach
aus der Ubertragungsfunktion eines System hergeleitet werden. Wie wir allerdings
bereits im Abschnitt 3.3 festgestellt haben, gibt es fiir ein System mehrere mogliche
Sdtze von Zustandsvariablen, die zur Beschreibung des Systems ausgewidhlt werden
konnen und als Folge daraus gibt es auch mehrere mégliche Darstellungen als Signal-
flussgraph oder Blockschaltbild fiir dasselbe System. Wir werden in diesem Kapitel
einige so genannte Normalformen (oder auch kanonische Formen) der Systemdarstel-
lung tiber die ZustandsgréBen kennen lernen, wie z.B. die Phasennormalform. Allge-
mein kénnen wir eine Ubertragungsfunktion darstellen als

m—1

U(s)  s"+a, s +-+as+a,

_Y(s) b,s"+b,s""+ - +bs+b,

G(s)

(3.33)

wobei n 2 m gilt und alle Koeffizienten a und b reelle Zahlen sind. Durch Multiplika-
tion von Zdhler und Nenner mit s™ ergibt sich

_bys ™ b sy b hs"
1+a, s ' +-+as " +a,57" '

G(s)

(3.34)
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Durch unseren Umgang mit der Verstarkungsformel von Mason im Abschnitt 2.7 erken-
nen wir die bekannten Riickkopplungsfaktoren im Nenner und die Faktoren fiir den
Vorwirtspfad im Zahler. Die Verstarkungsformel von Mason hat die allgemeine Form

Y(s) _ 2. BA
U(s) A

G(s)= (3.35)

Wenn sich alle Riickkopplungsschleifen beriihren und alle Vorwiartspfade wiederum
die Riickkopplungsschleifen beriihren, vereinfacht sich Gleichung (3.35) zu

>.B Summe der Faktoren im Vorwértspfad
1— EqN: L, 1—Summe der Faktoren im Riickkopplungspfad -

G(s)= (3.36)

Es gibt mehrere Signalflussgraphen, die eine einzelne Ubertragungsfunktion reprisen-
tieren konnen. Zwei Signalflussgraphen, die auf der Verstarkungsformel von Mason
beruhen, sind hier von besonderem Interesse und werden daher eingehend behandelt.
Im nédchsten Abschnitt werden wir dann zwei weitere Konfigurationen behandeln: das
physikalische ZustandsgréBenmodell und das Modell in Diagonalform (oder in
Jordanscher Normalform).

Um die Herleitung des Zustandsmodells als Signalflussgraph zu verdeutlichen, wol-
len wir zunichst die Ubertragungsfunktion vierter Ordnung betrachten

Y(s) b, bys™*

G(s)= = =
(s) U(s) s*+as’+as’+as+a, 1+a,s ' +a,s°+as > +as

. (3.37)

Wir erkennen zunéchst, das System ist von 4. Ordnung und wird damit darstellbar
durch vier Zustandsgroflen (x;, x,, X3, x;). Wenn wir die Verstdarkungsformel von
Mason heranziehen, kénnen wir sehen, dass der Nenner als die Zahl 1 minus der
Summe der Schleifenverstarkungen aufgefasst werden kann. Weiterhin ist der Zghler
der Ubertragungsfunktion gleich dem Faktor des Vorwirtspfades aus dem Signalfluss-
graphen. Im Graphen muss eine Anzahl von Integratoren zur Verfiigung gestellt wer-
den, die der Ordnung des Systems entsprechen. Abbildung 3.6 zeigt die erforderlichen
Knoten des Graphen und die vier Integratoren. Wenn wir die einfachste aller mog-
lichen Reihenschaltungen der Integratoren wihlen, ergibt sich die Darstellung der
Ubertragungsfunktion als Graph wie in Abbildung 3.7 gezeigt. Beim Betrachten dieser
Abbildung erkennen wir, dass sich alle Schleifen beriihren und dass die Ubertragungs-
funktion dieses Graphen tatsédchlich Gleichung (3.37) entspricht. Der Leser kann dies
leicht nachvollziehen, da der Faktor des Vorwirtspfads des Signalflussgraphen b,/ s*
betrdgt und der Nenner gleich 1 minus der Summe der Schleifenverstarkungen ist.

U(s) s s s s Y(s)
O O0—-—0 O0—+—0 O0—0 0—+—0 O
Xy Xy X3 X3 Xy Xy X Xy

Abbildung 3.6: Knoten und Integratoren fiir ein System 4. Ordnung
Wir kénnen auch das Blockschaltbild aus Gleichung (3.37) heranziehen. Durch Umstel-

len der Terme in Gleichung (3.37) und Anwenden der inversen Laplace-Transformation
erhalten wir das Modell als folgende Differenzialgleichung
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(b)
Abbildung 3.7: Modell fiir G(s) aus Gleichung (3.37) (a) Signalflussgraph (b) Blockschaltbild

Die vier ZustandsgroBen werden wie folgt definiert:

w [\.?<
I

»—\k.

I

> ><
Il Il
R
Il Il

o@|k< o@|k< o@|‘<

Daraus folgt, dass die Differenzialgleichung 4. Ordnung dquivalent als vier Differenzial-
gleichungen erster Ordnung geschrieben werden kann

X, =X, X, = X5, X3 =X,
und
X, =—0,X, —a,X, —4,X, —d;X, +U,
mit der dazugehorigen Gleichung fiir den Ausgang

y =byx,.

Abbildung 3.7(b) zeigt, wie man sich das Blockschaltbild einfach aus den vier Diffe-
renzialgleichungen erster Ordnung herleiten kann.
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Wir betrachten jetzt die Ubertragungsfunktion 4. Ordnung fiir den Fall, dass der Zih-
ler ein Polynom von s ist

bs'+bs'+hs+b, __bs ' +bst4bs+hs g 49

4

G(s)=

T A 3 2 -1 -2 -3 -
s +a,s"+a,s"+as+a, 1+a;s +a,s “+as  +qs

Die Terme im Zdhler stehen fiir die Faktoren des Vorwiértspfads in der Verstarkungsfor-
mel von Mason. Die Vorwiértspfade werden alle Schleifen beriihren. Abbildung 3.8(a)
zeigt eine passende Realisierung von Gleichung (3.38) als Signalflussgraph. Die Fak-
toren des Vorwirtspfads sind b; /s, b,/ s%, by / s3> und b,/ s*, wie fiir den Zihler der
Ubertragungsfunktion gefordert. Wir miissen uns daran erinnern, dass laut der Verstir-
kungsformel von Mason der Zihler einer Ubertragungsfunktion nichts Anderes als die
Summe der Faktoren des Vorwirtspfades ist. Diese allgemeine Form eines Signalfluss-
graphen kann die allgemeine Ubertragungsfunktion aus Gleichung (3.38) reprisentie-
ren, wenn man n Rickkopplungsschleifen mit den dazugehérigen a, Koeffizienten
vorsieht sowie m Faktoren fiir den Vorwartspfad mit den dazugehorigen b,, Koeffi-
zienten. Abbildung 3.8 zeigt die allgemeine Form des Zustandsmodells, die auch als
Phasennormalform bezeichnet wird, als Signalflussgraph und Blockschaltbild.

1
U(s) O—>

(a)

L5 ]
+e¥y+
1 | * 1 | %1
s H + "

(b)
Abbildung 3.8: Modell fir G(s) aus Gleichung (3.38) als Phasenvariablendarstellung (a) Signalflussgraph
(b) Blockschaltbild
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In Abbildung 3.8 sind die Zustandsgrofen als Ausgangsgrofie der jeweiligen energie-
speichernden Elemente dargestellt, d.h. als Ausgang jedes Integrators. Um jetzt den
Satz von Differenzialgleichungen erster Ordnung zu erhalten, die das Zustandsmodell
aus Gleichung (3.38) reprasentieren, werden wir im Signalflussgraphen einen neuen
Satz von Knoten einfithren, die unmittelbar vor jeden Integrator in Abbildung 3.8(a)
geschaltet werden [5, 6]. Da die Knoten vor dem Integrator eingefiigt werden, stellen
sie die Ableitung des Ausgangs jedes Integrators dar. Abbildung 3.9 zeigt den Signal-
flussgraphen mit den eingefiigten Knoten. Durch Anwendung des Graphen auf diese
Abbildung erhalten wir den folgenden Satz von Differenzialgleichungen erster Ord-
nung zur Beschreibung des Systemverhaltens:

X1 = Xy X5 T X5, X3 = Xy,

X, = —QyX, — 0, X, —Q,X, — A, X, +U. (3.39)
In dieser Gleichung werden x,, x,, . . . , x,, als Phasenvariablen bezeichnet.
D = Neue Knoten b3

—a

Abbildung 3.9: Signalflussgraph von Abbildung 3.8 mit neu eingefiigten Knoten

Das Blockschaltbild kann ebenso direkt aus Gleichung (3.38) konstruiert werden. Wir
definieren dazu eine Hilfsvariable Z(s) und schreiben Gleichung (3.38) um

Y(s)  bs’+bs*+bs+b, Z(s)

G(s)= - .
(s) U(s) s*+as’+a,s’+as+a, Z(s)

Durch gleichzeitige Multiplikation von Zahler und Nenner mit der Hilfsvariablen Z(s)
andert sich die Ubertragungsfunktion nicht. Gleichsetzen von Zihler- und Nenner-
polynom liefert

Y(s)= [b353 +b,s* +bs+ bO]Z(s)
und

U(s)= [54 +a,5° +a,s" +a;s+ aO]Z(s).
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Durch Anwendung der inversen Laplace-Transformation auf beide Gleichungen erhal-
ten wir die Differenzialgleichungen
d’z d*z dz

=b,—+b +b —+
.y 3 dt3 2 dtz 1 dt

b,z

und
u ——d4Z a _daz +a _dzz +a £+a z
det 7P de® At tde T
Wir definieren die vier Zustandsvariablen wie folgt:
X, =z
X,=X,=2Z
X, =X,=7Z

X, =X,=Z.

Die Differenzialgleichung kann dann dquivalent geschrieben werden als

X, =X,
X, = X,
X3 =X,y

und
X, =—Q,X, — X, — @, X, — 4, X, + U,

mit der dazugehorigen Gleichung fiir die Ausgangsgrofe
y =byx, + bx, +b,x, +b,x,.

Wie aus Abbildung 3.8(b) ersichtlich ist, kann man das Blockschaltbild leicht aus den
vier Differenzialgleichungen erster Ordnung und der Gleichung fiir die AusgangsgroBe
herleiten.

Weiterhin wird die AusgangsgroBe einfach zu

y(t)=b,x, + bx, + b,x, + b,x,. (3.40)

Wir kénnen das System aus Gleichung (3.38) in Matrixform darstellen

x = Ax+Bu, (3.41)
oder auch )
X, 0 1 0 0 X, 0
d|x 0 0 1 0 X 0
—| 2= AT (u(?). (3.42)
dt| x, 0 0 0 1]|x]| |0
X, -a, —a, —a, —a;||x,| [1
Der Ausgang ist dann .
Xy
X,
v(t)=Cx=[b, b, b, b,] - (3.43)
3
X, |
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Die in Abbildung 3.8 gezeigten grafischen Strukturen stellen Gleichung (3.38) aller-
dings nicht eindeutig dar. Das zugeordnete System kann durch weitere ebenso giiltige
Strukturen dargestellt werden. Abbildung 3.10(a) zeigt eine solche Struktur, die Glei-
chung (3.38) auf dquivalente Weise repréasentiert. In diesem Fall wurden die Faktoren
des Vorwirtspfades durch Mitkopplung des Signals U(s) erhalten. Dieses Modell wird
daher als Normalform mit Vorwirts-Mitkopplung des Eingangssignals bezeichnet.

U(s)

U(s) > by > Y(s)

(b)

Abbildung 3.10: (a) Alternatives Zustandsmodell als Signalflussgraph fiir Gleichung (3.38). Dieses Modell wird auch
als Normalform mit Vorwarts-Mitkopplung des Eingangssignals bezeichnet. (b) Blockschaltbild der Normalform mit
Vorwarts-Mitkopplung des Eingangssignals

Das Ausgangssignal y(t) ist gleich der ersten Zustandsvariablen x;(f). Diese Graphen-
Struktur hat die Faktoren des Vorwirtspfads b,/ s*, b, / s, b, / s und b, / s, wobei alle
Vorwirtspfade die Riickkopplungsschleifen beriihren. Daher ist die resultierende
Ubertragungsfunktion tatsichlich identisch mit Gleichung (3.38).

Zu der Normalform mit Vorwérts-Mitkopplung des Eingangssignals gehort ein Satz
von Differenzialgleichungen erster Ordnung

X, =—a,x, + x, +bu, x, =—a,x, +x, +b,u,

X, =—a,x,+x,+bu und x, =—q,x, +byu. (3.44)
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In Matrixdarstellung bekommen wir somit

-a;, 1 0 0 b,
dx |-a, 0 1 0 b,
—= x+| |t 3.45
at —aloo1"b1”() (345
-a, 0 0 0 b,

und
v(t)=[1 0 o o]-x+[o]u().

Obwohl die Normalform mit Vorwérts-Mitkopplung des Eingangssignals aus Abbildung
3.10 die gleiche Ubertragungsfunktion darstellt wie die Phasennormalform aus Abbil-
dung 3.8, sind die ZustandsgroBen fiir die beiden Graphen nicht gleich. Wir kénnen
weiterhin erkennen, dass die Anfangsbedingungen des Systems durch die Anfangs-
bedingungen des Integrators x;(0), x,(0), . . ., x,(0) dargestellt werden kénnen. Wir wol-
len im Folgenden ein Regelungssystem betrachten und fiir dieses System die Zustands-
differenzialgleichung bestimmen, indem wir die beiden Formen von
Zustandsmodellen mit Signalflussgraphen verwenden.

\
EIHEREN Zwei ZustandsgroBenmodelle
Abbildung 3.11 zeigt ein Regelungssystem mit einer einzelnen Riickkopplungs-
schleife. Die Ubertragungsfunktion dieses Regelkreises ist
Y 25° +8s+
T(s)= (s) _ i s 285 6
U(s) s*+8s°+16s+6
Durch Multiplizieren von Zihler und Nenner mit s erhalten wir
-1 -2 -3
T(s)= Y (s) __ 32 _1+85 :I—zﬁs . @)
U(s) 1+8s'+16s*+6s
U + Gy = 26+ DG +3) > ¥(s)
& _'_?_' O = S+ 2+ 4 -
Abbildung 3.11: Regelungssystem mit einer Riickkopplungsschleife
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Wir erkennen, dass eine Faktorzerlegung der Zghler- und Nennerpolynome nicht not-
wendig war, um die Zustandsdifferenzialgleichungen fiir das Phasenmodell oder fiir
das Modell mit Vorwirts-Mitkopplung des Eingangssignals zu erhalten. Durch das
Fortlassen der Faktorenzerlegung der Polynome wird uns einiges an Rechenarbeit
erspart. Fiir beide Modelle werden drei Integratoren benétigt, da das System die Ord-
nung 3 hat. Es ist wichtig darauf hinzuweisen, dass die ZustandsgroBen des Zustands-
modells aus Abbildung 3.12 nicht identisch mit den ZustandsgréBen des Zustands-
modells aus Abbildung 3.13 sind. Natiirlich stehen beide Sdtze von Zustandsgrofen
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iiber eine entsprechende lineare Transformation der Variablen miteinander in Bezie-
hung. Eine lineare Matrixtransformation wird dargestellt als

z =Mx

und transformiert den Vektor x durch die Matrix M in den Vektor z . Es bleibt noch fest-
zustellen, dass die Ubertragungsfunktion von Gleichung (3.33) ein lineares System mit
konstanten Koeffizienten und einer Ausgangsgrofe darstellt. Somit kann die Ubertra-
gungsfunktion ebenso fiir eine Differenzialgleichung n-ter Ordnung stehen

dny dn—ly dmll dm—lu

F+anﬂw+---+aoy(t) = F"_bm—lW"_""i_bou(t)' (3.50)
Entsprechend konnen wir die n Gleichungen erster Ordnung fiir die Differenzialglei-
chung n-ter Ordnung erhalten, indem wir das Phasenvariablenmodell oder das Modell
mit EingangsgroBen-Mitkopplung heranziehen.

3.5 Alternative Modelle mit Signalflussgraphen und
Blockschaltbildern

Ein Regelungstechniker muss hdufig Blockschaltbilder von Regelungssystemen unter-
suchen, die konkrete technische Gerdte und GréBen darstellen. Abbildung 3.14 zeigt
beispielhaft das Modell eines Gleichstrommotors, bei dem die Geschwindigkeit der
Welle als AusgangsgroBe dient [9]. Wir wihlen fiir die folgenden Untersuchungen die
physikalischen GroBen als die ZustandsgréBen. Wir wihlen also

x, = y(t) als die Geschwindigkeit der Welle,

x, = i(t) als den Erregerstrom und

1 1
X, = Zr(t) —Eu(t) als dritte ZustandsgroBe, mit u(t) als Erregerspannung.

Regler Motor und Last
Erreger-
feld- Erreger- Geschwindigkeit
spannung feldstrom
R(s) —| G5 =2+ D > ! > 6 > Y
¢ (s +5) U(s) (s +2) I(s) (s +3)

Abbildung 3.14: Blockschaltbild des offenen Regelkreises fiir einen Gleichstrommotor mit der Geschwindigkeit als Aus-
gangsgroBe

Wir konnen die Modelle fiir diese physikalischen GréBen wie in Abbildung 3.15
gezeigt zeichnen, wobei die eben eingefiihrten drei ZustandsgréBen x,, x, und x;
berticksichtigt sind. Wir werden diese gewéhlte Form als physikalisches Zustands-
groBenmodell bezeichnen. Dieses Modell ist besonders fiir solche Anwendungsfille
geeignet, bei denen die physikalischen Zustandsgréfen direkt gemessen werden kon-
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nen. Man beachte dabei, wie fiir jeden dargestellten Block das Modell gesondert
bestimmt wird. So lautet zum Beispiel die Ubertragungsfunktion fiir den Regler
-1
U(s) _ G.(s)= 5(s+1) _ 5+5s_l .
R(s) s+5  1+5s

Im Signalflussgraphen wird diese Ubertragungsfunktion durch den Zweig zwischen
R(s) und U(s) dargestellt.

2
O
A 4
4
g
A
C
Y
<>
Y
Ny
oy
Yo |—
=
4
O
=
&

Y(s)

(b)

Abbildung 3.15: (a) Signalflussgraph der physikalischen ZustandsgréBen fiir das Blockschaltbild aus Abbildung 3.14
(b) Blockschaltbild

Die Differenzialgleichung der Zustandsgréfen kann direkt aus Abbildung 3.15 heraus-
gelesen werden

-3 6 0 0
x=|0 -2 —20|x=|5|-r(t) (3.51)
0 0 -5 1
und
v=[1 0 0]x. (3.52)

Als zweite wichtige Modellform wollen wir das entkoppelte Zustandsvariablenmodell
betrachten. Die vollstdndige Ubertragungsfunktion des in Abbildung 3.14 gezeigten
Blockschaltbilds lautet

Y (s)
R(s)

30(s+1)  _ q(s)
(s+5)(s+2)(s+3) (5—51)(5—52)(5—53)’

wobei die Sprungantwort drei Modi hat, die durch s;, s, und s; bestimmt sind. Diese
Modi ergeben sich nach Partialbruchzerlegung zu

= T(S) =

Y(S)= (s)= k + k, + k,
R(s) s+5 s+2 s+3°

(3.53)
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Mit den im Kapitel 2 erlernten Verfahren finden wir k; = —-20, k, = -10, k; = 30. Abbil-
dung 3.16 zeigt das entkoppelte Zustandsvariablenmodell, das Gleichung (3.53) repra-
sentiert.

YRS
=
5
v
_
rL‘

N
vs)  Ris) — 4> —>

R(s)

-
> 1)
h

() (b)

Abbildung 3.16: System aus Abbildung 3.14 als entkoppeltes Zustandsvariablenmodell (a) als Signalflussgraph und
(b) als Blockschaltbild

Die Matrix der Zustandsdifferenzialgleichung lautet

-5 0 0 1
x=|0 =2 0|x+|1|r(t)
0 0 3 1
und
v(t)=[-20 -10 30]-x. (3.54)

Wie in Abbildung 3.16 bereits angedeutet, haben wir die Zustandsgréfe x; dem Term
$1=-5, X, dem Term s, = -2 und x; dem Term s; = —3 zugeordnet. Diese Zuordnung ist
natiirlich willkiirlich, ebenso gut hétte man auch x, dem Faktor (s + 2) zuordnen kon-
nen.

Die entkoppelte Form der Zustandsdifferenzialgleichung in Matrixform weist die
unterschiedlichen Pole des Modells —s;, —s,, . . . , —s, aus. Diese Form der Darstellung
wird oft auch als diagonale Normalform (oder kurz als Normalform) bezeichnet. Ein
System kann immer dann in diagonaler Normalform aufgeschrieben werden, wenn es
iiber unterschiedliche Pole verfiigt. In jedem anderen Fall kann das System nur in der
Jordanschen Normalform notiert werden [29].
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~

Epidemieartige Ausbreitung einer Infektions-
krankheit

Beispiel 3.2

Man kann die epidemieartige Ausbreitung einer Infektionskrankheit als ein Sys-
tem von Differenzialgleichungen beschreiben. Die untersuchte Population wird
hierzu in drei Gruppen x,, x, und x5 aufgeteilt, wobei die Gruppe x; potenziell
fir die Krankheit anféllig ist, die Gruppe x, bereits durch die Krankheit infiziert
ist und die Gruppe x5 bereits aus der Population ausgeschieden ist, sei es durch
Immunisierung, Tod oder durch Isolation von x;. Die drei Differenzialgleichun-
gen fiir dieses riickgekoppelte System lauten

dx

dtl =—ax, — Bx,+u, (i),
dx

dtz =Bx,—yx,+u, (t))
dx,
T =ax, +yXx,.

Die Zuwanderungsrate der Population fiir potenziell anféllige Personen ist gleich
u,(t) und die Zuwanderungsrate fiir bereits infizierte Personen ist gleich u,(t). Bei
einer abgeschlossenen Population gilt u,(t) = u,(f) = 0. Als interessanter Seiten-
blick ist anzumerken, dass diese Gleichungen auch die Ausbreitung eines neuen
Gedankenguts durch die Population hindurch beschreiben kénnten.

Die physikalischen ZustandsgroBen fiir dieses System sind x;, x, und xj.
Abbildung 3.17 zeigt das Modell fiir dieses System von Differenzialgleichungen.
Die Vektordifferenzialgleichung lautet

X, -a —f 0] |x, 10
d [ul(t)]. (3.55)

—| X, |= -y O0||x,(+|0 1]
%= f 2 (1)
X, a y 0 00

s

Die Untersuchung von Gleichung (3.55) und der in Abbildung 3.17 gezeigten
Modelle ergibt, dass die ZustandsgroBe x; von x,, und x, abhédngig ist und diese
beiden GroBen nicht beeinflusst.

Wir betrachten jetzt den Fall einer abgeschlossenen Population, bei der u,(t) =
u,(f) = 0 gilt. Der Gleichgewichtszustand im Zustandsraum dieses Systems wird
durch Setzen von

dx

T
erhalten. Wenn der Gleichgewichtszustand im Zustandsraum erreicht ist, befin-
det sich das System im Ruhezustand. Aus Gleichung (3.55) entnehmen wir, dass
der Gleichgewichtszustand fiir dieses System bei x; = x, = 0 erreicht wird. Um
bestimmen zu konnen, ob die epidemische Infektion aus der Population ver-
schwinden wird, miissen wir daher die charakteristische Gleichung des Systems
ermitteln.
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IDUHEEME Regelung eines invertierten Pendels

Abbildung 3.18 zeigt, wie ein Objekt balanciert wird, etwa in der Art eines
Besenstiels auf der Hand. Die einzige in diesem System vorhandene Gleichge-
wichtslage ist gegeben durch 6(f) = 0 und df / dt = 0. Diese Aufgabenstellung ist
sehr dhnlich der Aufgabe, einer Rakete unmittelbar nach dem Start die richtige
Richtung zu geben. Abbildung 3.19 zeigt eine weitere, geradezu klassische Vari-
ante dieser Aufgabe, ndmlich das Problem des invertierten Pendels, das auf
einem beweglichen Wagen befestigt ist. Der Wagen soll dabei so bewegt werden,
dass die Masse m zusammen mit dem Pendel stets in der senkrechten Lage ver-
bleibt. Als ZustandsgroBen dienen dabei die Winkelabweichung 6(t) gegeniiber
der Senkrechten und die Position des Wagens y(¢). Man kann die Differenzial-
gleichungen, die die Bewegungsvorgiange innerhalb dieses Systems beschreiben,
erhalten, indem man die Kréftebilanz fiir die horizontale Richtung aufstellt
sowie die Bilanz der am Drehpunkt anliegenden Drehmomente [2, 3, 10, 28]. Wir
nehmen dabei an, dass M >> m gilt und dass die Winkelabweichung 6(t) so klein
ist, dass die Gleichungen linear bleiben.

u(t)
Bewegung der Hand

Abbildung 3.18: Ein invertiertes Pendel wird durch Handbewegungen ausbalanciert. Das Ziel lautet: 6(t) so
klein wie mdglich zu halten. Zur Vereinfachung wird angenommen, dass das Pendel sich nur in der xy-Ebene
bewegen kann.

Masse m

M > 11(1)

Reibungs-

O O —> (0 lose Fliche

Abbildung 3.19: Invertiertes Pendel auf einem Wagen. Das Pendel kann sich nur in der vertikalen Ebene bewegen.
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3.6 Herleitung der Ubertragungsfunktion aus der
Zustandsgleichung

Fiir eine gegebene Ubertragungsfunktion G(s) kénnen wir die Gleichungen fiir die
Zustandsgrofien aus dem Signalflussgraphen erhalten. Wir werden uns im Folgenden
damit beschiftigen, wie man die Ubertragungsfunktion G(s) fiir ein System mit einem
einzigen Eingang und einem einzigen Ausgang bestimmen kann. Wir ziehen die Glei-
chungen (3.16) und (3.17) heran und erhalten

x =Ax+Bu (3.66)

und
y =Cx (3.67)

mit y als einzigem Ausgang und u als einzigem Eingang. Die Laplace-Transformierten
der Gleichungen (3.66) und (3.67) sind

sX(s)=AX(s)+BU(s) (3.68)

und
Y (s)=CX(s), (3.69)

mit B als (n x 1)-Matrix, da u der einzige Eingang ist. Da wir nach der Ubertragungs-
funktion suchen, brauchen wir hier keine Anfangsbedingungen anzugeben. Durch
Umstellen von Gleichung (3.68) erhalten wir

(sI-A)-X(s)=BU(s).

Es gilt
[s1-A]" =g (s).

somit erhalten wir

X(s)=¢(s)BU(s).
Wir setzen X(s) in Gleichung (3.69) ein und erhalten
Y (s)=Cop(s)BU(s). (3.70)
Wir erhalten somit fiir die Ubertragungsfunktion G(s) = Y(s)/ U(s)

G(s)=Co(s)B. (3.71)
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3.7 Das Zeitverhalten und die Ubergangsmatrix

Oft mdchte man etwas iiber das Zeitverhalten der Zustandsgrofen eines Regelungssys-
tems erfahren, um so die Leistungsfahigkeit des Systems einschétzen zu kénnen. Man
kann das Zeitverhalten eines Systems einfach durch Loésen der Vektordifferenzial-
gleichung erhalten. Im Abschnitt 3.3 haben wir gesehen, dass die Losung fiir die
Zustandsdifferenzialgleichung (3.26) lautete

x(t)=CD(t)x(O)+jCI)(t—r)Bu(t)dr. (3.72)

Es ist einleuchtend, dass, wenn die Anfangsbedingungen x(0), die Eingangsgrofe u(r)
und die Ubergangsmatrix ®(t) bekannt sind, das Zeitverhalten von x(f) numerisch
ermittelt werden kann. Somit verdichtet sich die Problemstellung auf die Untersu-
chung der Ubergangsmatrix ®(#) als charakteristische Darstellung der Systemantwort.
Es ist ein groBer Vorteil, dass die Ubergangsmatrix durch Heranziehen des Signalfluss-
graphen leicht gewonnen werden kann, wie wir bereits vorher gesehen haben.

Bevor wir mit der Berechnung der Ubergangsmatrix mit Hilfe des Signalflussgraphen
fortfahren, sollte noch erwdhnt werden, dass es weitere Methoden zur Auswertung
der Ubergangsmatrix gibt, wie z.B. die Auswertung der Exponentialreihe

o Akik
<I>(t)=exp(At)=k§::0Akf (3.73)

in verkiirzter Form [2, 8]. Des Weiteren existieren verschiedene effiziente Verfahren
zur Auswertung von ®(t) durch Computer-Algorithmen [21]. Gleichung (3.25) lieferte

e O (s)=[sI-A] .

Wenn ®(s) durch Matrixinversion gewonnen wird, konnen wir somit ®(t) iiber die
Beziehung ®(t) = L"{®(#)} erhalten. Fiir Systeme hoherer Ordnung gestaltet sich die
Matrixinversion aber zunehmend schwierig.

Die Niitzlichkeit des Zustandsmodells als Signalflussgraph zur Gewinnung der
Ubergangsmatrix wird deutlich, wenn man sich die Laplace-Transformierte von Glei-
chung (3.72) fiir den Fall betrachtet, dass das Eingangssignal Null ist. Die Laplace-
Transformierte von Gleichung (3.72) fiir den Fall u(r) = 0 ist

X (s) = ®(s)x(0). (3.74)

Wir kénnen demzufolge die Laplace-Transformierte der Ubergangsmatrix aus dem Sig-
nalflussgraphen herleiten, indem wir die Beziehung zwischen einer Zustandsvariab-
len Xj(s) und den Anfangsbedingungen [x,(0), x,(0), . . . , x,(0)] bestimmen. Die Uber-
gangsmatrix ist dann einfach die inverse Laplace-Transformierte von ®(s), d.h.

o(t)=2"{@(s)}. (3.75)

Die Beziehung zwischen einer ZustandsgréBe Xj(s) und den Anfangsbedingungen x(0)
gewinnt man durch Anwendung der Verstirkungsformel von Mason. Fiir ein System
zweiter Ordnung wiirden wir somit erhalten

X, (8) = ¢, () x,(0) + ¢y, (5) x, (0),
X, (5) = ¢,1(5) x,(0) + ¢,, (5) x, (0). (3.76)
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Die Beziehung zwischen X,(s) als einer Ausgangsgréfe und x,(0) als einer Eingangs-
grofe kann dann iiber die Verstarkungsformel von Mason ermittelt werden. Es konnen
somit alle Elemente ¢;(s) der Ubergangsmatrix durch Auswerten der einzelnen Bezie-
hungen zwischen Xi(s) und x{0) aus dem Signalflussgraphen des Zustandsmodells
gewonnen werden. Das folgende Beispiel soll dieses Verfahren zur Bestimmung der
Ubergangsmatrix niher erldutern.

N
SEIEEEI Bestimmung der Ubergangsmatrix

Wir betrachten das RLC-Glied aus Abbildung 3.4 und wollen ®(s) bestimmen, (1)
durch Ermittlung der Matrixinversion ®(s) = [sI — A]! und (2) unter Verwendung
der Verstarkungsformel von Mason.

Wir bestimmen ®(s) zuerst durch Ermittlung der Matrixinversion ®(s) = [sI — A]™.
Aus Gleichung (3.18) entnehmen wir

A=y T

Weiterhin haben wir

S 2
[sI—A]=[_l S+3}. (3.77)
Die inverse Matrix lautet
1 1 [s+3 -2
o - : 3.78
D(s)=[sI—A] A(s)[ 1 S} (3.78)

mit
A(s)=s(s+3)+2=5s"+3s+2=(s+1)(s+2).

Abbildung 3.5 zeigt das Modell des RLC-Glieds als Signalflussgraphen. Wie
bereits in den Abschnitten 3.3 und 3.4 erdrtert, kann dieses RLC-Glied durch die
ZustandsgroBen x; = v, und x, = i; dargestellt werden. Die Anfangsbedingungen
x,(0) und x,(0) stehen fiir die anfingliche Kondensatorspannung und fiir den
anfanglichen Strom durch die Spule. Abbildung 3.20 zeigt den Graphen mit den
Anfangsbedingungen. Die Anfangsbedingungen erscheinen als anfanglicher Wert
der Zustandsgrofie am Ausgang jedes Integrators.

x1(0) Anfangs-
bedingungen

X(0)

Abbildung 3.20: Signalflussgraph des RLC-Glieds
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3.8 Zeitdiskrete Bestimmung von Zeitantworten

Die Systemantwort eines durch eine Vektordifferenzialgleichung gegebenen Systems
kann durch die Anwendung einer zeitdiskreten Approximation gewonnen werden.
Die zeitdiskrete Approximation beruht auf Teilung der Zeitachse in hinreichend
kleine Inkremente. AnschlieBend werden die Werte der Zustandsvariablen an den
fortschreitenden Zeitintervallen, d.h. t =0, T, 2T, 3T, . . ., bestimmt, wobei T das Zeit-
inkrement darstellt: At = T. Dieses Verfahren wird haufig bei der numerischen Analyse
und fiir numerische Methoden mit Digitalrechnern verwendet. Wenn das Zeitintervall
T hinreichend klein im Vergleich zu den Zeitkonstanten des Systems gewahlt wird, ist
die iiber dieses Verfahren gewonnene Zeitantwort des Systems ausreichend genau.
Die lineare Vektordifferenzialgleichung wird geschrieben als

x = Ax + Bu. (3.87)

Die grundlegende Definition fiir eine Ableitung lautet

x(t)= hmw'

m AL (3.88)

Wir kénnen somit diese Definition der Ableitung zur Bestimmung des Wertes von x(t)
verwenden, wenn t in kleine Intervalle At = T unterteilt ist. Wenn wir die Definition
der Ableitung nidherungsweise als

= x(t+T)—x(t)

3.89
T (3.89)
schreiben, kdnnen wir sie in Gleichung (3.87) einsetzen und erhalten
x=wsAx(t)+Bu(t). (3.90)
Auflésen nach x (x + T) ergibt
x(t+T)=TAx(t)+x(t)+TBu(t) =(TA+1)x(t)+ TBu(t), (3.91)

wobei t in Intervalle der Breite T unterteilt ist. Wir konnen t dann als t = k T schreiben,
mit k als ganzzahligem Index k =0, 1, 2, 3, ... . Gleichung (3.91) kann dann geschrie-
ben werden als

x[(k+1)T]=(TA+1)x(kT)+ TBu(kt). (3.92)

Der Wert des Zustandsvektors zum (k + 1)-ten Zeitintervall wird somit ermittelt {iber
die Werte fiir x und u zum k-ten Zeitintervall. Wir konnen Gleichung (3.92) umschrei-
ben als

x(k+1)=y(T)x(k)+ TBu(k), (3.93)

mit ¢(t) = (TA + I), wobei das Symbol T in den Argumenten der Variablen fortgelassen
wurde. Gleichung (3.93) stellt die resultierende Operation zur Gewinnung von x(t) dar,
indem die zeitdiskrete Approximation x(k + 1) auf Basis des vorhergehenden Wertes
x(k) gewonnen wird. Diese rekursive Operation, auch als Eulersches Verfahren bekannt,
ist eine fortlaufende Serie von Berechnungen, die sich sehr gut zur Auswertung durch
Computer eignet. Es gibt noch weitere Integrationsmethoden, die sich ebenfalls zur
Gewinnung von Zeitantworten aus Gleichung (3.87) eignen, wie zum Beispiel das
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Runge-Kutta-Verfahren. MATLAB bietet ebenfalls verschiedene Integrationsverfahren
[30]. Wir wollen zur Erprobung dieses Ndherungsverfahrens noch einmal die Zeitant-
wort des RLC-Glieds aus Abbildung 3.4 berechnen.

~
LT ENIN Zeitantwort des RLC-Glieds

Wir wollen die Zeitantwort des RLC-Glieds ohne Bestimmung der Ubergangsma-
trix durch Anwendung der zeitdiskreten Approximation bestimmen. Wir wollen
wie im Beispiel 3.5 R=3, L=1, und C = 1/2 wihlen. Wie wir bereits in den Glei-
chungen (3.18) und (3.19) gefunden haben, ist die Vektordifferenzialgleichung

1 1
o 1] L
0 —2 2
o, &b a)=ly fxefolu e
I°T

Wir miissen nun ein so kleines Zeitintervall T wihlen, dass die Ndherung der
Ableitung (siehe Gleichung 3.89) hinreichend genau ist und somit die Losung
von Gleichung (3.92) genau ist. Man wéhlt T tblicherweise kleiner als die Halfte
der kleinsten im System vorhandenen Zeitkonstante. Da die kleinste Zeitkon-
stante in diesem System 0,5 s betrdgt (die charakteristische Gleichung hatten wir
zu (s + 1) (s + 2) bestimmt), kénnen wir T = 0,2 wihlen. Jede Verkleinerung der
Inkremente wiirde eine proportionale Vermehrung der notwendigen Berechnun-
gen mit sich bringen. Mit unserem 7 = 0,2 wird Gleichung (3.93) zu

x(k+1)=(0,2A +1)x(k)+0,2Bu(k). (3.95)
Somit erhalten wir
m=| " (3.96)
vi)= 02 04 [ :
und
0,4
TB=[ 0 ] (3.97)

Wir wollen nun die Zeitantwort des Systems fiir x,(0) = x,(0) = 1 und u(f) = 0
bestimmen. Die Systemantwort beim ersten Intervall ¢ = T (oder k = 0) ist

x(1) s[ ! _0’4}«(0) = [0’6}. (3.98)

0,2 0,4 0,6

Bei zweiten Intervall mit t=2 T=0,4 s (oder k = 1) ist die Systemantwort

x(2) s[ ! ;‘”ﬂx@) - [0’36} : (3.99)

0,2 0,36

Die weiteren Werte fiir die Systemantworten bei k= 2, 3, 4 . . . erhalten wir ent-
sprechend.
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Wir wollen nun dieses Ergebnis mit der Zeitantwort des Systems aus dem vorange-
gangenen Kapitel vergleichen. Wir werden dazu die Ubergangsmatrix mit der ange-
niherten Zeitantwort verwenden, die wir durch die zeitdiskrete Approximation
ermittelt haben. Im Beispiel 3.5 haben wir fiir die Zustandsgrofen bei x;(0) = x,(0)
=1 die exakten Werte x,(t) = x,(t) = e erhalten. Somit kénnen die exakten Werte
sofort berechnet und mit den Ndherungswerten der Systemantworten aus Tabelle
3.1 verglichen werden. Tabelle 3.1 liefert ebenfalls die Naherungswerte der Sys-
temantworten fiir 7= 0,1 s. Der Fehler fiir 7= 0,2 s ist ndherungsweise eine Kon-
stante mit dem Wert 0,07, somit betrdgt der prozentuale Fehler im Vergleich zum
Anfangswert 7%. Fir T = 0,1 s liegt der prozentuale Fehler im Vergleich zum
Anfangswert bei ca. 3,5%. Wenn wir fiir T = 0,05 s wéahlen und als Zeit t=0,2 s,
betrdgt der Ndherungswert x,(f) = 0,655 und der Fehler hat sich auf 1,5% des

Anfangswertes reduziert.
Tabelle 3.1

Zeit t 0 0,2 0,4 0,6 0,8
Exakter Wert fiir x,(f) 1 0,67 0,448 0,3 0,20
Naherungswert fiir x,(t), T= 0,1 1 0,64 0,41 0,262 0,168
Naherungswert fiir x,(t), T= 0,2 1 0,60 0,36 0,216 0,130

LTI ENAN  Zeitverhalten einer Epidemie

Wir betrachten nochmals die epidemieartige Ausbreitung einer Infektionskrank-
heit aus Beispiel 3.2 in Zustandsdarstellung. Die Vektordifferenzialgleichung
wurde bereits in Gleichung (3.55) gegeben. Mit den Konstanten ¢ = =y =1
erhalten wir

-1 -1 0 10
x=|1 -1 0-x+(0 1| u. (3.100)
1 1 0 0 0

Die charakteristische Gleichung dieses Systems ist, wie in Gleichung (3.57)
bereits angegeben
s(s®+2s+2)=0,

was bedeutet, dass das System komplexe Wurzeln hat. Wir wollen nun die Uber-
gangsantwort der Ausbreitungsfunktion fiir den Fall bestimmen, dass die Rate
neuer potenziell anfdlliger Personen Null betrdgt, d.h. u; = 0. Die Rate neu infi-
zierter Personen wird reprasentiert durch u,(0) = 1 mit u,(k) = 0 fiir k > 1, was
bedeutet, dass zum Anfangszeitpunkt nur ein neuer Krankheitsfall dazukommt
(was einem Impulseingang entspricht).
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EIEERI Verbessertes Modell einer Epidemie




3.9 Entwurfsbeispiel: Riemenantrieb eines Druckers

Wir l6sen diese Gleichungen nach x; (k + 1) auf und erhalten mit unserem T'= 0,2
x, (k+1)=0,8x, (k)-0,2x, (k) x, (k),
x,(k+1)=0,8x, (k) +0,2x, (k) x, (k)+0,2u, (k),
x, (k+1) = x,(k)+0,2x, (k) +0,2x, (k). (3.113)
Die Systemantwort fiir das erste Intervall £ = T ist dann
x,(1)=0,8x,(0)=0,8, x,(1)=0,2u,(k)=0,2, x,(1)=0,2x,(0)=0,2.

Unter nochmaliger Verwendung von Gleichung (3.113) und mit u,(1) = 0 bekom-
men wir
x,(2)=0,8x, (1)—0,2x, (1) x, (1) = 0,608,

x,(2)=0,8x,(1)+0,2x, (1) x, (1) = 0,192,

x,(2) = x,(1)+0,2x, (1) +0,2x, (1) = 0,40. (3.114)
Fiir das dritte Intervall t = 3 T erhalten wir

x,(3)=0,463, x,(3)=0,177, x,(3)=0,56.

Die Berechnung der nachfolgenden Werte erfolgt in dhnlicher Weise. Es ist zu
erkennen, dass die Zeitantwort des nichtlinearen Systems erheblich von der
Zeitantwort des linearen Modells aus vorigem Beispiel abweicht.

A J

Die Ermittlung der Zeitantwort der ZustandsgréBen linearer Systeme kann leicht (1)
iiber die Ubergangsmatrix oder (2) iiber die zeitdiskrete Approximation ermittelt wer-
den. Die Ubergansmatrix eines linearen Systems kann bequem aus dem Signalfluss-
graphen des Zustandsmodells ermittelt werden. Fiir ein nichtlineares System liefert
die zeitdiskrete Approximation einen brauchbaren Ansatz, besonders wenn die nume-
rischen Berechnungen mit Hilfe eines Computers durchgefiihrt werden.

3.9 Entwurfsbeispiel: Riemenantrieb eines Druckers

Ein weit verbreitetes Fabrikat eines Low-Cost-Druckers verwendet einen Riemenan-
trieb zur horizontalen Bewegung des Druckkopfes entlang der Druckseite [11]. Es ist
dabei gleichgiiltig, ob als Druckmedium ein Laserstrahl, ein Druckkopf oder ein ther-
misches System zum Einsatz kommt. Abbildung 3.24 zeigt beispielhaft einen Drucker
mit Gleichstrommotor und Riemenantrieb. In diesem Modell dient ein Photoelement
zur Messung der Position des Druckkopfes, die Flexibilitdt des Riemens kann iiber die
Riemenspannung eingestellt werden. Das Entwurfsziel ist es, den Einfluss der Feder-
konstante k des Riemens zu bestimmen und passende Parameter fiir den Motor, die
Riemenscheibe und den Regler auszuwéhlen. Wir werden zur Analyse zuerst ein
Modell des Riemenantriebs bestimmen, um so viele der Parameter auswéhlen zu kon-
nen. Anhand dieses Modells wird der Signalflussgraph ermittelt und die Zustands-
gréfen gewihlt. Wir werden dann eine passende Ubertragungsfunktion ermitteln und
die weiteren Parameter bestimmen, ausgenommen die Federkonstante. Zum Schluss
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wird untersucht, welche Auswirkung die Variation der Federkonstante innerhalb
eines realistischen Bereichs hat.

Riemen Rolle
Lichtquelle
Q
|-
Druckkopf
Gleichstrommotor
y(@0)
Position
Regler |« Lichtsensor |[¢——— des Druck-
Motorspannung kopfs

Abbildung 3.24: Drucker mit Riemenantrieb

Wir werden hier das in Abbildung 3.25 dargestellte Modell des Riemenantriebs ver-
wenden. In diesem Modell wird die Federkonstante des Riemens als k, der Radius der
Riemenscheibe als r, die Winkelgeschwindigkeit der Motorwelle als 6 und die Winkel-
geschwindigkeit der rechten Riemenscheibe als 6, bezeichnet. Die Masse des Druck-
kopfes ist m und seine Position ist y(t). Die Position y wird {iber das Photoelement
gemessen, das Ausgangssignal des Fotoelementes ist die Spannung v,, wobei v; = k; y
gilt. Der Regler liefert eine Ausgangsspannung v,, wobei v, eine Funktion von v; ist.
Die Spannung v, liefert die Erregerspannung fiir den Motor. Wir nehmen jetzt an, dass
wir die lineare Beziehung

v, = —[kzd—‘;l+ k3V1:|,
verwenden konnen, und wihlen k, = 0,1 und k, = 3 (Geschwindigkeits-Riickkopplung).

T,

k
— VWM

0
: (@)
VA m

0 —

Motor

Regler Sensor
dv;

U= _kzﬁ v vy =kpy y

A

Uy

Abbildung 3.25: Modell fiir Drucker mit Riemenantrieb

230



3.9 Entwurfsbeispiel: Riemenantrieb eines Druckers

Das kombinierte Tragheitsmoment von Motor und Riemenscheibe ist J = Jyi0r + Jrs. Wir
wollen fiir unseren Antrieb einen Motor mit einer niedrigen Leistung von ca. 100 W
verwenden. Als Parameter ergeben sich hierdurch J = 0,01 kg'm?2, eine vernachléssig-
bare Induktivitdt der Erregerspule, ein ohmscher Widerstand der Erregerspule R = 2 Q,
eine Motorkonstante von K, = 2 N-m/A und eine Reibung von Motor und Riemen-
scheibe von b = 0,25 N-ms/rad. Tabelle 3.2 zeigt diese Parameter in zusammengefasster

Form.
Tabelle 3.2

Parameter des Druckmechanismus’

Masse m=0,2kg

Photosensor k,=1V/m

Radius der Riemenscheiben r=0,15m

Motor

Induktivitat L=0

Reibung b=0,25 N-ms/rad
Widerstand der Erregerspule R=2Q

Motorkonstante K,=2N-m/A
Tragheitsmoment J=Jstotor + Jrs = 0,01 kg-m?

Wir stellen jetzt die Bewegungsgleichungen des Systems auf. Unter Beachtung von
y =r 6, erhalten wir fiir die Zugkraft T,

T = k(r@—r0p)= k(rG—y).

Fiir die Zugkraft T, erhalten wir
T, = k(y - r9).

Die gesamte auf die Masse m wirkende Zugkraft ist

dZ
T -T,=m dtZ (3.115)
und
Tl—Tz=k(r0—y)—k(y—r0)=2k(r0—y)=2kxl, (3.116)

mit x; = (r 0 — y) als erste ZustandsgréBe. Mit x, = dy/dt als zweiter ZustandsgroBe und
durch Heranziehen von Gleichungen (3.115) und (3.116) folgt
dx, _2k

TR (3.117)
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Die erste Ableitung von x; lautet

dx, _ d6 dy

ax; _ Y (3.118)
at Tdar dr e

wenn wir als dritte ZustandsgroBe x; = d6/dt auswahlen. Wir benoétigen jetzt eine Dif-
ferenzialgleichung zur Erfassung der Rotation des Motors. Mit L = 0 erhélt man fiir den
Erregerstrom i = v,/ R und als Drehmoment des Motors T, = K,, i. Somit wird
K
’Tm = ?mvz
und das Drehmoment des Motors liefert das Drehmoment T zum Antrieb des Riemens
sowie das Drehmoment T,; zum Antrieb der Storgrofen (z.B. unerwiinschte Lasten).

Somit erhalten wir
T =T+T,.

Das Drehmoment T tibertrdgt das Drehmoment des Motors auf die Riemenscheibe:

d% de
T =]?+b5+1‘(711 _TZ)

Somit gilt

und weiterhin

m

a7 g

dx, _T,-T, b 2k

mit
KIH d
T, =—p-v,, und v, =k k, d—if = —kk,x,.
Wir erhalten somit
dx, -K_ kK, b 2kr T,
v - 5 X T Xy Xy T
dt JR J J J
Die Gleichungen (3.117) bis (3.119) sind die drei Differenzialgleichungen 1. Ordnung,
die zur Beschreibung des Systems erforderlich sind. Die Matrixdifferenzialgleichung
lautet

(3.119)

0 -1 r
s 0
X = 2— 0 0 |'x+| O -Td (3.120)
m
—2kr -K,kk, -b -1
T R ] L

Die Abbildung 3.26 zeigt das zu dieser Matrixdifferenzialgleichung geh6rende Modell
als Signalflussgraph und als Blockschaltbild. Hier ist noch der zusétzliche Knoten fiir
das St6r-Drehmoment T, berticksichtigt.
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T, K V. Y
m " |4 2 ko, |4 2 1 < %
R s m
NI - N O o1 R
T,(s) 7 5 > r > » X, (s)
L]
J
27,
Tl
(b)

Abbildung 3.26: Modell des Riemenantriebs fiir einen Drucker (a) Signalflussgraph (b) Blockschaltbild

Zur Bestimmung der Ubertragungsfunktion Xi(s)/ Ty(s) konnen wir den Signalfluss-
graphen verwenden. Das Regelungsziel ist es, den Einfluss des Stor-Drehmoments T
zu reduzieren. Wie wir dieses Ziel erreichen kénnen, zeigt uns die Ubertragungsfunk-
tion. Die Verstdarkungsformel von Mason liefert

X, (s) _.T 572 it
Ty(s)  J[1—(L+L,+L+L)+LL,]

2kr?s™?

-3
L=——sL=-"—s?%L=—"-—"—und L, = _ 2KK, ki k,rs .
J m J mjR
Wir haben somit
X, (S) __r S
T,(s)  J|, (b), (2k 2k 2kb  2kK, kk,r\|
STH[— s+ —+ SH|—F+— ———
J m J Jm JmR
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Wir kénnen die Ubertragungsfunktion des Regelkreises auch iiber eine Vereinfachung
des Blockschaltbilds bestimmen, wie es in Abbildung 3.27 gezeigt wird. Wie bereits
frither erwiéhnt, gibt es bei Anwendung dieses Verfahrens keine eindeutige Prozedur —
es gibt allerdings auch nur eine korrekte Losung. Abbildung 3.26(b) zeigt das originale
Blockschaltbild. Abbildung 3.27(a) zeigt das Ergebnis des ersten Vereinfachungsschrit-
tes, bei dem die obere Riickkopplungsschleife auf eine einzelne Ubertragungsfunktion
reduziert wurde. Der zweite Vereinfachungsschritt, bei dem die beiden unteren Riick-
kopplungsschleifen auf eine einzelne Ubertragungsfunktion reduziert werden, ist in
Abbildung 3.27(b) gezeigt. Im dritten Schritt, dargestellt in Abbildung 3.27(c), wird die
untere Riickkopplungsschleife geschlossen und die in der unteren Schleife verbleiben-
den seriellen Ubertragungsfunktionen werden zusammengefasst. Abbildung 3.27(d)
zeigt die im letzten Schritt erhaltene Ubertragungsfunktion.

2kakal &
mRs N
$ 1 mrs _
) - ms? + 2k > X(s)
(a)
2w |,
i <
UK, ok |
| mrs R !
(b) Ty ) gy > X,(s)
L b N 2kmir’s
J  J(ms? + 2k)
kK, kyk, j
mRs )
(©) B
mrs
T,(s > » X (s
d(s) - Jms3 + mbs? + 2k(J + mr?)s + 2bk 1)

—(r/])s
3+ (b/))s? + 2k/m + 2kr2/])s + 2bk/(Jm) + 2rkK,, kyk;/(mJR)

(d)  Ty(s) — > X,(s)

Abbildung 3.27: Riemenantrieb fiir Drucker, Reduktion des Blockschaltbilds
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3.9 Entwurfsbeispiel: Riemenantrieb eines Druckers

Wir setzten jetzt die Parameterwerte aus Tabelle 3.2 ein und erhalten

X, (s) _ —15s

3 2 . (3.121)
T,(s) s®+25s*+14,5ks+1000k(0,25+0,15k,)

Wir wollen die Federkonstante k und den Verstdrkungsfaktor k, auswahlen, so dass die
Zustandsgrofe x; rasch auf einen niedrigen Wert fillt, wenn eine Stérung eintritt. Fir
Testzwecke nehmen wir eine Stérung in Form eines Sprungsignals T,(s) = a/s an.
Nach der bereits bekannten Beziehung x; = r 6 — y zufolge suchen wir nach einem klei-
nen Wert fiir x,, so dass y fast mit r 6 identisch ist. Mit k — > wird der Riemen absolut
straff und es gilt exakt y = r 6. Mit der Stérung in Form eines Sprungsignals Ty(s) =a/s
bekommen wir

X, (s)= —15a ‘ (3.122)
s® +25s” +14,5ks + 1000k (0,25+ 0,15k, )
Das Endwerttheorem liefert uns
ltimxl(t) = ljrglsxi(s] =0, (3.123)

wobei der Wert fiir x;(t) im stationdren Zustand gleich Null ist. Wir miissen fiir k
einen realistischen Wert im Bereich 1 < k < 40 verwenden. Fiir einen durchschnitt-
lichen Wert von k =20 und k, = 0,1 erhéilt man

_ —15a B —15a
s’ +255° +2905+5300  (s+22,56)(s® +2,445+234,93)"

X, (s)

(3.124)

Die charakteristische Gleichung hat eine reelle und zwei komplexe Wurzeln. Durch
Partialbruchzerlegung erhélt man

X, (s) A Bs+C

_ + , (3.125)
a  s+2256 (s+1,22)"+15,28°

und A = -0,0218, B = 0,0218 und C = -0,4381. Mit solchen kleinen Residuen ist die
Systemantwort auf die Storgrofe relativ gering. Da A und B im Vergleich zu C klein
sind, konnen wir fiir X;(s) ndherungsweise schreiben

X (s) _ —-0,4381
a  (s+1,22)*+15,28°°

Mit den Werten aus Tabelle 2.3 erhalten wir

x ()

=-0,0287¢ "**5in15,28t. (3.126)
Abbildung 3.28 zeigt die tatsdchliche Systemantwort von x;. Dieses System ist in der

Lage, die Wirkung eines unerwiinschten Storsignals auf eine relativ kleine Amplitude
zu reduzieren. Wir haben also unser Entwicklungsziel erreicht.
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0,03

0,02
0,01

x;(1)
—0,01
—0,02

—0,03

—0,04
0 0,5 1 1.5 2 2,5 3 35 4 4,5 5

Zeit in Sekunden

Abbildung 3.28: Antwort von x; (t) auf sprungférmiges Stérsignal mit einem Spitzenwert von —0,0325

3.10 Analyse von ZustandsgroBenmodellen mit MATLAB

Das Verfahren im Zeitbereich verwendet eine Zustandsraumdarstellung des System-
modells, die gegeben ist durch

x =Ax+Buund y =Cx+Du. (3.127)

Der Vektor x reprisentiert den Zustand des Systems, A ist die konstante (n x n)-Sys-
temmatrix, B ist die konstante (n x m)-Eingangsmatrix, C ist die konstante (p x n)-Aus-
gangsmatrix und D ist eine konstante (p x n)-Matrix. Die Anzahl der Eingdnge m und
die Anzahl der Ausgédnge p werden beide zu 1 angenommen, da wir hier nur Aufga-
benstellungen mit einem Ausgang und einem Eingang behandeln. Aus diesem Grunde
sind auch y und u keine Matrizen.

Die Hauptelemente der Zustandsraumdarstellung in Gleichung (3.127) sind der
Zustandsvektor x und die konstanten Matrizen A, B, C und D. Da MATLAB vorwie-
gend mit Matrizen rechnet, ist die Zustands-Raum-Darstellung bestens zur Berech-
nung mit MATLAB geeignet. Es ist sogar so, dass MATLAB mehr Verfahren fiir die
Zustandsraumdarstellung zur Verfiigung stellt als hier behandelt werden kann. In die-
sem Abschnitt werden die beiden Funktionen ss und Isim neu eingefiihrt. Zur Berech-
nung der Ubergangsmatrix werden wir auch die Funktion expm heranziehen.

Aus einer gegebenen Ubertragungsfunktion kénnen wir mit Hilfe der Funktion ss
eine dquivalente Zustandsraumdarstellung erhalten, die Funktion tf leistet das Umge-
kehrte. Abbildung 3.29 zeigt diese Funktionen in schematischer Darstellung, wobei
sys_tf das Modell einer Ubertragungsfunktion darstellt und sys_ss eine Zustandsraum-
darstellung ist.

Wir betrachten als Beispiel folgendes System 3. Ordnung:

_Y(s)  2s"+8s5+6
R(s) s°+8s*+165+6"

T(s)

(3.128)
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3.10 Analyse von ZustandsgréBenmodellen mit MATLAB

Zustandsraum X = Ax + Bu X = Ax + Bu _
Objekt y=Cx + Du y=Cx + Du Y(s) = G&Us)

{ I !

| sys_ss=ss(sys_tf) |
l_ | sys_tf=tf(sys_ss) |

sys=ss(A,B,C,D) l T
_ X = Ax + Bu
Y(s) = G(s)U(s) y=Cx + Du

(@) (b)
Abbildung 3.29: (a) Die Funktion ss (b) Umwandlung des Modells eines linearen Systems

Abbildung 3.30 zeigt, wie wir durch Anwendung der ss-Funktion die Zustandsraum-

darstellung erhalten. Gleichung (3.127) zeigt die Zustandsraumdarstellung von Glei-
chung (3.128), mit

-8 —1 —-0,1875 2
A=[(16 O 0 , B=|0|,
0 2 0 0
C=[1 0,25 0,09375]und D=[0].
>>convert
a=
x1 x2 x3
x1 -8 -1 -0.1875
x2 16 0 0
x3 0 2 0
b=
ul
x1 2
x2 0
x3 0
convert.m o=
% Convert G(s) = (25/2+8s+6)/(s"3+852+165+6) x1 x2 x3
% to a state-space representation v 1 025  0.09375
%
num=[2 8 6]; den=[1 8 16 6]; sys_tf=tf(num,den); d= ]
sys_ss=ss(sys_tf); v uO

(a) (b)
Abbildung 3.30: Umwandlung von Gleichung (3.128) in eine Zustandsraumdarstellung (a) MATLAB-Script (b) Ausdruck

Abbildung 3.31 zeigt die Zustandsraumdarstellung der Ubertragungsfunktion in Glei-
chung (3.128).
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A\ 4

A\ 4

E1C]

A\ 4

1| X 1 |* 1 |*3 Y(s)
n 16 N 2 — 0,09375 =
L -

@

—1 |«
_ <
0,1875 |

Abbildung 3.31: Blockschaltbild mit x; definiert als erste ZustandsgréBe von links

Die Zeitantwort des Systems aus Gleichung (3.127) erhalten wir durch Losung der
Vektor-Differenzialgleichung

x(t)= exp(At)x(O)+jexp[A(t—r)]Bu(r)dt. (3.129)

Die Matrixexponentialfunktion in Gleichung (3.129) ist die Ubergangsmatrix ®(t),
wobei mit Gleichung (3.23) gilt
®(t) = exp(At).

>>A=[0 -2; 1 -3]; dt=0.2; Phi=expm(A*dt)

Phi =

Ubergangsmatrix fiir
0.9671 -0.2968 «——
01484 05219 ein At von 0,2 Sekunden

Abbildung 3.32: Berechnung der Ubergangsmatrix fiir einen gegebenen Zeitpunkt At = dt

Wie in Abbildung 3.32 gezeigt, konnen wir die Funktion expm zur Berechnung der
Ubergangsmatrix fiir einen gegebenen Zeitpunkt verwenden. Die Funktion expm(A)
berechnet die Exponentialmatrix, im Gegensatz zur Funktion exp(A), die e/ fiir jedes
der Elemente a;; € A berechnet.

Wir betrachten als Beispiel nochmals das RLC-Glied aus Abbildung 3.4, das durch
die Zustandsraumdarstellung von Gleichung (3.18) beschrieben wird, mit

A=[(1) :j] B=m,cz[1 0] und D=[0].

Die Anfangsbedingungen sind x,(0) = x,(0) = 1 und der Eingang ist u(t) = 0. Bei t = 0,2
ist die Ubergangsmatrix wie in Abbildung 3.32 gegeben. Der Zustand bei t = 0,2 wird
durch die Anwendung der Ubergangsmatrix vorhergesagt zu

X, 0,9671 —0,2968](x, 0,6703
x,] . |0,1484 05219 |(x,) ~ (0,6703)
t=0,2 t=0
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3.10 Analyse von ZustandsgréBenmodellen mit MATLAB

u(t)

y(@)
System
Willkiirliches . Ausgangs- —
Eingangssignal X = Ax + Bu grofe
y=Cx + Du
13 1
(@)

y(f) = Systemantwort bei ¢ t = Zeitpunkt der Anfangs-
T: Zeitvektor Berechnung der| |bedingungen
x(#) = Zustandsantwort bei Systemantwort | | (wahlweise)

u = Eingangsgrofie

—

[y, T,x]=Isim(sys,u,t,x0)

(b)
Abbildung 3.33: Die Funktion /sim zur Berechnung des Zeitverhaltens eines Systems

Die Zeitantwort des Systems aus Gleichung (3.128) kann ebenfalls durch Anwendung
der Funktion Isim erhalten werden. Wie in Abbildung 3.33 gezeigt, ist die Funktion
Isim in der Lage, sowohl von Null verschiedene Anfangsbedingungen als auch eine
Eingangsfunktion als Eingang zu verarbeiten. Abbildung 3.34 zeigt, wie die Funktion
Isim verwendet wird, um die Systemantwort des RLC-Glieds zu berechnen.

1.0 1,0
0,8 0,8
0,6 0,6
— [
> o
0.4 04
0,2 0,2

0
0 010203040506 070809 1,0

Zeit in Sekunden

0
0 0,1 0203040506 070809 1,0

Zeit in Sekunden

A=[0 -2;1 -8]; B=[2;0]; C=[1 0]; D=[0];
011
t=[0:0.01:1];

[y, T,x]=Isim(sys,u,t,x0);

subplot(211), plot(T,x(:,1))

xlabel('Zeit in Sekunden'), ylabel('X_1")
subplot(212), plot(T,x(:,2))

xlabel('Zeit in Sekunden'), ylabel('X_2")

Abbildung 3.34: Berechnung der Zeitantwort mit der Funktion /sim fiir von Null verschiedene Anfangsbedingungen
und fehlender EingangsgroBe
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Der Zustand bei t = 0,2 wird durch die Funktion Isim als x,(0,2) = x,(0,2) = 0,6703 vor-
hergesagt. Der Vergleich dieses Resultates aus der Funktion Isim mit dem Resultat, das
wir durch Multiplizieren des Zustandsvektors der Anfangsbedingungen mit der Uber-
gangsmatrix erhalten, ergibt identische Ergebnisse.

3.11 Fortlaufendes Entwurfsbeispiel:
Lesekopfsystem einer Festplatte

Moderne Festplatten weisen bei einer typischen Spurenweite von 1 um eine Spuren-
dichte von 5000 Spuren pro cm auf. Hieraus ergeben sich strenge Anforderungen an
die Prédzision, mit der der Lesekopf positioniert und von Spur zu Spur gefahren wird.
In diesem Abschnitt werden wir ein ZustandsgroBenmodell des Lesekopfsystems der
Festplatte entwerfen, das den Einfluss der flexiblen Tridgerplatte aus diinnem Feder-
stahl fir den Lesekopf berticksichtigt.

Wir betrachten hierzu nochmals die in Abbildung 2.66 gezeigte Halterung des Lese-
kopfes. Um fiir schnelle Bewegungen geeignet zu sein, miissen Arm und Trégerplatte
extrem leicht sein. Aus diesem Grunde miissen wir den Einfluss der federnden Trager-
platte beriicksichtigen. Die zu kontrollierende Position wird, wie in Abbildung 3.35(a)
gezeigt, als y(t) bezeichnet. Wir wollen nun ein Modell fiir das in Abbildung 3.35(a)
gezeigte System herleiten. Zu diesem Zweck benennen wir die Masse des Motors als
M, und die Masse der Lesekopf-Einheit als M,. Das Stiick Federstahl wird durch die
Federkonstante k beriicksichtigt. Die Kraft u(t), die zum Antrieb der Masse M, aufge-
bracht werden muss, wird durch den Gleichstrommotor erzeugt. Wenn der Federstahl
absolut formsteif ist, erhalten wir das vereinfachte Modell aus Abbildung 3.35(b).
Tabelle 3.3 zeigt die typischen Parameter fiir dieses System mit zwei Massen.

Position des

Lesekopfs
Masse des — (1) Masse des —» (1) > y(7)
Motors | Federnde Lesekopfs | '
Trégerplatte
L0 M MW M () = M =My + M,
b, b, by

(@) (b)
Abbildung 3.35: (a) Modell des Systems mit zwei Massen, die durch ein Tragerelement aus Federstahl verbunden sind
(b) Vereinfachtes Modell bei steifer Federung

Wir wollen nun das Modell des vereinfachten Systems aus Abbildung 3.35(b) als

Ubertragungsfunktion ermitteln (Schritt 5 des Entwurfsprozesses aus Abbildung 1.22).
Mit M = M, + M, = 20,5 g = 0,0205 kg erhalten wir

mLy y+bl%—u(t). (3.130)
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3.11 Fortlaufendes Entwurfsbheispiel: Lesekopfsystem einer Festplatte

Typische Parameter fiir das Lesekopfsystem mit zwei Massen

Tabelle 3.3

Parameter Symbol Wert

Masse des Motors M, 20g=0,02 kg
Federkonstante k 10<k<e

Masse der Lesekopf-Einheit M, 0,5 g=0,0005 kg
Position des Lesekopfes M, (2) variabel in mm
Reibung bei Masse 1 b, 410-1073 kg/s
Widerstand der Erregerspule R 1Q

Induktivitat der Erregerspule IL 1 mH
Motorkonstante K, 0,1025 N m/A
Reibung bei Masse 2 b, 4,110 3 kg/s

Das Modell fiir die Ubertragungsfunktion lautet somit

Y(s) 1
U(s) s(Ms+b,)’

Mit den Parametern aus Tabelle 3.3 erhalten wir

Y(s) _ 1 48,78
U(s) s(0,02055+0,41) s(s+20)°

Abbildung 3.36 zeigt die Ubertragungsfunktion des Lesekopfsystems unter Beriick-
sichtigung des Einflusses der Motorwicklung. Mit R=1 Q, L =1 mH und K, = 0,01025

erhalten wir
_Y(s) 5000
V(s) s(s+20)(s+1000)’

G(s)

was exakt dem Modell entspricht, das wir im Kapitel 2 erhalten haben.

Motorspule Masse
V(s) = Ko e, ! — 1(s)
S L N
Ls+ R Kraft s(Ms + by)

Abbildung 3.36: Modell des Lesekopfsystems mit formsteifer Authéngung als Ubertragungsfunktion

(3.131)
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Wir wollen jetzt das Modell des Systems mit zwei Massen aus Abbildung 3.35(a) als
ZustandsgrofBenmodell herleiten. Die dazugehérigen Differenzialgleichungen lauten

d’q dq
M M;: M +b—+k(g-y)=
asse My 142 bl dt (q Y) u(t)
d’y dy
M M,: M,—-+b,—+k(y—qg)=0.
asse Mt M, de A dt (y q)

Zur Herleitung des Zustandsgr6B8enmodells nehmen wir als ZustandsgréBen x;, = q
und x, = y an. Wir erhalten dann

dg dy
X3 ZE und X, =E .
Die Matrixform lautet
x = Ax+Bu,
und somit
0 0 0 1 0
;!, 0 0 0 0 1
x=|".|, B= s dA= 3.132
1 T i Y S S N 8:192
y Ml Ml Ml Ml
0 K, _k , _b
L n L 2 MZ MZ_

Man beachte, dass die AusgangsgroBe

y(t)=x,

ist. Wenn wir die Induktivitdt mit L = 0 vernachldssigen konnen, erhalten wir u(t) = K,
v(t). Fiir die oben angegebenen typischen Parameter und fiir k = 10 erhalten wir

B"=[0 0 50 0]

und
0 0 1 0
0 0 0 1
A =
—500 500 —-20,5 0
20.000 —20.000 0 —8,2

Abbildung 3.37 zeigt die Sprungantwort fiir y fiir u(t) = 1, t > 0. Die Sprungantwort ist
sehr oszillierend und zeigt ein starkes Uberschwingen, was durch eine sehr formsteife
Halterung fiir den Lesekopf (k > 100) verringert werden kann.
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Zusammenfassung

% Model Parameters

k=10; Einheiten
M1=0.02; M2=0.0005; k: kg/m
b1=410e-03; b2=4.1e-03; <«——— b: kg/m/s
t=[0:0.001:1.5]; m: kg

% State Space Model
A=[0010;000 1;-k/M1 k/M1 -b1/M1 0; k/M2 -k/M2 0 -b2/M2];
B=[0;0;1/M1;0]; C=[0 0 0 1]; D=[0]; sys=ss(A,B,C,D);

% Simulated Step Response

y=step(sys,t); plot(t,y); grid

xlabel('Zeit in Sekunden'), ylabel('y in m/s')

3
2,5
2
2z
g
g 19 Masse 2
© > +— -
! Positionsdnderung
0,5
0
0 0,5 1 1,5

Zeit in Sekunden

Abbildung 3.37: Sprungantwort der GroBe y fiir das Modell mit zwei Massen mit k=10

< U S A M M E N F A S S U N G

In diesem Kapitel wurde die Beschreibung und Analyse von Systemen im Zeitbereich behandelt. Es
wurden der Begriff des Zustands eines Systems und die Definition der ZustandsgroBen erortert. Die
Auswahl eines Satzes an ZustandsgroBen in Form von Variablen, die in Beziehung zur gespeicher-
ten Energie eines Systems stehen, wurde dargestellt. AnschlieBend folgte der Nachweis, dass diese
Auswahl an Variablen nicht eindeutig ist und ein System auch {iber einen anderen Satz an Variab-
len beschrieben werden kann. Die Zustandsdifferenzialgleichung und die Losung fiir x(¢) wurden
erliutert sowie zwei alternative Modellstrukturen fiir Signalflussgraphen zur Darstellung der Uber-
tragungsfunktion (oder der Differenzialgleichung) eines Systems vorgestellt. Unter Verwendung
der Verstarkungsformel von Mason wurde gezeigt, wie einfach man ein Modell als Signalflussgraph
erhalten kann. Des Weiteren wurde die Zustandsdifferenzialgleichung untersucht, die diesen Signal-
flussgraphen reprasentiert. Es folgte die Behandlung der Zeitantwort eines linearen Systems und der
dazugehérigen Ubertragungsfunktion. AnschlieBend wurde die Niitzlichkeit der Verstarkungsformel
von Mason zur Gewinnung der Ubergangsmatrix demonstriert. Besprochen wurden weiterhin das
zeitdiskrete Verfahren zur Untersuchung der Zeitantwort von nichtlinearen und zeitvarianten Syste-
men. Wir haben erfahren, dass das zeitdiskrete Verfahren und die Darstellung linearer Systeme als
Ubergangsmatrix gut fiir die Auswertung durch digitale Rechner geeignet sind. Die Verwendung von
MATLAB zur Umwandlung einer Ubertragungsfunktion in eine Zustandsdarstellung sowie zur Berech-
nung der Ubergangsmatrix wurde besprochen und eingehend dargestellt. Das Kapitel schloss mit der
Weiterentwicklung des kapiteliibergreifenden Entwurfbeispiels: dem Lesekopfsystem einer Festplatte.

Z U S A M M E N F A S S U N G

243



ZUSTANDSGROSSENMODELLE

U3.1 Man gebe fiir das in Abbildung U3.1 gezeigte Netzwerk einen Satz von
ZustandsgroBen an.

G
R
n O_M}__W\/_W_O n
L Ly
v, =

~ C» Vs

— o o —

Abbildung U3.1: RLC-Glied

U3.2 Ein Antriebssystem fiir einen Roboterarm mit einem einzelnen Gelenk
kann durch die Differenzialgleichung

dv(t .

) kv ()= Ky )+ i 1)
dargestellt werden, mit v(t) als Geschwindigkeit, y(f) als augenblickliche Position
und i(f) als Strom durch den Stellmotor. Man stelle die Zustandsgleichung fiir
k, =k, =1 auf.

U3.3 Ein System kann durch die Zustandsdifferenzialgleichung (3.16) darge-
stellt werden, mit
0 1
a5 2
-1 -1

Man bestimme die Pole (Eigenwerte von A) des Systems.
Antwort: s = —%t ]%\/5

U3.4 Man ermittle die Systemmatrix A eines Systems, das durch die Differenzi-

algleichung
dy &y . dy

+4 +6—+8y =20ul(t
air g Yo ey =2

beschrieben wird.

U3.5 Ein System sei durch das in Abbildung 3.5 gezeigte Blockschaltbild gege-
ben. Man stelle die Zustandsgleichungen in Form der Gleichungen (3.16) und
(3.17) auf.

—>|Z|—> Y(s)

Abbildung U3.5: Blockschaltbild
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Ubungen

U3.6 Ein System sei durch Gleichung (3.16) gegeben, mit

01
A= .
o )
(a) Man bestimme die Matrix ®().

(b) Man finde x(t) fiir die Anfangsbedingungen x;(0) = x,(0) = 1.
Antwort: (b) x;=1+1t,x,=1,t>0

U3.7 Abbildung 3.3 zeigt eine Feder mit einer angehiingten Masse. Es gelte M =
1 kg, k=100 N/m und b =20 N m/s. (a) Man bestimme die Vektordifferenzial-
gleichung. (b) Man bestimme die Wurzeln der charakteristischen Gleichung die-
ses Systems.

Antwort:
) 0 1 0
(a)x=|: :|'x+|: i|'X
—-100 -20 1
(b) s=-10,-10

U3.8 Es ist sehr schwierig, einen von Hand gesteuerten Helikopter in geringer
Hohe tiber dem Landedeck eines Schiffes in der Schwebe zu halten, besonders bei
starkem Seegang. Der Schwebezustand wird durch die folgende Matrix dargestellt

0 1 0
A=|0 0 1
0 -5 -2

Man bestimme die charakteristische Gleichung.

U3.9 Abbildung U3.9 zeigt ein Netzwerk ochne Eingangssignal. Als Zustands-
groBen sollen hier die Ladungen der Kondensatoren dienen, so dass x; = g; und
X, = q, gilt. (a) Man bestimme das Modell des Systems als Differenzialgleichung.
(b) Man bestimme eine Zustandsdarstellung des Systems. (c) Man bestimme die
charakteristische Gleichung und beachte dabei, dass i; = dg,;/dt = dx,/dt und
i, = dq,/dt gilt. Als Ausgangsgrdfe soll der Strom i, angenommen werden.

i =X 10 ih =X,
%A% o+
I i Ausgangs-
~—~1F 0,5Q 2F 1~ Uy ©
variable
o —

Abbildung 03.9: RC-Glied

U3.10 Ein Luftfahrzeug im Schwebezustand wird durch zwei ZustandsgréBen
und die Matrix [15]
0 6
A=
e

beschrieben.
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(a) Man bestimme die Wurzeln der charakteristischen Gleichung.
(b) Man bestimme die Ubergangsmatrix D(t).
Antwort:
(a) s=-3,-2.
3¢ -2 —6e ¥ +6e ¥

(b) (D(t) = ¥ — g 373t — 92

U3.11 Man bestimme fiir das System, das durch die Ubertragungsfunktion

Y(s)  4(s+3)
R(s) (s+2)(s+6)

T(s)=

beschrieben wird, eine Zustandsdarstellung.

U3.12 Man beschreibe den in Abbildung UJ3.12 gezeigten Serienschwingkreis
mit Hilfe eines ZustandsgroBen-Modells. Man bestimme die Systemantwort auf
einen Einheitssprung am Eingang, wenn der Anfangsstrom und die Anfangsla-
dung des Kondensators Null sind.

R=40 L=010H
YY)

in C = 1000 uF A~ Ve

Abbildung 03.12: RLC-Glied

U3.13 Ein System sei durch zwei Differenzialgleichungen beschrieben:

d—y+y—2u+aw=0
dt
und
d—W—by+4u=0.
dt

Hierbei sollen w und y Funktionen der Zeit sein und u eine EingangsgrdBe u(t).

(a) Man wihle einen Satz von ZustandsgroBen aus.

(b) Man schreibe die Matrixdifferenzialgleichung auf und bestimme die Ele-
mente der Matrizen.

(c) Man bestimme die Pole des Systems in Abhéngigkeit von den die Parametern
aund b.

Antwort: (c) s= —%t%xll—élab.

U3.14 Man entwickle die Zustandsraumdarstellung von radioaktivem Material
der Masse M, dem zusitzliches radioaktives Material mit der Rate r(f) = K u(t)
hinzugefiigt wird (K als Konstante). Man bestimme die Zustandsgré8en.
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Ubungen

U3.15 Zwei Massen seien wie in Abbildung U3.15 miteinander verbunden. Die
Gleitreibung jeder Masse sei b. Man bestimme eine Matrixdifferenzialgleichung.

—»x > q
| |

Gleitreibungskonstante b

Abbildung U3.15: System mit zwei Massen

U3.16 Zwei Fahrzeuge mit vernachlissigbarer Reibung sind gemilB Abbildung
U3.16 miteinander verbunden. EingangsgroBe ist die Kraft u(t). Ausgangsgrofe
ist die Position des Fahrzeugs 2, d.h. y(f) = q(t). Zu ermitteln ist eine Zustands-
darstellung des Systems.

| * | a
u(?) ! ky ! ky
Einwir- " vV V'V " M
kende Kraft 1 1] 2 11
00 - o0 bk

Zwei Fahrzeuge mit vernachlassigbarer Rollreibung

U3.17 Man bestimme eine Zustandsdifferenzialgleichung in Matrixform fiir das
in Abbildung U3.17 dargestellte RC-Glied.

R, R, Ry
AAYAY AAYAY AVAYAY

v (®) ¢ 7{ w6 7{ ) Ow

Abbildung U3.17: RC-Glied

U3.18 Zu bestimmen ist eine Zustandsdifferentialgleichung in Matrixform fiir
die Schaltung in Abbildung U3.18. Annahme x, = i}, X, = i, und x; = v.

R L] LZ
AN Y Y Y Y Y Y
— «—

W@ A O

Abbildung 03.18: RLC-Schaltung
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U3.19 Ein System mit einem Eingang und einem Ausgang sei durch die Matrix-

differenzialgleichung
L Al
X = ‘x+| _|u
-3 -4 1

y=[10 0]x

und durch die Gleichung

gegeben. Man bestimme die Ubertragungsfunktion G(s) = Y(s)/ U(s).

10
s?4+4s+3°

. J

A3.1 Abbildung A3.1 zeigt ein RLC-Glied.

(a) Man bestimme einen passenden Satz von Zustandsgrofen.

(b) Man stelle um diese Zustandsgréflen herum ein System von Differenzialglei-
chungen 1. Ordnung auf.

(c) Man stelle die Zustandsdifferenzialgleichung auf.

Antwort: G(s)=

R i L
v(?) +
Spannungs—(w U, +;< C
quelle - -
Abbildung A3.1: RLC-Glied
A3.2 Gegeben sei das Netzwerk in Abbildung A3.2.
N e 8 .
L i
AAAY AAAY
Ry Ry
R, R,
+
+ Ve A~ C +
v - Uy

Abbildung A3.2: Symmetrische Briickenschaltung
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Aufgaben

(a) Man zeige, dass die Matrizen A und B fiir dieses Netzwerk lauten:

SN — 0 11
A (R,+R,)C g1 C C
0 __2RR, | R+R,| R, R,
(R,+R,)L L L

(b) Man skizziere das Blockschaltbild. Die ZustandsgréBen seien (x4, x,) = (v, ir).

A3.3 Abbildung A3.3 zeigt ein RLC-Glied. Man definiere die Zustandsvariablen
als x; = i; und x, = v,. Man bestimme die Zustandsdifferenzialgleichung.

. C .
i \| I
' L e
+ Ye +

e : O

Abbildung A3.3: RLC-Glied

1

° 1

Teilantwort: A = 1
"C RC

A3.4 Gegeben sei ein System mit der Ubertragungsfunktion

_Y(s)  s°+2s+5
R(s) s*+2s°+3s+10°

T(s)

Man skizziere das Blockschaltbild und bestimme die Matrixdifferenzialglei-
chung der ZustandsgroBen fiir die folgenden Normalformen: (a) Phasennormal-
form; (b) Normalform mit Vorwérts-Mitkopplung des Eingangssignals.

A3.5 Abbildung A3.5 zeigt einen Regelkreis.

(a) Man bestimme die ﬁbertragungsfunktion T(s) = Y(s) / R(s).

(b) Man skizziere ein Modell fiir das System in Form eines Blockschaltbilds und
bestimme die Matrix-Differenzialgleichung.

Geschwin-
Spannung digkeit
s+ Vits) 1 V(s)
(s +6) 1os-D

Regler

—_

Y(s)
" Position

R(s)

A\ 4

©

Abbildung A3.5: Regelkreis
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A3.6 Man bestimme die Matrixdifferenzialgleichung fiir das in Abbildung A3.6
gezeigte Netzwerk. Als ZustandsgroBen sollen x; = v, x, = v, und x; = i gewdhlt
werden.

4kQ 2 mH
A4 % ' b
+ +
16 U AN 025mF v A< 05mF < 1kQ i

Abbildung A3.6: RLC-Glied

A3.7 Abbildung A3.7 zeigt eine automatische Tiefensteuerung (Regelung) fiir ein

unbemanntes Unterseeboot. Die Tiefe wird iiber einen Druckwandler gemessen.

Bei einer Sinkgeschwindigkeit von 25 m/s betrédgt die Verstarkung des Aktuators

fiir das Heck-Tiefenruder K = 1. Das Unterseeboot hat die angeniherte Ubertra-

gungsfunktion (s11)

s+1

G(s)=-—5—"=%
() s +1 7

mit dem riickgekoppelten Wandler H(s) =2 s + 1.

(a) Man bestimme eine Zustandsraumdarstellung des Systems.

(b) Man priife, ob das System stabil ist.

Aktuator Y(s)
R 4 3, 1 Tiefe
Soll- K > G(s) 5 »>
Tiefe — -
Druck-
messung
H(s) <

Abbildung A3.7: Tiefensteuerung fiir ein Unterseeboot

A3.8 Die sanfte Landung einer Mondfdhre auf dem Mond kann, wie in Abbildung
A3.8 dargestellt, modelliert werden.

Fihre

TSchub = kdm/dt

|
Mondoberfliche

Abbildung A3.8: Landesteuerung (Regelung) fiir eine Mondféhre
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Aufgaben

Man wihle die ZustandsgréBen als x, = y, x, = dy/ dt und x; = m und die Steuerung
als u = dm/dt. Die Gravitationskonstante des Mondes sei g. Man bestimme die
Zustandsraumgleichungen fiir dieses System. Ist das Modell linear?

A3.9 Es soll ein System zur Geschwindigkeitsregelung entwickelt werden, das
mit Fluid-Komponenten arbeitet. Das System ist ein reines Fluid-System, da es
iiber keinerlei bewegte mechanische Teile verfiigt. Als Fluid kommt eine Fliissig-
keit oder ein Gas in Frage. Das System soll in der Lage sein, die Geschwindigkeit
innerhalb einer Toleranz von 0,5% des Sollwertes zu halten. Als Referenz dient
eine Stimmgabel und als Aktuator ein Ventil. Fluid-Regelungssysteme arbeiten
zuverldssig {iber einen groBen Temperaturbereich und sind unempfindlich gegen-
iiber elektromagnetischer und nuklearer Strahlung, Beschleunigung und Vibra-
tion. Die erforderliche Verstirkung wird im System durch einen Fluidstrahl-
Ablenkverstarker erzeugt. Das System kann fiir eine 500 kW-Dampfturbine mit
12.000 U/min eingesetzt werden. Abbildung A3.9 zeigt das Blockschaltbild des
Systems. Als dimensionslose Einheiten seien f=0,1, /=1 und K; = 0,5 gegeben.
(a) Man bestimme die Ubertragungsfunktion des geschlossenen Regelkreises

T(s)=20)

=R

(b) Man bestimme eine Zustandsraumdarstellung.
(c) Man bestimme die charakteristische Gleichung, die sich aus der Matrix A ergibt.

T,(s)

Ventil Storgrofie
R(s) Filter Aktuator Turbine
Flt’hrE)‘L;Sncg& 5 10 > 1 ¥ 1 L w(s)
- " s g 7
Drehzahl - s +10) s + Js+f Drehzahl

Stimmgabel und
Fehlerdetektor

K

A

Abbildung A3.9: Geschwindigkeitsregelung fiir eine Dampfturbine

A3.10 Viele Steuerungs- und Regelungssysteme miissen in zwei Dimensionen
arbeiten konnen, z.B. entlang der x- und y-Achse. Abbildung 3.10 zeigt ein Rege-
lungssystem, das auf zwei Achsen wirkt, mitsamt der Zustandsvariablen. Der
Verstarkungsfaktor fiir die Achsen ist K; bzw. K,.

(a) Man bestimme die Zustandsdifferenzialgleichung.

(b) Man bestimme die charakteristische Gleichung aus der Matrix A.

(a) Man bestimme die Ubergangsmatrix fiir K; = 1 und K, = 2.
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=
@)
Q

1 1
/:S O——Cv,

+ . + 1
R (s) K, R » Y (s)
+ * 1
Ry(s) K, — » Y,(s)
B + s | X
(b)

Abbildung A3.10: System mit zwei Achsen (a) Signalflussgraph (b) Blockschaltbild
A3.11 Ein System sei durch Gleichung 3.16 beschrieben mit
1 -2
A=
und u(t) = 0 sowie x,(0) = x,(0) = 10. Man bestimme x;,(t) und x,(t).

A3.12 Ein System sei gegeben durch die Ubertragungsfunktion

Y(s 8(s+5
( )=T(S)= 3 (2 ) .
R(s) s*+12s" +445+48

(a) Man bestimme die Phasennormalform.
(b) Man bestimme die diagonale Normalform der Zustandsgleichung.
(c) Man bestimme die Ubergangsmatrix D(t).

A3.13 Wir betrachten nochmals das RLC-Glied aus Aufgabe A3.1 mit R = 2,5,

L=1/4und C=1/6.

(a) Man bestimme die charakteristische Gleichung aus der Matrix A und ent-
scheide, ob das System stabil ist.

(b) Man bestimme die Ubergangsmatrix des Netzwerks.

(c) Man bestimme die Systemantwort bei einem anfidnglichen Spulenstrom von
0,1 A, v,(0) =0 und v(t) = 0.

(d) Man wiederhole (c), wenn alle Anfangsbedingungen null sind und v(f) = E fiir
t > 0 gilt (E als Konstante).
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Aufgaben

A3.14 Man bestimme eine Zustandsraumdarstellung fiir ein System mit der
Ubertragungsfunktion

s+10
s*+12s° +23s* +34s+40°

Y(s)
R(s)

= T(S) =

A3.15 Man erstelle ein Blockschaltbild und eine ZustandsgroBendarstellung fiir
das System

_ 5(s+4)
s*+10s*+31s+20 °

A3.16 Abbildung A3.16(a) zeigt ein System zum Einfiillen einer radioaktiven
Fliissigkeit in Kapseln. Ein Linearmotor bewegt das Tablett mit den Kapseln auf
der horizontalen Achse. Abbildung A3.16(b) zeigt die Regelung der x-Achse. Es
soll hier K= 500 angenommen werden.

(a) Man ermittle eine Zustandsdarstellung des Systems.

(b) Man bestimme die Einheits-Sprungantwort des Systems.

(c) Man bestimme die Pole des Systems.

. <
P>

Draufsicht 50000 0

[elelelelele] o— 000

[elelelelele] o—t 000

[elelelelele] o—t 000

S00000 Ot 000

000000 O 000

000000 o— 000

[ele]e]elele! o— 000

Abfiill- Volle
kopfe Kapseln

/

Tablett mit Schlauch
leeren Kapseln

\l
|

iy
L

Schlitten  Linearmotor "[ﬁ‘

Seitenansicht Motor mit
Fiihrungsschraube
(@)
Y(s)
+ 1 x-Position
R(s — >
() K s(s + 5)(s + 10)

(b)
Abbildung A3.16: Einfiillautomat fiir Fliissigkeiten
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A3.17 Das dynamische Verhalten eines gesteuerten Unterseebootes ist erheblich
verschieden von dem eines Flugzeuges, einer Rakete oder eines Schiffes. Der
Unterschied liegt vor allem in der Auftriebskraft, die in der vertikalen Ebene wirkt.
Aus diesem Grunde ist es interessant, sich mit dem Problem der Tiefensteuerung
eines Unterseebootes zu befassen. Abbildung A3.17 zeigt, wie die Gleichungen,
die das dynamische Verhalten des Unterseebootes beschreiben, aus den Newton-
schen Bewegungsgesetzen und den dazugehorigen Winkeln gewonnen werden
konnen. Zur Vereinfachung der Gleichungen soll angenommen werden, dass 6 ein
kleiner Winkel ist und dass die Geschwindigkeit v konstant bei 8,33 m/s liegt. Fiir
eine rein vertikale Steuerung sind die ZustandsgroBen x;, =0 , x, = d6/df und x; =
mit a als Anstellwinkel. Fiir ein Unterseeboot mit einem Rumpf der Albacore-
Klasse lautet die Vektordifferenzialgleichung

0 1 0 0
x=|-0,0071 -0,111 0,12 |-x+|—0,095|-u(t),
0 0,07 -0,3 0,072

mit u(t) = d4(t) als Auslenkung des hinteren Tiefenruders.

(a) Man bestimme, ob das System stabil ist.

(b) Man bestimme iiber eine zeitdiskrete Approximation die Sprungantwort auf
einen Tiefenruderbefehl von 0,285 Grad wenn alle Anfangsbedingungen
gleich Null gesetzt werden. Man verwende ein zeitliches Inkrement von zwei
Sekunden.

(c) Man berechne mit einem Computer fiir ein zeitliches Inkrement von T=0,5 s
die Systemantwort fiir jeden Zustand iiber eine Zeit von 80 Sekunden. Man
vergleiche die Systemantwort mit den Ergebnissen aus (a) und (b).

9 Geschwin-
s digkeit
v
ﬂ Schwerpunkt

Steuerfldche

Abbildung A3.17: Tiefensteuerung fiir ein Unterseeboot

A3.18 Ein System sei beschrieben durch die Zustandsgleichungen

1 1 -1 0
x=|4 3 0 |'x+|0]|-u,
-2 1 10 1

y=[20 30 10]-x.

Man bestimme G(s) = Y(s) / U(s).
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Aufgaben

A3.19 Abbildung A3.19 zeigt eine Steuerung fiir einen Roboter. Der Motor iibt
ein Drehmoment auf den Ellbogen aus, der seinerseits iiber den flexiblen Unter-
arm das Handgelenk bewegt [16]. Der flexible Unterarm hat die Federkonstante k
und die Reibungs-/Dampfungskonstante b. Als ZustandsgroBen sollen x; = ¢, — ¢,
und x, = w, / v, gewihlt werden, mit

. _kUi+].)
Wy = ———"%.
]1]2
Man schreibe die Gleichung der Zustandsgréfen in Matrixform fiir x; = w, / @,.
o ® ¢, Hand-
Ellb/oécn l 2 gelenk
—>»( Motor = YAYAAY)
i(1) N b
) w3
Strom Jy Js

Abbildung A3.19: Industrieroboter (mit freundlicher Genehmigung von GCA Corporation)

A3.20 Die Ableitung einer ZustandsgroBe kann ndherungsweise durch die Glei-
chung

x(t)s%[3X(1<+1)-4X(1<)+X(1<—1)].

ausgedriickt werden. Diese Ndherung der Ableitung verwendet zwei Werte aus
der Vergangenheit zur Abschédtzung der Ableitung, wéhrend Gleichung (3.89)
einen Wert der Zustandsgrofle aus der Vergangenheit verwendet. Man wieder-
hole die Berechnungen fiir Beispiel 3.6 unter Verwendung dieser Naherung. Man
vergleiche das Ergebnis der Ndherung fiir x;(f), T = 0,2 mit den in Tabelle 3.1
angegebenen Ergebnissen. Liefert diese Ndherung genauere Ergebnisse?

A3.21 Ein Kernreaktor, der im Gleichgewichtszustand bei einem hohen Fluss an
thermischen Neutronen betrieben wird, wird plotzlich abgeschaltet. Beim
Abschalten liegen die Konzentrationen von Xenon 135 (X) und Jod 135 (/) bei
7-10% bzw. 3-10"® Atomen pro Volumeneinheit. Die Halbwertszeiten der Jod 135-
und Xenon 135-Nuklide liegt bei 6,7 bzw. 9,2 Stunden. Die Zerfallsgleichungen
lauten

0,693 - 0,693

[=— , X =- X-J.
J 6,7 J 9,2 J

Man bestimme die Konzentrationen von Jod 135 und Xenon 135 als Zeitfunktion

nach dem Abschalten tiber

(a) die Ubergangsmatrix und die Systemantwort,

(b) eine zeitdiskrete Berechnung der Zeitantwort. Man verifiziere, dass die Sys-
temantwort das in Abbildung A3.21 gezeigte Zeitverhalten hat.
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o

X1 7

E X = Xenon 135
g 6 I =Jod 135
=

£

Z 5

S

>

°

g 4

5 X
qé 1016
S 3

<

.8

£ 2

Q

=

z 1 I
—g 1015
Q

=

=

a

|
—_

(=]
wn

10 15 20 25 30 35 40
Zeit in Stunden

Abbildung A3.21: Systemantwort eines Kernreaktors

A3.22 Die Abbildungen 3.8 und 3.10 zeigen zwei dquivalente Blockschaltbilder
einer Gleichung 4. Ordnung (Gleichung 3.38). Abbildung A3.22 zeigt eine wei-
tere Struktur, bei der das zugrunde liegende System 2. Ordnung durch die Uber-
tragungsfunktion

_Y(s) _ bs+bh,

T U(s) s'+as+a,

G(s)

beschrieben wird.

(a) Man verifiziere, dass das Blockschaltbild in Abbildung A3.22 tatsdchlich die
Ubertragungsfunktion G(s) reprisentiert.

(b) Man zeige, dass die Vektordifferenzialgleichung

X =[_(;0 _Zl]-x+[1f:]-u(t),

mit h; = b; und hy, = by — b, a,, das Blockschaltbild aus Abbildung A3.22
reprasentiert.

U(s) > = » Y(s)

Abbildung A3.22: Modell eines Systems 2. Ordnung
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Aufgaben

A3.23 Man bestimme die Matrixdifferenzialgleichung fiir das in Abbildung
A3.23 gezeigte Netzwerk. Die ZustandsgroBen seien x; = i, x, = v; und x; = v4. Die
AusgangsgrobBe sei vy (t).

R, v Ry "
VN o+

+ 1 L il Ausgangs-
v 1 A~ Cq v NG Ry 7 spannung

Abbildung A3.23: RLC-Glied

A3.24 Abbildung 3.24(a) zeigt ein System mit zwei Fliissigkeitstanks, bei dem
der Ausfluss durch ein motorbetriebenes Einlassventil gesteuert wird. Die Uber-
tragungsfunktion dieses Systems laute

Q (s 1
( )ZT(S)Z 3 2 )
I(s) s*+10s” +31s+30

Abbildung A3.24(b) zeigt das entsprechende Blockschaltbild. Man bestimme ein
Blockschaltbild und die Matrixdifferenzialgleichung fiir folgende Modelle:
(a) Phasennormalform

(b) die Normalform mit Eingangs-Mitkopplung
(c) Form mit physikalischen Zustandsgrofien
(d) Form mit entkoppelten Zustandsgréfen
Motor und
[(\) Ventil Ventil
Eingangs-
signal ¥ Q1)
) 0y(5)
Qo)
Ausfluss
—_—
(@)
165)
Eingangs- Q,(5)
signal 1 Q(s) 1 05(5) 1 Ausfluss
s+5 Tlos+2 T os+3 -
(b)

Abbildung A3.24: System mit zwei Flissigkeitstanks, bei dem der Motorstrom die Ausflussgeschwindigkeit
steuert (a) Skizze der physikalischen Anordnung (b) Blockschaltbild

257



ZUSTANDSGROSSENMODELLE

A3.25 Beim Betrieb von Raumheizungen mit Sonnenkollektoren ist es das Ziel,
durch genau arbeitende Regelungssysteme die Temperatur im Gebdude konstant
zu halten. Ein Exemplar einer Sonnenheizung kann durch folgendes System von
Differenzialgleichungen beschrieben werden [10]:

dx,
dt

mit x, = Abweichung von der Solltemperatur und x, = Temperatur des Speicher-
materials (z.B. Wassertank). Die GroBen u, und u, sind der konventionelle bzw.
solare Warmestrom, wobei als Transportmedium Luft mit Zwangsumlauf dient.
Storungen bei der Temperatur des Speichermediums (z.B. durch starke Bewdl-
kung) werden durch die GréBe d beriicksichtigt. Man stelle die Matrixgleichungen
auf und bestimme die Systemantwort fiir u; = 0, u, = 1 und d = 1, wenn alle
Anfangsbedingungen auf Null gesetzt werden.

dx,
t‘ =2x,+u,+d,

=3x,+u, +u, und

A3.26 Ein System sei beschrieben durch die Differenzialgleichung

S [-1 o 0
_[ ) _3} x+H r(0).
Man bestimme ®(s) und ®(t) fiir das System.

A3.27 Ein System sei durch das in Abbildung A3.27 dargestellte Blockschalt-
bild beschrieben. Man bestimme die Zustandsgleichungen und die Ubergangs-
matrix ®(s).

+
R(s) 25— » Y (s)

\ 4
I

Abbildung A3.27: Riickgekoppeltes System

A3.28 Abbildung A3.28 zeigt einen Kreiselkompass mit einem einzigen Frei-
heitsgrad. Kreiselkompasse reagieren auf Winkelbewegungen eines Systems und
werden fiir automatische Flugzeugsteuerungen eingesetzt.

H

Kreisel Kardanring

Gehiduse

B

A Ausgangsachse

Eingangsachse
Abbildung A3.28: Kreiselkompass
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Aufgaben

Der Kardanring bewegt sich um die Ausgangsachse OB, die Eingangsgrofe wird
um die Achse OA herum gemessen. Die Bewegungsgleichung um die Ausgangs-
achse wird gewonnen durch Gleichsetzen der Anderungsgeschwindigkeit des
Drehimpulses mit der Summe der Drehmomente. Man ermittle eine Zustands-
raumdarstellung des Kreiselkompasses.

A3.29 Abbildung A3.29 zeigt ein System mit zwei Massen. Die Rollreibung sei
durch die Konstante b gegeben. Man bestimme die Matrixdifferenzialgleichung
des Systems, wenn als Ausgangsgrofie y,(f) gewéhlt wird.

— Y —> YV
| |
| |

u
Kraft rie '\/\/\/]:/\/\/‘— m,
Q O @) @)

Rollreibungskonstante = b

Abbildung A3.29: System mit zwei Massen

A3.30 Es wurden bereits viele technische Anstrengungen unternommen, um die
Ausfithrung von Arbeiten im Weltraum moéglich zu machen, wie z.B. das Zusam-
menbauen einer Raumstation. Fiir solche Aufgaben tragen Shuttles in ihrem
Laderaum ein ferngesteuertes Handhabungssystem (RMS) [4, 12, 26]. Das RMS
hat seine Leistungsfdhigkeit bereits bei einigen Einsédtzen unter Beweis gestellt,
dennoch arbeitet man bereits an einem neuen Konzept: einem Manipulator mit
aufblasbaren Armsegmenten. Eine solche Losung kénnte das Gewicht des Geré-
tes um den Faktor Vier reduzieren, wihrend es bei Nichtbenutzung nur ein Ach-
tel des Platzes benotigen wiirde wie das bisherige RMS-System.

Abbildung A3.30(a) zeigt die Verwendung eines RMS zum Zusammenbau einer
Konstruktion im Lastraum des Shuttles. Abbildung A3.30(b) zeigt ein Modell des
flexiblen Arms des RMS mit J als Trdgheitsmoment des Antriebsmotors und L als
Abstand vom Schwerpunkt der Last. Man stelle die Zustandsgleichungen fiir die-
ses System auf.

Konstruktion
im Weltraum (a)

Masse der Last
L LM

Antriebs-
motor

(b)
Abbildung A3.30: Ferngesteuertes Handhabungssystem
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A3.31 Man stelle die Zustandsgleichungen fiir das in Abbildung A3.31 darge-
stellte RLC-Glied mit zwei Eingdngen und einem Ausgang auf, wobei i, als Aus-
gangsgrofe dient.

Abbildung A3.31: RLC-Glied mit zwei EingangsgroBen

A3.32 Ein Extender, wie in Abbildung A3.32 dargestellt, ist ein Roboter-Hand-
habungssystem, das die Kraft des menschlichen Arms zur Bewegung von Lasten
verstirkt [23, 27]. Das System wird durch die Ubertragungsfunktion

Y(s)
U(s)

30
s*+4s+3’°

= G(s) =

repréasentiert, wobei U(s) die auf den Extender einwirkende Kraft der Hand ist
und Y(s) die vom Extender entwickelte Kraft zur Bewegung der Last. Man
bestimme ein ZustandsgroBenmodell und die Ubergangsmatrix fiir das System.

Extender

! 7S

LAV
N’ \S

> j

Greifer

Abbildung A3.32: Extender zur Verstarkung der Kraft des menschlichen Arms zur Bewegung von Lasten

A3.33 Ein oral verabreichter Wirkstoff wird mit der Rate r aufgenommen. Die
Menge des Wirkstoffes im Verdauungstrakt wird mit m; bezeichnet, die Menge
im Blut mit m,. Die Anderungsrate der Menge des Wirkstoffes im Verdauungs-
trakt ist gleich der Aufnahmerate r abziiglich der Rate, mit der der Wirkstoff in
den Blutkreislauf gelangt. Die letztere Rate wird als proportional zur vorhande-
nen Wirkstoffmenge angenommen. Die Anderungsrate der Wirkstoffmenge im
Blutkreislauf ist proportional zu der vom Verdauungstrakt eintreffenden Menge
abziiglich der im Stoffwechsel verlorenen Menge. Diese ist wiederum abhéngig
von der im Blut vorhandenen Menge. Man entwickle eine Zustandsraumdarstel-
lung dieses Systems.

Man bestimme die Systemantwort fiir den Sonderfall, dass die Koeffizienten
von A gleich 1 sind (mit passendem Vorzeichen) und dass m,(0) = 1 und m,(0) =0
gilt. Man stelle die ZustandsgroBen im zeitlichen Verlauf sowie in der x,/x,-
Zustandsebene dar.
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Aufgaben

A3.34 Das dynamische Verhalten einer Rakete ist beschrieben durch
Y (s) 1
222 G(s)=—
U(S) (S) SZ H
mit einer Riickkopplung der Zustandsgréfen, wobei
x, =y(t), x,=y(t) und u=-x, —0,5x,

gelte. Man bestimme die Wurzeln der charakteristischen Gleichung dieses Systems
sowie die Systemantwort wenn als Anfangsbedingungen x,(0) = 0 und x,(0) = 1
angenommen werden. Als Eingangsgrofe U(s) dienen die anliegenden Drehmo-
mente und Y(s) ist die Fluglage der Rakete.

A3.35 Ein System habe die Ubertragungsfunktion
Y (s)
R(s)

(a) Man bestimme eine Zustandsraumdarstellung dieses Systems.
(b) Man bestimme das Element ¢,,(t) der Ubergangsmatrix dieses Systems.

8
:T -
(s) s*+7s*+14s+8"

A3.36 Man bestimme eine Zustandsraumdarstellung fiir das in Abbildung
A3.36 gezeigte System. Die Induktivitit des Motors sei vernachlédssigbar, als
Motorkonstante gelte K, = 10, die Gegen-EMK-Konstante sei K;, = 0,0706 und die
Reibung des Motors sei vernachlédssigbar. Das Trdgheitsmoment von Motor und
Ventil sei J = 0,006 und die Oberfldche des Fliissigkeitsbehilters betrage 50 m?.
Der Motor werde durch den Ankerstrom i, gesteuert. Es gelte weiterhin x; = h,
x, = 0 und x; = d6/dt. Es wird angenommen, dass g, = 80 6 gilt, wobei 6 fiir den
Winkel der Welle steht. Der Ausfluss betrage g, = 50 h(t).

Vorrats-
tank

o—1]
+

Verstirker Ventil
U; entL

! K,=50
oI
—> 4
Abbildung A3.36: System mit einem Fliissigkeitsbehalter
- J
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ZUSTANDSGROSSENMODELLE

Weiterfiihrende Aufgaben

WA3.1 Abbildung WA3.1 zeigt eine durch einen Elektromagneten gesteuerte
Schwebevorrichtung. Der von oben wirkende Magnet entwickelt die elektro-
magnetische Kraft f, die die Stahlkugel in der Schwebe halten soll. Damit dieses
System funktioniert, muss eine Riickkopplungsstruktur eingefiihrt werden. Die
hierzu benétigte Messung der Kugelposition wird von einem unter der Kugel
befindlichen Abstandsmesser vorgenommen, der nach dem Wirbelstromprinzip
arbeitet [25].

Als Zustandvariablen werden x; = x, x, = dx / dt und x; = i gewéhlt. Der Elektro-
magnet habe die Induktivitdt L = 0,508 H und einen Gleichstromwiderstand von
R = 23,2 Q. Man stelle eine Taylor-Reihenentwicklung fiir die elektromagnetische
Kraft auf. Der Strom sei i; = I + 1, mit I, = 1,06 A als Arbeitspunkt und dem Strom
i als Variable. Die Masse m sei 1,75 kg. Der Abstand werde als x, = X, + x angege-
ben, mit X; = 4,36 mm als Arbeitspunkt und i als Variable. Die elektromagnetische
Kraft sei f= k (i; / x,)?, mit k = 2,9-10* N m?/ A%2. Man bestimme die Matrixdiffe-
renzialgleichung und die dquivalente Ubertragungsfunktion X(s) / V(s).

Elektromagnet

Eisenkugel

1T

v
mg

e Abstands-

messer

Abbildung WA3.1: Schwebevorrichtung mit Elektromagnet

WA3.2 Abbildung WA3.2 zeigt eine Masse m, die auf einem massefreien Wagen
befestigt ist. Man bestimme die Ubertragungsfunktion Y(s)/ U(s) und verwende
die Ubertragungsfunktion zur Aufstellung einer Zustandsraumdarstellung des

Systems.
> u ’
: k | Y
_\/ \/ \/ \/ \/ \/ e Masse
I—l m
1y )

O
Q Q

Abbildung WA3.2: Masse auf einem Wagen

262



Weiterfiihrende Aufgaben

WAS3.3 Die Steuerung eines unbemannten Fahrzeuges von einem Punkt zum
anderen hingt ab von der genauen Lageregelung des Fahrzeugs [18]. Der offene
Kreis dieser Lageregelung ist in Abbildung WA3.3 dargestellt. Es wird die
Zustandsgleichung gesucht.

Dynamik des
R(s) Regler Fahrzeugs
Eingangs- Y(s)
grofe | 22 +65+5 1 Position

» »

s+1) ™ G+ D612

Abbildung WA3.3: Offener Kreis der Lageregelung

WA3.4 Moderne Mountainbikes sind standardmé&Big mit einer gefederten Front-
gabel ausgestattet. Durch eine solche Federung werden die durch Unebenheiten
verursachten St6Be zur Schonung von Fahrradrahmen und Fahrer aufgefangen.
Gewdhnliche Frontgabel-Federungen haben eine feste Federkonstante, die unab-
héngig von der Geschwindigkeit auf St6Be stets gleich reagiert.

Eine Federung, die wahrend des Fahrens einstellbar ist, konnte auf leichte und
schwere St6Be verschieden reagieren. Es gibt bereits Systeme mit einer Luftfeder
und einer Olfeder, die auf das Geldnde und auf das Gewicht des Fahrers einge-
stellt werden konnen [20]. Abbildung WA3.4 zeigt ein solches System, bei dem
die GroBe b einstellbar ist. Man wihle einen passenden Wert fiir b, so dass
(a) groBe Unebenheiten bei hohen Geschwindigkeiten und
(b) kleine Unebenheiten bei niedrigen Geschwindigkeiten ausgeglichen werden

kénnen.
Man nehme k, =1 und k; = 2 an.

Masse

WA

Eyyyy-
=

Abbildung WA3.4: StoBddmpfer

WA3.5 Abbildung WA3.5 zeigt eine Masse M, die iiber eine gewichtslose Pen-
delstange der Lange L an einer anderen Masse m aufgehéngt ist. Man stelle die
Matrixdifferenzialgleichung der ZustandsgréfBen auf, wobei von einem linearen
Modell ausgegangen werden soll (kleine Winkel 6).
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ZUSTANDSGROSSENMODELLE

k | k

2 2
SN — T\m —/ AV —

Abbildung WA3.5: An einem Wagen aufgehangte Masse

WA3.6 Abbildung WA3.6 zeigt einen Kran, dessen Laufkatze sich in x-Richtung
bewegt, wihrend sich die Masse m in z-Richtung bewegt. Der Motor der Lauf-
katze und der Hubmotor sind sehr stark ausgelegt im Verhéltnis zum Gewicht der
Masse der Laufkatze. Man wihle als Eingangsgrofen die Abstinde D und R. Es
wird angenommen, dass 6 < 50° gelte. Man entwickle ein lineares Modell und
ermittle die Zustandsgleichung.

< D >
|
|
|
|

m
: b
Abbildung WA3.6: Ein Kran, der sich in x-Richtung bewegt, wéhrend die Ortsveranderung der Masse in

z-Richtung erfolgt

- J

Aufgaben zum Entwurf

CEA3.1 Abbildung CEA2.1 zeigt einen Fahrantrieb mit Riemeniibertragung.
Man stelle ein ZustandsgroBenmodell fiir das System auf, wobei die Induktion
des Motors vernachldssigt werden soll. Die notwendigen Parameter sind in
Tabelle CEA2.1 angegeben. Die Gleitreibung sei vernachlassigbar.

EA3.1 Ein Feder-Masse-Dampfer-System nach Abbildung 3.3 soll als StoBddmp-

fer fiir ein groBes Hochleistungs-Motorrad verwendet werden. Als Parameter

werden verwendet m =1 kg, b =9 Ns/m und k=20 N/m.

(a) Man bestimme die Systemmatrix, die Pole des Systems und die Ubergangs-
matrix ®(#). Als harte Anfangsbedingungen sollen y(0) = 1 und dy/ dt |, = 2
angenommen werden.
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Aufgaben zum Entwurf

(b) Man stelle die Systemantworten von y(t) und dy/dt fiir die ersten zwei
Sekunden grafisch dar.

(c) Man verindere den StoBdampfer durch Anderung der Federkonstante und
der Ddmpfungskonstante, so dass die Auswirkungen einer starken Beschleu-
nigungskraft d?y/ d#* auf den Fahrer vermindert werden. Die Masse soll dabei
konstant bei 1 kg bleiben.

EA3.2 Fiir ein System sei die Zustandsgleichung in Phasennormalform gegeben:

x=[_0a jb]'x{cﬂ'u(t)'

Weiterhin sei y = 10 x,. Es wird angestrebt, dass die diagonale Normalform der
Differenzialgleichung

i=[_03 _01]‘z+[1]‘u, y=[-5 5]z

lauten soll. Man bestimme die Parameter a, b und d, so dass sich die richtige
Zustandsdifferenzialgleichung in diagonaler Normalform ergibt.

EA3.3 Abbildung EA3.3 zeigt eine Auffanganlage fiir Flugzeuge, wie sie auf Flug-
zeugtrdgern verwendet wird. Das lineare Modell jedes Energieabsorbers hat eine
Zugkraft von

fo = Kpx,.

Nachdem das Flugzeug das Auffangseil aufgenommen hat, muss es innerhalb
von 30 m zum Stehen kommen [15]. Die Aufsetzgeschwindigkeit des Flugzeuges
liegt bei 60 m/s. Man bestimme die erforderliche Konstante Kj und stelle die
Sprungantwort der ZustandsgroBen grafisch dar.

x3(0) = x,(0) = x,(0) =0

r — /N

Kolben zur Energieabsorption
Masse = m3 =5

dx,/dt = 60 m/s
atx=0,r=0
h=30m

Bewegliches Gestell &
Masse = m, = 10

Landebahn des |
Flugzeugtrigers ¢— x;
|

Kabel 1 Federkonstante Masse des Flugzeugs

Kabel 2 Federkonstante -
ky =500 =m; = 300
k, = 1000 ! ™
L AW
WL3 ‘

Abbildung EA3.3: Auffanganlage fiir Flugzeuge auf einem Flugzeugtrager
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ZUSTANDSGROSSENMODELLE

EA3.4 Ein Hersteller von Bungee-Seilen mé6chte ein Seil entwickeln, das das
Auftreffen des Springers am Boden verhindert, wenn dessen Masse kleiner als
100 kg ist, aber grofer als 50 kg. Des Weiteren soll das Seil eine Hangezeit (Zeit
fiir das Auf- und Abpendeln nach dem Sprung) zwischen 25 s und 40 s liefern.
Man bestimme die Kennwerte des Seiles. Der Springer soll von einer 90 m hohen
Plattform springen, wobei das Seil an einem um weitere 10 m héheren Balken
befestigt ist. Man nehme als GroBe des Springers 2 m an, wobei das Seil am
Springer in der Mitte des Korpers (1 m) befestigt ist.

- J

Aufgaben mit MATLAB

MA3.1 Man bestimme mit der Funktion ss fiir die folgenden Ubertragungsfunk-
tionen eine Zustandsdarstellung (ohne Riickkopplung):

1
@ G(s)= s+10
G-
(© G(s)= s+14

s*+3s+3s+1

MA3.2 Man verwende die Funktion f, um die folgenden ZustandsgréBenmodelle
als Ubertragungsfunktion darzustellen:

[0 1 (1
(@ A= ]B=_J,C=[1 0]

12 4
(1 1 0] 0

(b) A=|-2 0 4| B=|0|,C=[0 1 0]
6 2 10] 1

0 1 0
(© A=|_, _2},B=[1],C=[1 1].

MA3.3 Abbildung MA3.3 zeigt einen Schaltkreis mit Operationsverstirker. Man

bestimme die Ubertragungsfunktion V,(s)/ V;,(s) bei Annahme eines idealen

Operationsverstarkers.

(a) Man bestimme die Zustandsdarstellung iiber die ZustandsgréBen fiir R, = 1 kQ,
R,=10kQ, C, =0,5 uF und C, = 0,1 pF.

(b) Man stelle mit den Ergebnissen aus (a) die Systemantwort auf einen Einheits-
sprung dar.
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Aufgaben mit MATLAB

G
|(
I\
R,
—\VN—
R, G
+ E :l>—o+
Vin(s) Vo(s)
o o—
Abbildung MA3.3: Schaltkreis mit Operationsverstarker
MA3.4 Es sei folgendes System gegeben:
0 1 0 0
x={0 0 1|[x+[0lu,y=[1 0 0]x.
-3 -2 -5 1

(a) Man bestimme die Ubertragungsfunktion Y(s) / U(s) mit Hilfe der Funktion tf.
(b) Man stelle die Systemantwort fiir den Anfangszustand

x(0)=[0 -1 1] fir 0<t=<10

grafisch dar.

(c) Man berechne die Ubergangsmatrix mit der Funktion expm und bestimme
x(#) bei t = 10 fiir die in Teil (b) angegebene Anfangsbedingung. Man verglei-
che das Ergebnis mit der in Teil (b) erhaltenen Systemantwort.

MA3.5 Es seien zwei Systeme gegeben:

[0 1 o0 0
x,={0 0 1|x+[0lu y=[1 0 0]x (1)
-4 -5 -8 4
und
0,5 05 07071 0
x,=| =05  —0,5 07071|-x,+|0|-u, y=[0,7071 —0,7071 0]-x,. (2)
|—6,364 —0,7071 -8 4

(a) Man bestimme mit Hilfe der Funktion tf die Ubertragungsfunktion Y(s)/ U(s)
fiir System (1)

(b) Man bestimme die Ubertragungsfunktion Y(s) / U(s) fiir System (2).

(c) Man vergleiche die Ergebnisse aus (a) und (b) und kommentiere das Resultat.
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MA3.6 Abbildung MA3.6 zeigt einen Regelkreis.

(a) Man bestimme mit MATLAB eine Zustandsdarstellung des Reglers.

(b) Man wiederhole (a) fiir die Regelstrecke.

(c) Man bestimme die Darstellung des gesamten Regelkreises iiber die Zustands-
groBen mit Hilfe der Funktionen series und feedback. Man stelle die Impuls-
antwort des Regelkreises grafisch dar.

Regler

Regelstrecke

+ 1
R(s) —( —>] -5

1

> Y
2425 +4 )

Abbildung MA3.6: Regelkreis

(fiir x, () und x,(8)) fiir u(?) = 0.
-

MA3.7 Es sei folgendes System gegeben:

o, 2ot o

o

Man verwende die Funktion Isim zum Berechnen und Plotten der Systemantwort

x(0)

J

Ausgangsgleichung Die algebraische
Gleichung, die den Zustandsvektor x und die
EingangsgréBen u mit den AusgangsgroBen y
iiber die Beziehung y = Cx + Du verkniipft.
Diagonale Normalform Eine entkoppel-
te Normalform, in der die n verschiedenen
Pole des Systems auf der Diagonalen der Sys-
tem-Matrix A angeordnet sind.

Eulersches Verfahren Ein explizites Inte-
grationsverfahren 1. Ordnung zur Gewinnung
numerischer Losungen von Differenzialglei-
chungen.
Fundamentalmatrix Siehe Ubergangs-
matrix.

Jordansche Normalform Eine Diagonal-
Block-Normalform fiir Systeme mit Mehrfach-
polen.
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Matrix-Exponentialfunktion Eine
wichtige Matrixfunktion, definiert als

2 k
et = I+At+&+"'+&+"',
2! k!
die zur Losung linearer Differenzialgleichungen
mit konstanten Koeffizienten angewendet wird.

Normalform Eine fundamentale Form der
Modelldarstellung eines Systems (ber seine
ZustandsgroBen. Die Normalformen umfas-
sen die Phasennormalform, die Normalform
mit Eingangs-Mitkopplung, die diagonale Nor-
malform und die Jordansche Normalform.



Fachbegriffe

Normalform mit Vorwartsmitkopp-
lung Eine Normalform, die durch n Riick-
kopplungsschleifen beschrieben wird und bei
der die Koeffizienten a, des Nennerpolynoms
n-ter Ordnung der Ubertragungsfunktion sowie
die Vorwarts-Mitkopplungsschleifen durch Vor-
warts-Mitkopplung des Eingangsignals gewon-
nen werden (auch als Beobachtungsnormalform
bezeichnet.)

Phasennormalform Eine Normalform, die
durch n Riickkopplungsschleifen mit den a,
Koeffizienten des Nennerpolynoms n-ter Ord-
nung der Ubertragungsfunktion sowie durch m
vorwartsgekoppelte Schleifen mit den b,,, Koef-
fizienten des Zahlerpolynoms m-ter Ordnung
der Ubertragungsfunktion beschrieben ist.

Phasenvariablen Die ZustandsgroBen, die
bei der Phasennormalform verwendet werden.

Physikalische Variablen Die Zustands-
groBen, die die physikalischen GroBen des
Systems reprasentieren.

Ubergangsmatrix, F(t) Die Matrix-Expo-
nentialfunktion, die die freie Reaktion des Sys-
tems beschreibt.

Zeitbereich Die mathematische Darstellung
eines Systems (iber sein Zeitverhalten.
Zeitvariantes System Ein System, bei
dem ein oder mehrere Parameter zeitabhangig
sind.

Zeitdiskrete Approximation Ein Nahe-
rungsverfahren zur Bestimmung von Zeitant-
worten eines Systems, bei dem die Zeit in
kleine Abschnitte At aufgeteilt wird.

Zustand eines Systems Ein Satz von
Variablen, der dazu geeignet ist, zusammen
mit der Eingangsfunktion und den Gleichun-
gen fiir das dynamische Verhalten das zukiinf-
tige Verhalten des Systems zu bestimmen.

Zustandsdifferenzialgleichung Die Dif-
ferenzialgleichung fiir den Zustandsvektor

x=Ax+Bu.
ZustandsgroBen Der Menge der GroBen,
die das System beschreiben.

ZustandsgroBenriickkopplung  Das
Steuersignal fiir den Prozess ist eine direkte
Funktion aller ZustandsgroBen.

Zustandsraumdarstellung Ein Zeitbe-
reichsmodell, das zusammengesetzt ist aus
der Zustandsdifferenzialgleichung

x = Ax+ Bu
und der Ausgangsgleichung
y = Cx +Du.

Zustandsvektor Der Vektor, der aus allen
n ZustandsgroBen x;, x,, . . ., X, besteht.
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