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- KINETIK EINES MASSENPUNKTES: ARBEIT UND ENERGIE

Bei der Dimensionierung des Loopings der Achterbahn muss sichergestellt sein, dass die Wagen geniigend
Energie zum Durchlaufen des Loopings haben und nicht herunterfallen.



3.1 Arbeit einer Kraft

B Herleitung des Arbeitssatzes und seine Anwendung auf Auf-
gaben zur Berechnung der Geschwindigkeit eines Massen-
punktes unter der Einwirkung von Kraften als Funktion des
Weges

Untersuchung von Problemen beziiglich Leistung und Wir-
kungsgrad

Einfilhrung des Begriffes einer konservativen Kraft und
Anwendung des Energieerhaltungssatzes zur Losung entspre-
chender Kinetikaufgaben

3.1 Arbeit einer Kraft

In der Mechanik leistet eine Kraft F nur dann Arbeit an einem Massen-
punkt, wenn dieser eine Verschiebung in Richtung der Kraft erfdhrt.
Betrachten wir die Kraft F auf den Massenpunkt in Abbildung 3.1.
Bewegt sich der Massenpunkt auf der durch die Bogenldnge s charakte-
risierten Bahn von einem Anfangspunkt, beschrieben durch den Orts-
vektor r zu einem Nachbarpunkt, beschrieben durch den Ortsvektor r’,
dann betrdgt die differenzielle Lagednderung dr =r’ —r. Der Betrag
von dr wird durch ds wiedergegeben, dem differenziellen Bogenlédngen-
element der Bahn. Der Winkel zwischen dr und F ist 6, Abbildung 3.1,
und die Arbeit dW von F ist eine skalare GréfSe, definiert als

dW = Fds cos 0

Aufgrund der Definition des Skalarproduktes, siehe Gleichung (C.14),
kann diese Gleichung auch in der Form

dW =F-dr

geschrieben werden. Dieses Ergebnis kann auf zweierlei Weise interpre-
tiert werden: als Produkt von F und der Verschiebung ds cos 6 in Rich-
tung der Kraft oder als Produkt von ds und des Kraftanteils F cos 6 in
Richtung der differenziellen Verschiebung. Fiir 0° < 6# < 90° haben die
Kraftkomponente und die differenzielle Verschiebung die gleiche Rich-
tung, sodass die Arbeit positiv ist, wihrend fiir 90° < 6 < 180° diese
Vektoren entgegengerichtet und die Arbeit damit negativ ist. Steht die
Kraft senkrecht auf der Bewegungsbahn, gilt dWW = 0, denn cos 90° = 0.
Die Arbeit dW ist auch dann null, wenn die Kraft an einem raumfesten
Punkt angreift, denn dann ist der zuriickgelegte Weg gleich null.

Abbildung 3.1
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(a)

F cos 6

Ecos 6

5 — = 5
ds

(b)
Abbildung 3.2
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Die Grundeinheit der Arbeit im SI-System ist das Joule [J]. Diese Einheit
verkniipft die Einheiten von Kraft und Weg. Ein Joule Arbeit wird ver-
richtet, wenn eine Kraft von einem Newton um einen Meter auf ihrer
Wirkungslinie verschoben wird, d.h. 1 [J] = 1 [Nm]. Das Moment einer
Kraft hat ebenfalls die Einheit [Nm], die Begriffe Moment und Arbeit
sind jedoch in keiner Weise verkniipft. Ein Moment ist eine VektorgroBe,
wihrend die Arbeit ein Skalar ist.

Arbeit einer variablen Kraft entlang einem endlichen Weg Legt ein
Massenpunkt auf seiner Bewegungsbahn eine endliche Strecke, charak-
terisiert durch die Ortsvektoren r; und r, bzw. die Bogenldnge von s,
nach s, (gemessen von einem bestimmten Ausgangspunkt auf der Bahn-
kurve) zurtick, siehe Abbildung 3.2a, wird die Arbeit durch Integration
berechnet. Mit F beispielsweise als Funktion des Ortes, F = F(s), ergibt
sich unmittelbar

m_2=}F-dr=7Fcose ds (3.1)

% 51

Wird der Arbeit leistende Anteil der Kraft, F cos 0, als Funktion von s
aufgetragen, Abbildung 3.2b, entspricht das Integral in dieser Gleichung
der Fldche unter der Kurve zwischen s; und s,,.

Arbeit einer konstanten Kraft entlang einer Geraden Hat die Kraft F,
einen konstanten Betrag und eine Wirkungslinie, die den konstanten
Winkel 6 mit dieser Wirkungslinie einschlieft, Abbildung 3.3a, so
betrédgt die Koordinate von F; in Richtung der Bahn F|, cos 6. Die von F,
geleistete Arbeit fiir die Strecke des Massenpunktes von s, nach s, wird
mit Gleichung (3.1) bestimmt. Es ergibt sich

W,_, = F,cosf fds,
d.h.
w._, =F;]cosc9(sz—sl) (3.2)

Die Arbeit von F, entspricht hier der Flidche des Rechtecks in Abbildung
3.3b.

Fcos 6

| Fycos 6
. .

I Fycos® 52 5| $
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(a) (b)
Abbildung 3.3



3.1 Arbeit einer Kraft

Arbeit eines Gewichts Betrachten wir einen Massenpunkt, der auf der
gekriimmten Bahn, beschrieben durch die Bogenlédnge s in Abbildung 3.4
die Strecke von s; nach s, zuriicklegt. Fiir einen Punkt dazwischen
betrédgt die zuriickgelegte differenzielle Wegstrecke dr = dxi + dyj + dzk.
Wir wenden Gleichung (3.1) mit G = —Gj an und erhalten

W, = [F-dr = [(~Gj)-(dxi+dyj+dzk)

I n

Y2
= [-Gdy =-G(y,-y,) 5
V1

d.h.
W,_, =—-GAy (3.3)

Die geleistete Arbeit ist also gleich dem Betrag des Gewichts des Mas-
senpunktes mal der von ihm zuriickgelegten vertikalen Strecke. Fiir
den in Abbildung 3.4 dargestellten Fall ist die Arbeit negativ, denn G ist
nach unten und Ay nach oben gerichtet. Wird der Massenpunkt jedoch
nach unten verschoben, so ist die Arbeit positiv. Warum?

Arbeit einer Federkraft Der Betrag einer dulleren vorgegebenen Kraft,
die eine linear elastische Feder um s auslenkt, betrdgt Fr = cs; ¢ ist die
Federkonstante der Feder. Wird die Feder aus der Lage s, in die Lage s,
gedehnt oder gestaucht, Abbildung 3.5a, dann leistet Fr an der Feder
positive Arbeit, denn in jedem Fall haben Kraft und Auslenkung die
gleiche Richtung, d.h. es gilt

w,_, = TFFds = ]Z.CS ds

= %csz2 —%csf

Diese Gleichung beschreibt die Trapezfldche unter der Geraden Fy = cs,
Abbildung 3.5b.

ungedehnt, s =0

Kraft auf
§ / die Feder Fy

v Fr=cs
S A 55 ‘ [/

52

(@) (b)
Abbildung 3.5

R)

Y2

Abbildung 3.4
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ungedehnt, s =0

ﬂ 5 F |
c / F

Kraft auf
Massenpunkt

©
Abbildung 3.5

Ist ein Massenpunkt (oder ein Kérper) an einer Feder befestigt, so entsteht
bei seiner Bewegung s eine Kraft F;. von der Feder auf den Massenpunkt,
die der Bewegungsrichtung entgegenwirkt, Abbildung 3.5c. Folglich leis-
tet diese Kraft negative Arbeit beziiglich des Massenpunktes, wenn dieser
sich bewegt und dabei die Feder weiter verldngert (oder gestaucht) wird.
Dann ergibt sich

w,_, = —(%csg —%csf) (3.4)
Bei der Anwendung dieser Gleichung wird ein Vorzeichenfehler leicht
vermieden, wenn man einfach die Richtung der Federkraft auf den
Massenpunkt betrachtet und diese mit der Bewegungsrichtung des
Massenpunkts vergleicht. Sind beide gleich gerichtet, ist die Arbeit
positiv, sind sie entgegengesetzt gerichtet, dann ist die Arbeit negativ.

Die Krafte auf den Karren, der die Strecke s den Hang hinaufgezogen wird, sind im Freik6rperbild
eingetragen. Die konstante Zugkraft T leistet die positive Arbeit W = (T cos ¢) s, das Gewicht
die negative Arbeit W; = —(G sin 0) s, die Normalkraft N jedoch keine Arbeit, denn diese
Kraft steht senkrecht auf der Bewegungshahn.

196



3.1 Arbeit einer Kraft

P Die Masse m ruht auf der glatten schiefen Ebene, siehe
Beispiel 3.1 Abbildung 3.6a. Die Feder ist dabei um s, gedehnt. Eine hori-
zontale Kraft P (die groBer ist als jene, die im Ruhezustand
vorhanden war) schiebt die Masse die schiefe Ebene die zusatzliche Wegstrecke s
hinauf. Berechnen Sie die gesamte Arbeit, die alle Krafte an der Masse leisten.

m=10kg, s=2m,s,=0,5m,c=30N/m,P=400N,a = 30°

Lésung

Zunéachst wird das Freikorperbild der Masse mit allen realen Kraften (d.h. den ein-
gepragten Kraften und den Zwangskraften) gezeichnet, um alle Einzelbeitrage
auf die am Massenpunkt geleistete Arbeit zu erkennen, Abbildung 3.6b.

Horizontale Kraft P Da diese Kraft konstant ist, wird die Arbeit mit Glei-
chung (3.4) bestimmt. Die Arbeit kann zum einen als Kraft mal Weganteil in Rich-
tung der Kraft berechnet werden, d.h.

Wp= P(s cos &) = 400 N (2 m cos 30°) = 692,8]
oder auch als Verschiebung entlang der schiefen Ebene mal Kraftanteil in Richtung
der Bewegung, d.h.

Wy = (P cos a)s = (400 N cos 30°)(2 m) = 692,8 ]
Federkraft F, In der Ausgangslage ist die Feder um s, gedehnt, in der Endlage

um s, = s; + s. Es ergibt sich eine negative Arbeit, denn Kraft und Bewegung
haben entgegengesetzte Richtungen. Die Arbeit von Fy ist somit

W, = —[%c(s1 +sz)2 —%csf]

= —[%(30 N/m)(0,5m+2m)’ —(30 N/m)(0,5 m)z] =-90]

Gewicht G Da das Gewicht nach unten, dem vertikalen Anteil der Verschie-
bung entlang der schiefen Ebene entgegenwirkt, ist die Arbeit negativ, d.h.

We= —G(ssina) = —98,1 N (2 m sin 30°) = —98,1]
Es kann auch der Gewichtsanteil in Bewegungsrichtung betrachtet werden:
W;= —(Gsin a)s = —(98,1 sin 30°N) 2 m = —98,1 ]

Normalkraft N Diese Kraft /eistet keine Arbeit, denn sie steht /mmer senk-
recht auf der Bewegungsbahn.

Gesamtarbeit Die Arbeit aller Krafte bei einer Verschiebung der Masse um die
Strecke s ist die Summe:
W= Wp+ Wp+ W,=692,8] —90] — 98,1 N = 505 ]

ge:

N

/\ s Ausgangslage

der Masse

(b)
Abbildung 3.6
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Inertialsystem

Abbildung 3.7

Fahrt ein Auto auf diese StoB-Barrieren, so wird
die kinetische Energie des Wagens in Arbeit
umgewandelt, die die Barrieren und in einem
gewissen AusmaB auch das Auto verformt. Ist
die Energie bekannt, die jede Tonne aufnimmt,
so kann eine StoBabsorbereinrichtung, wie hier
dargestellt, konstruiert werden.
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3.2 Arbeitssatz

Betrachten wir einen Massenpunkt, siehe Abbildung 3.7, der sich zum
betreffenden Zeitpunkt — gemessen in einem Inertialsystem — im Punkt P
befindet. Der Massenpunkt hat die Masse m und eine Reihe duBlerer Krifte
greifen an ihm an, die durch ihre Resultierende Fz = >'F reprisentiert
werden. Das Newton’sche Grundgesetz fiir den Massenpunkt in tangen-
tialer Richtung lautet dann Y F, = ma, Mit der kinematischen Gleichung
a,= v dv/ds, der Integration beider Seiten und der Annahme, dass der
Massenpunkt in der Anfangslage s = s, die Geschwindigkeit v = v,, aber
spéter in der Lage s = s, die Geschwindigkeit v = v, hat, erhalten wir

Ejz-Ftds = mev dv

> JFds=4mv; -2 mv} (3.5)
GemiB Abbildung 3.7 gilt > F,= > F cos  und mit der Definition der
Arbeit aus Gleichung (3.1) schreiben wir als Ergebnis

SW,_, = %mvéZ —%mvf (3.6)
Diese Gleichung als ein erstes Integral des Newton’schen Grundgesetzes
beziiglich des Ortes ist der so genannte Arbeitssatz fiir den Massenpunkt.
Der Term auf der linken Seite ist die Summe der Arbeit aller tatsdch-
lichen Krifte auf den Massenpunkt, wenn dieser sich von Punkt 1 nach
Punkt 2 bewegt. Die beiden Terme auf der rechten Seite in der allgemei-
nen Form T = 4 mv? definieren die kinetische Energie des Massenpunk-
tes am Anfang und am Ende der betrachteten Bewegung. Diese Terme
sind immer positive Skalare. Gleichung (3.6) ist offenbar einheitlich in
den Dimensionen, die kinetische Energie hat die gleiche Einheit wie
die Arbeit, z.B. Joule [J].

Bei Anwendung der Gleichung (3.6) wird diese oft in der Form

L+3XW,=T, (3.7)

geschrieben. Das bedeutet, dass die kinetische Anfangsenergie des Mas-
senpunktes plus die von allen Kraften geleistete Arbeit, wenn der Mas-
senpunkt die Wegstrecke vom Anfangs- zum Endpunkt zuriicklegt,
gleich seiner kinetischen Energie am Ende der Bewegung ist.

Der Arbeitssatz ist also ein Integral der Beziehung > F, = ma, unter Ver-
wendung der kinematischen Gleichung q, = v dv/ds. Somit ist dieser Satz
eine einfache Substitution der Bewegungsgleichung > F, = ma, fiir den
Fall, dass kinetische Aufgaben zu lésen sind, in denen die Geschwin-
digkeit als Funktion des Weges bei einwirkenden Kréften auf den Mas-
senpunkt gesucht werden, denn genau diese Variablen sind in Gleichung
(3.7) miteinander verkniipft. Ist z.B. die Anfangsgeschwindigkeit des
Massenpunktes bekannt, und kann die Arbeit aller auf den Massenpunkt
wirkenden Kréafte bestimmt werden, dann kann mit Gleichung (3.7)
direkt die Endgeschwindigkeit v, des Massenpunktes nach Zuriicklegen



3.2 Arbeitssatz

einer bestimmten Wegstrecke berechnet werden. Sollte aber v, aus der
urspriinglichen Bewegungsgleichung bestimmt werden, so sind in der
Tat zwei Schritte erforderlich: Zunédchst liefert die Bewegungsgleichung
>F,— ma,= 0 die Beschleunigung a; anschlieBend ermittelt man die
Geschwindigkeit v, durch Integration von a, = v dv/ds. Der Arbeitssatz
fasst diese beiden Schritte also zusammen.

Beachten Sie, dass der Arbeitssatz nicht zur Berechnung von Kriften
verwendet werden kann, die senkrecht auf der Bewegungsbahn stehen,
denn diese Kréfte verrichten keine Arbeit am Massenpunkt. Zur Berech-
nung der Normalkraft hat man die Gleichung > F, = ma, zu verwenden.
Bei nicht geradlinigen Bahnkurven ist der Betrag der Normalkraft aller-
dings eine Funktion der Geschwindigkeit. Es ist dann eventuell einfa-
cher, die Geschwindigkeit mit Hilfe des Arbeitssatzes zu bestimmen,
diesen Wert in die Zwangskraftgleichung > F, = mv?/p einzusetzen und
die Normalkraft daraus zu berechnen.

. Losungsweg

Der Arbeitssatz dient zur Losung von kinetischen Aufgaben, in denen die
Geschwindligkeit eines Massenpunktes unter der Einwirkung von K7éften als
Funktion des Weges gesucht ist. Folgender Losungsweg wird vorgeschlagen:

Arbeit (Freikorperbild)

B Fiihren Sie ein Inertialsystem ein und zeichnen Sie ein Freikdrperbild des
Massenpunktes, um alle realen Krafte zu erfassen, die wéahrend der Bewe-
gung am Massenpunkt Arbeit verrichten.

Arbeitssatz

B Wenden Sie den Arbeitssatz an: T, + > W, , = T,.

B Die kinetische Energie am Anfang und am Ende ist immer positiv, denn sie
enthélt das Quadrat der Geschwindigkeit (T = %mVZ)

B Eine Kraft verrichtet Arbeit, wenn sie eine Wegstrecke in Kraftrichtung
zuriicklegt.

B Arbeit ist positiy wenn die Kraft die gleiche Richtung hat wie die Verschie-
bung des Massenpunktes, sonst ist sie negativ.

B Fir Krafte, die wegabhangig sind, ist die Arbeit durch Integration zu erhalten.
Grafisch wird die Arbeit durch die Flache unter der Kraft-Weg-Kurve repra-
sentiert.

B Die Arbeit des Gewichts ist das Produkt von Gewichtsbetrag und des vertika-
len Verschiebungsanteils, W; = —G y. Sie ist positiv, wenn sich das Gewicht
nach unten bewegt.

B Die Arbeit einer Feder ist W, = lcsz, worin ¢ die Federkonstante und s die
Dehnung bzw. Stauchung der Feder gegeniiber dem ungedehnten Zustand ist.

Die Anwendung dieses Ldosungsweges wird zusammen mit den zu
Abschnitt 3.3 gehtrenden Beispielen erldutert.
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3.3 Arbeitssatz fiir ein Massenpunktsystem

i Der Arbeitssatz kann auch auf ein System von n endlich vielen Massen-
punkten in einem abgeschlossenen Gebiet des Raums, siehe Abbildung
Ai 3.8, erweitert werden. An einem beliebigen i-ten Massenpunkt der
\ f / \ Masse m; greift die resultierende duBlere Kraft F; und die resultierende
5 d innere Kraft f;, die alle anderen Massenpunkte auf den i-ten Massen-
; punkt ausiiben, an. Mit Gleichung (3.5) in tangentialer Richtung ergibt

\ o ’ sich der Arbeitssatz fiir den i-ten Massenpunkt:

AN

~
~ 4 Siz

\Q //
- 1 11 f dS +f = _m1V12

Inertialsystem

Abbildung 3.8 Analoge Gleichungen ergeben sich, wenn der Arbeitssatz auf die anderen
Massenpunkte des Systems angewendet wird. Da Arbeit und kinetische
Energie skalare GroBen sind, kann das Ergebnis algebraisch addiert wer-
den und man erhalt

Z%m, ,1+2f ds+2f ds—E1 myv?,

Sin Sin

Diese Gleichung kann auch in der Form

2T +2W,_, =T, (3.8)

geschrieben werden. Sie besagt, dass die anfangliche kinetische Energie
(3. T,) plus der von allen &uBeren und inneren Kriften an den Massen-
punkten geleistete Arbeit (3 W,_,) gleich der kinetischen Energie des
Systems von Massenpunkten am Ende der Bewegung (3, T,) ist. In diese
Gleichung muss wirklich die gesamte Arbeit aller &ufleren und inneren
Krifte einbezogen werden. Dabei ist zu beriicksichtigen, dass, auch
wenn die inneren Krédfte zwischen benachbarten Massenpunkten in
gleich groBen, aber entgegengesetzt wirkenden kollinearen Paaren auf-
treten, die gesamte Arbeit aller Kréfte sich im Allgemeinen nicht auf-
hebt, denn die Bahnkurven der verschiedenen Massenpunkte sind
unterschiedlich. Es gibt allerdings zwei wichtige, héufig auftretende
Ausnahmen dieser Regel. Befinden sich die Massenpunkte innerhalb
eines translatorisch bewegten starren Korpers, erfahren alle inneren
Krifte die gleiche Verschiebung und die innere Arbeit wird gleich null.
Massenpunkte, die miteinander durch ein undehnbares Seil verbunden
sind, bilden ein System mit inneren Kréften, die um gleiche Betrdge
verschoben werden. In diesem Fall {iben benachbarte Massenpunkte
gleiche, aber entgegengesetzt gerichtete innere Kréfte aufeinander aus,
deren Komponenten gleich verschoben werden. Daher hebt sich die
Arbeit dieser Krifte gegenseitig auf. Geht man andererseits davon aus,
dass der Korper nicht starr ist, werden die Massenpunkte des Korpers
entlang unterschiedlicher Bahnkurven verschoben, etwas von der Ener-
gie kann bei den Wechselwirkungen der Krifte abgegeben und als
Wirme verloren gehen oder wird im Kérper gespeichert, wenn dauer-
hafte Verformungen auftreten. Diese Effekte werden kurz am Ende die-
ses Abschnittes und etwas ausfiihrlicher in Abschnitt 3.4 diskutiert.
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3.3 Arbeitssatz fiir ein Massenpunktsystem

Hier wird der Arbeitssatz nur auf Probleme angewendet, bei denen
Energieverluste nicht beriicksichtigt werden miissen.

Der in Abschnitt 3.2 dargestellte Losungsweg stellt auch zur Anwen-
dung der Gleichung (3.8) eine Bearbeitungsmethode zur Verfiigung, aller-
dings gilt diese Gleichung fiir das gesamte System. Sind Massenpunkte
durch Seile verbunden, koénnen im Allgemeinen weitere Gleichungen
zur Verkniipfung der Massenpunktgeschwindigkeiten mit den kinemati-
schen Aussagen aus Abschnitt 2.9 hergeleitet werden, siehe Beispiel 3.6.

Reibungsarbeit bei Gleitvorgangen Eine besondere Art von Proble-
men, die im Folgenden behandelt wird, erfordert eine besonders sorg-
faltige Anwendung von Gleichung (3.8), wenn ndmlich das Gleiten
eines Korpers auf einem anderen unter Beriicksichtigung der Reibung
diskutiert werden soll. Betrachten wir als Beispiel die Masse in Abbil-
dung 3.9a, der auf der rauen Oberfliache die Strecke s zuriicklegt. Die
aufgebrachte Kraft P soll gerade mit der resultierenden Reibungskraft
u,Nim Gleichgewicht sein, sieche Abbildung 3.9b. Aufgrund des Gleich-
gewichts wird eine konstante Bewegungsgeschwindigkeit v aufrecht
gehalten und Gleichung (3.8) kann wie folgt angewendet werden:

%mv2 +Ps—u,Ns = %mv2

Diese Gleichung ist fiir P = u,N erfiillt, die beide auch denselben Weg s
zuriicklegen. Allerdings sind Pund s gleich gerichtet, wihrend y,Nund s
in entgegengesetzter Richtung weisen. Die antreibende Kraft P fithrt dem
mechanischen System (der Masse) also Energie zu, wihrend die Reibungs-
kraft u,N Energie dissipiert, vom mechanischen System also abfiihrt. Der
aus der Erfahrung heraus bekannte Sachverhalt, dass reibungsbehaftetes
Gleiten Wdrme erzeugt, kann damit einfach erkldrt werden. Die infolge
Gleitreibung dissipierte Energie wird ndmlich durch die von P aufge-
brachte mechanische Energie verbraucht, wird in Warme an die Umge-
bung (einschlieBlich einer Erwdrmung der Masse) abgegeben und ist
mechanisch nicht mehr zuriick zu gewinnen. Fiir den Klotz kommt es zu
einer Zunahme der inneren Energie, die zu einer Temperaturerh6hung
desselben fiihrt. Deshalb erwdrmen sich bei der Vollbremsung eines
Autos sowohl die Bremsbeldge als auch die Bremsscheibe ziemlich stark.

Gleichung (3.8) kann also auch auf Aufgaben mit Gleitreibung ange-
wendet werden, wobei jedoch zu beachten ist, dass die Arbeit u,Ns der
resultierenden Reibungskraft in andere Formen der inneren Energie wie
Wirme umgewandelt wird.!

In analoger Weise lassen sich die Uberlegungen auch auf Bewegungen
anwenden, die beispielsweise durch einen Stolddmpfer beeinflusst wer-
den. Auch dieses Bauelement entzieht dem mechanischen System Ener-
gie in Form von Wirme, die bei Aufrechterhaltung der Bewegung dem
System durch einen entsprechenden Antrieb zugefithrt werden muss. Oft
arbeiten derartige StoBddmpfer geschwindigkeitsproportional (Dampfer-
konstante k), sodass die auf eine bewegende Masse entstehende Riick-
stellkraft F;, = kv ist, die in die Gegenrichtung der Bewegung weist.

1 Vgl. B.A. Sherwood und W.H. Bernard, ,,Work and Heat Transfer in the Presence
of Sliding Friction“, Am.J.Phys. 52, 1001 (1984)

(©
Abbildung 3.9
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Beispiel 3.2

(©)
Abbildung 3.10

Das Auto mit dem Gewicht G, siehe Abbildung 3.10a, féhrt mit der konstanten
Geschwindigkeit v die StraBe mit der Neigung « hinunter. Der Fahrer tritt heftig auf die
Bremse, sodass die Rader blockieren. Wie weit rutscht das Fahrzeug auf der StraBe?
Der Gleitreibungskoeffizient u, zwischen den Rédern und der StraBe ist gegeben.

G=17,5kN,v=6m/s, @ = 10° u,= 0,5

Loésung |

Diese Aufgabe kann mit dem Arbeitssatz geldst werden, da ein Zusammenhang
zwischen Kraft, Geschwindigkeit und Weg diskutiert werden soll.

Arbeit (Freikorperbild) Wie in Abbildung 3.10b dargestellt, leistet die Nor-
malkraft N keine Arbeit, denn sie steht senkrecht auf der Bewegungsrichtung ent-
lang der schiefen Ebene. Das Gewicht G wird um s sin & verschoben und leistet
positive Arbeit. Warum? Die Reibungskraft R leistet negative Arbeit, wenn sie die
gedachte Verschiebung s erfahrt, denn sie wirkt der Bewegung entgegen. Die
Gleichgewichtsbedingung senkrecht zur schiefen Ebene fiihrt auf

>F,=0; N-Gcosa=0
N =17234,1 N

Somit ergibt sich
R=uNN=8617,1N

Arbeitssatz
T, + EW1—2 =T,

%(g)vz +[G(ssina)-Rs]=0

Wir ldsen nach s auf und erhalten

Gv?

Ss=——  =5,75m
2g(R—Gsina)

Losung Il

Bei der Losung auf der Basis der Bewegungsgleichung sind zwe/ Schritte erforder-
lich. Die Bewegungsgleichung erhalt man beispielsweise (iber das Prinzip von
d'Alembert mit dem dynamischen Kraftegleichgewicht entlang der schiefen Ebene
gemaB dem generalisierten Freikdrperbild in Abbildung 3.10c:

>F,— mua,= 0; Gsina — R — (G/m)a =0
a = —3,13 m/s?
Mit a ds = v dv (Kinematik) und der konstanten Beschleunigung a ergibt die

Integration
v:=vi+2q,(s—s,)

$§=5,75m

~
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3.3 Arbeitssatz fiir ein Massenpunktsystem

Fiir eine bestimmte Zeit hebt der Kran in Abbildung 3.11a den
Balken der Masse m mit Hilfe der Kraft F hoch. Ermitteln Sie
die Geschwindigkeit nach einer vertikalen Wegstrecke s. Wie
lange braucht er, um diese Hohe aus der Ruhe zu erreichen?

m = 2500 kg, F = (b + ¢s?), s =3 m, b = 28 kN, ¢ = 3 kN/m?

Beispiel 3.3

Lésung

Wir kénnen den ersten Teil der Aufgabe mit dem Arbeitssatz I6sen, denn Kraft,
Geschwindigkeit und Weg in ihrer Wechselwirkung sind zu diskutieren. Die Zeit
wird dann mittels einer kinematischen Aussage bestimmt.

Arbeit (Freikorperbild) Wie in Abbildung 3.11b dargestellt, leistet die Zug-
kraft F positive Arbeit, die durch Integration bestimmt werden muss, weil die Kraft
wegabhangig ist. Das Gewicht ist konstant und leistet negative Arbeit, denn die
Verschiebung ist nach oben gerichtet.

Arbeitssatz
T, + Ewl—z =T,

0+de§—mgs=%sz

j(b+cs )ds —2gs
0
[

et o

mg

EIN EIN

Fiir s = 3 m ergibt sich

Abbildung 3.11
v =>5,47 m/s

Kinematik Da die Geschwindigkeit als Funktion des Weges geschrieben werden
kann, wird die Zeit mittels v = ds/dt bestimmt. Es ist

1/2
ds_|2 bs+£ —2gs
dt |m 3 <

ds

—2 . 1/2
—  CS =

e ey )

_m( ’ 3 ) gs:|

Die Integration wird beispielsweise mit einem Taschenrechner durchgefiihrt. Das
Ergebnis ist

Il
ot

t=1,79s

- J
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Beispiel 3.4

Fr

()

Die Plattform P in Abbildung 3.12a hat eine vernachlassigbare Masse und wird so
gehalten, dass die undehnbaren Seile der Lange s die Feder der Steifigkeit ¢ und der
Lange I um s = I, — g stauchen, wenn die Plattform unbelastet ist. AnschlieBend
wird ein Klotz der Masse m darauf gelegt und die Plattform mit Klotz um d nach
unten gedriickt, siehe Abbildung 3.12b. Bestimmen Sie die maximale Hohe h,,,,, tber
dem Boden, die der Klotz nach dem Loslassen aus der Ruhe heraus in die Luft fliegt.

m=2kg Is=04m,l;=1m,d=0,1m,c=200N/m

4

Ursprungshohe

(@)
Abbildung 3.12

Lésung

Arbeit (Freikorperbild) Da die Plattform mit Klotz aus der Ruhe losgelassen
wird und spater die maximale Hohe erreicht, sind die Anfangs- und die Endge-
schwindigkeit gleich null. Das Freikdrperbild des Klotzes in Kontakt mit der Biihne ist
in Abbildung 3.12c dargestellt. Das Gewicht leistet positive Arbeit, die Federkraft
negative Arbeit. Warum? Die Anfangsstauchung der Feder betragt s, = s + d. Auf-
grund der undehnbaren Seile kann die Stauchung das MaB s, = s nicht unter-
schreiten. Im Moment des Abhebens des Klotzes von der Plattform ist also die
Endstauchung der Feder genau s, = s. Die Unterseite des Klotzes steigt dann von
der Hohe h, = s, = I — d auf die Endhohe h,,,.

Arbeitssatz
T, + Ewl—z =T,

Da hier s, > s, gilt, ist die mit Gleichung (3.4) berechnete Arbeit der Feder positiv.
Das fuhrt auf

o+chs§ —%csf)—G(hmﬂ —ho)]=0

2

Das ergibt

h,.= 0,963 m

max
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3.3 Arbeitssatz fiir ein Massenpunktsystem

Pakete mit der Masse m werden mit der Geschwindigkeit v, o

Beispiel 3.5

mit dem Radius r beférdert, siche Abbildung 3.13a. Bestim- HOTOX0)
men Sie den Winkel 6., unter dem die Pakete die Oberflache verlassen.

m=2kg r=0,5m,vy=1m/s

mit allen realen Kréften wird gezeichnet. Das Gewicht G leistet beim reibungsfreien
Gleiten auf der Unterlage positive Arbeit. Ein Paket verlasst bei 6,,,,, die Rampe, dabei

von einem Transportband auf eine glatte kreisférmige Rampe —

Lésung
0
Arbeit (Freikorperbild) Das Freikorperbild eines Paketes in allgemeiner Lage 6 /

2
> F,=ma,; —N+mgcosf= m(V—)
r
Beim Verlassen der Rampe bei 6., ist N = 0 und v = v, und daraus folgt

2
cosfh,,,. = ﬁ @

Die Unbekannte v fallt durch Umformen der Gleichungen (1) und (2) heraus:
grcos6,.. =2gr (1 - cosGmaX)+ Vi
Somit erhalten wir

cos6,,. =0,735
0, = 42,7°

Diese Aufgabe wurde bereits in Beispie/ 2.9 gelost. Beim Vergleich der beiden
Wege sieht man, dass der Arbeitssatz eine direktere Losung liefert.

o

erfahrt die Gewichtskraft eine vertikale Verschiebung (r — r cos 6,,,,), siehe @
Abbildung 3.13b.
Arbeitssatz =
T, + EW1—2 =T, n
NB
1 1 t
Emvg+[mg(r—rcos€max>:|=zmvg . / oY G
V§=2gr(1—cose )+V§ (1) { "
max (l’ Cos Omm) emax
Bewegungsgleichung In Gleichung (1) gibt es zwei Unbekannte, 6,,,,, und v,.
Das Newton'sche Grundgesetz (oder das Prinzip von d'Alembert) in Normalenrichtung
(siehe Freikorperbild) liefert die Verkniipfung dieser beiden Variablen. (Der Arbeitssatz ®)
ersetzt ja ). F, = ma, wie bei der Herleitung dargelegt.) Somit ergibt sich Abbildung 3.13
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KINETIK EINES MASSENPUNKTES: ARBEIT UND ENERGIE

Beispiel 3.6

ma8
(b)
Abbildung 3.14

I@i ~ Nullniveau
n

Die Massen m, und myj sind in Abbildung 3.14a dargestellt. Bestimmen Sie die
Strecke, die B zwischen der Hohe, in der sie losgelassen wird, und der Hohe, in der
sie die Geschwindigkeit v erreicht, zuriicklegt.

m, = 10 kg, mp = 100 kg, vz = 2 m/s

Lésung

Die Aufgabe kann durch separates Betrachten der einzelnen Massen und Anwen-
den des Arbeitssatzes auf jede Masse geldst werden. Die Arbeit der (unbekannten)
Seilkraft fallt heraus, wenn man die beiden Klotze A und B als System gemeinsam
betrachtet. Die L6sung erfordert die simultane Auswertung des Arbeitssatzes und
einer kinematischen Beziehung. Fiir eine konsistente Vorzeichenkonvention neh-
men wir an, dass sich beide Massen in positiver Richtung nach unten bewegen.

Arbeit (Freikorperbild) Wie im Freikorperbild des Systems, Abbildung 3.12b,
dargestellt, leisten die Seilkraft 7" und die Reaktionskrafte Fg, und Fy, keine
Arbeit, denn es handelt sich um die Reaktionen von der Decke und den Lagern der
Seilrollen, die bei der Bewegung der Massen nicht verschoben werden. Die beiden
Gewichtskrafte leisten positive Arbeit, denn — wie oben erlautert — nehmen wir an,
dass beide Massen nach unten verschoben werden.

Arbeitssatz Da beide Massen aus der Ruhe losgelassen werden, gilt

le + ZWH = ZTZ
{%mA (VA)i+%mB (VB)T}+{mAgAsA+mBgAsB}

={%mA(VA)§+%mB(VB)Z} )

Kinematik Auf der Basis der Verfahren zur Berechnung kinematischer Zusam-
menhange bei abhéngigen Bewegungen aus Abschnitt 1.9 zeigt Abbildung 3.14a,
dass zu einem beliebigen Zeitpunkt die Gesamtlange I aller vertikalen Seilseg-
mente durch die Ortskoordinaten s, und s ausgedriickt werden kann:

Sa+ 4sp=1
Eine Lageanderung fiihrt demnach zur Beziehung

As,+4As; =0

As, =—4As, )
auf Lageebene. Beide Verschiebungen As, und Asg sind nach unten positiv. Ablei-
tung nach der Zeit fiihrt zu

vy= —4vy= —4(2 m/s) = —8 m/s
Beibehalten des negativen Vorzeichens in Gleichung (2) und Einsetzen in Gleichung (1)

ergibt
As; =0,883 m

d.h. tatsdchlich eine Verschiebung der Masse B nach unten (wahrend sich A nach
oben bewegt).

J
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3.4 Leistung und Wirkungsgrad

3.4 Leistung und Wirkungsgrad

Leistung Die Leistung ist definiert als Arbeit pro Zeiteinheit. Somit ist
die momentane Leistung einer Maschine, welche die Arbeit dW im dif-
ferenziellen Zeitintervall dt verrichtet,

_dw

pP=—""
dt

(3.9)

Verwendet man die Arbeit in der Form dW = F-dr, so lautet die Glei-

chung
_dW _F-dr _F dr

p="" g
dt dt dt

s

d.h.
P=F-v (3.10)

Die Leistung ist also eine skalare Grofse, v ist die Geschwindigkeit des
Kraftangriffspunktes von F.

Die SI-Grundeinheit der Leistung ist das Watt [W]. Diese Einheit ist
definiert als

1W=1]J/s =1Nm/s.

Der Begriff der ,Leistung” ist also die Grundlage zur Bestimmung des
erforderlichen Maschinentyps, innerhalb einer bestimmten Zeit eine
bestimmte Menge Arbeit zu leisten. Zwei Pumpen kénnen beispielsweise
einen Behilter leeren, wenn sie geniigend Zeit dafiir haben. Die Pumpe
mit der groBeren Leistung wird dies aber in kiirzerer Zeit schaffen, wenn
nur eine Pumpe allein arbeitet.

Wirkungsgrad Der mechanische Wirkungsgrad einer Maschine ist
definiert als das Verhiltnis der abgegebenen Nutzleistung zur zugefiihr-
ten Leistung. Es gilt also

_ abgegebene Leistung
zugefiihrte Leistung

(3.11)

Geschieht die Energiezufuhr einer Maschine im gleichen Zeitintervall
wie die Energieabfuhr, kann der Wirkungsgrad auch als Verhéltnis von
abgegebener und zugefiihrter Energie geschrieben werden:

_ abgegebene Energie
7 zugefiihrte Energie (3.12)

Die abgegebene Leistung dieser Lokomotive ent-
steht durch die antreibende Reibungskraft F
ihrer Rader. Diese Kraft iberwindet den Reibwi-
derstand der angehangten Wagen und kann das
Gewicht des Zuges eine Steigung hinaufziehen.
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Besteht die Maschine aus mehreren beweglichen Teilen, treten in der
Maschine immer Reibungskrifte auf, die dann durch zusétzliche Ener-
gie iiberwunden werden miissen. Folglich gilt fiir den Wirkungsgrad
einer Maschine immern < 1.

Der Leistungsbedarf des Aufzuges hangt von der vertikalen
Kraft F ab, die auf ihn wirkt und ihn nach oben bewegt.
Bei der Geschwindigkeit v betragt die abgegebene Leistung
P =Fv.

Die einem Korper zugefiihrte Energie wird folgendermaBen berechnet:

B Bestimmen Sie zunachst die duBere Kraft F auf den Korper, die die Bewe-
gung hervorruft. Die Kraft wird normalerweise durch einen Antrieb erzeugt,
der entweder innerhalb oder auch auBerhalb des Korpers platziert werden
kann.

B Im Falle einer Beschleunigung des Korpers kann es erforderlich sein, sein
Freikérperbild zu zeichnen und mit der Bewegungsgleichung (3 F = ma)
die Antriebskraft F zu bestimmen.

B Nach Ermittlung von F und der Geschwindigkeit v des Punktes, an dem F
angreift, wird die Leistung durch Multiplikation des Kraftbetrages mit dem
Geschwindigkeitsanteil in Richtung von F bestimmt, (d.h. P =F-v =
Fv cos 0).

B Die Leistung kann durch Berechnung der Arbeit von F pro Zeiteinheit ermit-
telt werden, entweder als mittlere Leistung, P, = AW/At, oder als
momentane Leistung P = dW/dt.



3.4 Leistung und Wirkungsgrad

Der Motor M des Hebezeugs in Abbildung 3.15a hat den Wir-
kungsgrad #. Wie groB muss die zugefiihrte Leistung sein, um
die Kiste K mit dem Gewicht G in dem Moment zu heben, in
dem Punkt P des Seiles die Beschleunigung a und die Geschwindigkeit v erfahrt.
Vernachlassigen Sie die Masse des Flaschenzugs.

G=375N,a=1,2m/s% v=0,6m/s,n=0,85

Beispiel 3.7

Lésung

Zur Berechnung der abgegebenen Leistung muss zunachst die benétigte Zugkraft
im Seil ermittelt werden, denn diese Kraft wird vom Motor erzeugt.

Aus dem Freikorperbild der Kiste im Sinne d'Alemberts, Abbildung 3.15b, erhalten wir
G

>F,—ma,=0; —2T+G——a, =0 (1)
8

Die Beschleunigung ay der Kiste wird iiber eine kinematische Beziehung mit der
bekannten Beschleunigung von Punkt P, Abbildung 3.15a, verkniipft. Mit den Verfah-
ren aus Abschnitt 1.9 werden zunachst auf Lageebene die Koordinaten sg und sp in
Abbildung 3.15a unter Berticksichtigung eines konstanten Seilldngenabschnitts  in
Beziehung gesetzt, der sich aus den Lageanderungen sy und s in vertikaler und hori-
zontaler Richtung zusammensetzt: 2sx + s, = 1. Zweimaliges Ableiten fiihrt auf

2ay= — ap )
Mit ap = a = +1,2 m/s? berechnen wir ax = —a/2 = —0,6 m/s?. Was bedeu-
tet das negative Vorzeichen? Wir setzen dieses Ergebnis wunter Beriicksichtigung

des negativen Vorzeichens in Gleichung (1) ein — denn die Beschleunigung wird in
beiden Gleichungen (1) und (2) als nach unten positiv angenommen — und erhalten

—2T+G—£aK =0
8

1
T =—(—£aK +G) =199,0N
2\ g

Die zum Ziehen des Seils mit der momentanen Geschwindigkeit v erforderliche
abgegebene Leistung ist somit

P=T-v= (199 N)(0,6 m/s) = 119,4 W

Bei dieser abgegebenen Leistung muss eine Leistung

=L(119,4 W)=140,5W
0,85

zugefiihrt werden. Da die Geschwindigkeit der Kiste sich standig andert, gilt dieser
Leistungsbedarf nur fiir den betrachteten Zeitounkt.

(&

Nullniveau

Sp.

Null |
AL T

niveau [ S W

Sk

(b)
Abbildung 3.15
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Der Sportwagen mit der Masse m in Abbildung 3.16a fahrt mit der Geschwindig-
keit v; als er mit allen Radern abgebremst wird. Der Gleitreibungskoeffizient u, ist
gegeben. Bestimmen Sie die Leistung der Reibungskraft beim Rutschen des Autos.
Ermitteln Sie anschlieBend die Geschwindigkeit des Autos nach einem Rutschen
Uber die Strecke s.

m = 2000 kg, v; = 25 m/s, s = 10 m, 4, = 0,35

Beispiel 3.8

Abbildung 3.16

Lésung

Wie im Freikorperbild, Abbildung 3.15b, gezeigt, sind die Normalkraft N und die
Reibungskraft R die resultierenden Krafte aller vier Rader.

Zur Ermittlung von N wenden wir die (statische) Gleichgewichtsbedingung in y-Rich-
tung an und erhalten

>F, =0 N =G=mg=19,62kN
Die kinetische Reibungskraft ist somit
R =,ug(mg) = 0,35(19,62) kN = 6,867 kN

Die Geschwindigkeit des Autos nach der Wegstrecke s kann mit dem Arbeitssatz
bestimmt werden. Warum?

L+XW,,=T,
%mvf —Rs= %mvé
v, =23,59m/s

Die Leistung der Reibungskraft zu Beginn des Bremsvorgangs ist somit

P=[R-v|=6,867(10°) N (25 m/s) =172 kW
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3.5 Konservative Kréfte und potenzielle Energie

3.5 Konservative Krafte und potenzielle
Energie

Konservative Krafte Wenn die Arbeit einer Kraft, die einen Massen-
punkt verschiebt, unabhdngig von der Bahnkurve des Massenpunktes
ist, und nur von Anfangs- und Endpunkt auf der Bahn abhéngt, dann
heiBt diese Kraft konservativ. Das Gewicht des Massenpunktes und die
Kraft einer elastischen Feder sind zwei typische Beispiele fiir konserva-
tive Kréfte in der Mechanik. Die Arbeit des Gewichtes eines Massen-
punktes ist unabhdngig von der Bahnkurve, denn sie hdngt nur von dem
vertikalen Verschiebungsanteil ab. Die Arbeit einer Feder auf einen Mas-
senpunkt ist ebenfalls unabhdngig von der Bahnkurve des Massenpunk-
tes, denn sie hdngt nur von der Dehnung oder Stauchung s der Feder ab.

Als Gegensatz zu einer konservativen Kraft betrachten wir die Gleit-
reibungskraft von einer ortsfesten Unterlage auf ein gleitendes Objekt.
Die Arbeit dieser Reibungskraft hdngt von der Bahnkurve ab — je langer
der Weg ist, desto groBer die Arbeit. Folglich sind Reibungskrdfte nicht
konservativ. Die Arbeit wird vom Korper in Form von Wéarme dissipiert.

Potenzielle Energie Energie kann definiert werden als Mdoglichkeit,
Arbeit zu leisten. Wenn die Energie von der Bewegung des Massenpunk-
tes herriihrt, heilBit sie kinetische Energie. Wenn sie sich auf die Position
des Massenpunktes beziiglich eines festen Nullniveaus bezieht, heifit sie
potenzielle Energie. Somit ist die potenzielle Energie ein Mal fiir die
Arbeit einer konservativen Kraft, wenn sie sich von einer gegebenen
Position zum Nullniveau verschiebt. In der Mechanik spielt die poten-
zielle Energie infolge Gravitationskraft (Gewicht) oder elastischer Feder-
kraft eine wichtige Rolle.

Schwerepotenzial Befindet sich ein Massenpunkt im Abstand y ober-
halb eines beliebig gewdhlten Nullniveaus, siehe Abbildung 3.17, so
hat das Gewicht G das positive Schwerepotenzial V;;, denn G hat die
Moglichkeit, positive Arbeit zu leisten, wenn der Massenpunkt zuriick
zum Nullniveau verschoben wird. Befindet sich der Massenpunkt
unterhalb des Nullniveaus, dann ist V;; negativ, denn das Gewicht leis-
tet negative Arbeit, wenn der Massenpunkt zurtick zum Nullniveau ver-
schoben wird. Auf Hohe des Nullniveaus gilt V; = 0.

Im Allgemeinen gilt, wenn y nach oben positiv ist, fiir das Schwere-
potenzial eines Massenpunktes mit dem Gewicht? G

V, =Gy (3.13)

2 Das Gewicht wird hier als konstant angenommen. Diese Annahme ist fiir kleine
Hohenunterschiede Ay richtig. Bei grofen Hohenunterschieden muss die Ver-
dnderung des Gewichtes mit der Hohe allerdings berticksichtigt werden, (siehe
Aufgabe 3.97).
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V,=+Gy
+y
G
0 Nullniveau
V,=0
—y _
G Schwerepotenzial
V,=-Gy

Abbildung 3.17

Elastisches Federpotenzial Wird eine elastische Feder um s verldangert
oder gestaucht, so kann die elastische potenzielle Energie V als

/A =+%csz (3.14)

geschrieben werden.

Vi ist immer positiv, denn in der verformten Lage hat die Federkraft die
Moglichkeit, immer positive Arbeit am Massenpunkt zu verrichten, wenn
die Feder in ihre Ausgangslage zuriickkehrt, siehe Abbildung 3.18.

ungedehnt, s =0

8 | Vr=0

o

Vo= + 4 cs?
W_O F 2

—

4 1.2
Ve=+5cs

Elastisches Federpotenzial
Abbildung 3.18
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3.5 Konservative Kréfte und potenzielle Energie

Potenzialfunktion Greifen an einem Massenpunkt Gewichts- und elas-
tische Federkréfte an, dann wird seine potenzielle Energie durch die
algebraische Summe, die so genannte Potenzialfunktion, bestimmt:

V=V.+ Vp (3.15)

Der Betrag von V hingt geméB den Gleichungen (3.13) und (3.14) von der
Position des Massenpunktes beziiglich der Referenzlage ab.

Befindet sich der Massenpunkt an einem beliebigen Punkt (x,y,z) im
Raum, so gilt fiir die Potenzialfunktion V = V(x,y,z). Die von einer
konservativen Kraft beim Verschieben des Massenpunktes vom Punkt
(x1,¥1,21) nach (x,,v,,2,) geleistete Arbeit wird durch die Differenz die-
ser Funktion angegeben:

W, ,=V, -V, (3.16)
Die Potenzialfunktion fiir einen Massenpunkt mit dem Gewicht G, der an
einer Feder hédngt, wird in Abhéngigkeit von seiner Lage s beziiglich eines
Nullniveaus bei ungedehnter Federldnge angegeben, Abbildung 3.19. Es
ergibt sich

V=V, 4V,

—_ 1. .2
= Gs+zcs

Senkt sich der Massenpunkt von s, nach s, ab, dann gilt fiir die Arbeit
von G und Fp

W,_,=V,-V,= (—Gsl +lcsf)—(—GsZ +lcs§)

2 2
=G(s,—s,)— (%csﬁ —%csf)
¢ Nullniveau
17
< s
b
q
p >
G

Abbildung 3.19

Wird eine infinitesimale Strecke entlang der Bahnkurve von Punkt (x,y,z)
nach (x + dx, y + dy, z + dz) zuriickgelegt, dann nimmt Gleichung (3.16)
die Form

dW = V(x,y,z) — V(x + dx, y + dx, z + dz) = — dV(x,y,z) (3.17)
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an. Werden Kraft und Verschiebung beispielsweise in kartesischen Koor-
dinaten angegeben, so kann die Arbeit auch als

dW =F-dr = (Fi + F,j + Fk)-(dxi + dyj + dzk) = F,dx + F,dy + F,dx

formuliert werden. Setzen wir dieses Ergebnis in Gleichung (3.17) ein
und schreiben das totale Differenzial dV(x,y,z) mit seinen partiellen
Ableitungen

dV =—(F,dx +F,dy + F,dz) = W o+ ¥V + Vg,
0x ay 0z
beziiglich V; ist diese Gleichung, da alle Anderungen von x, y und z von-
einander unabhéngig sind, genau dann erfiillt, wenn

F,=-22, F=-"_F=-"" _
aix’ 7 ay az (5.18)

gilt. Somit ist

oder
=-VV (3.19)

wobei der Nabla-Operator iiber V = (9/0x)i + (3/0y)j + (9/0z)k erklért ist.

Gleichung (3.19) verkniipft eine Kraft F mit ihrer Potenzialfunktion V
und stellt damit ein mathematisches Kriterium zum Nachweis dafiir
dar, dass F konservativ ist. Das Schwerepotenzial eines Korpers mit
dem Gewicht G in der Hohe y iiber dem Nullniveau ist z.B. V;= Gy.
Zum Nachweis, dass das Gewicht G konservativ ist, muss gezeigt wer-
den, dass G die Gleichung (3.19) (oder 3.18) erfiillt:

Offensichtlich ist dies fiir die nach unten gerichtete Gewichtskraft G,
entgegengesetzt zum positiven, nach oben gerichteten y, der Fall.

3.6 Energieerhaltung

Greifen an einem Massenpunkt konservative und nichtkonservative
Kréfte an, so ist der Anteil der Arbeit, der von konservativen Krdften
herriihrt, geméB Gleichung (3.16) die Differenz ihrer potenziellen Ener-
gien: (W, _»)konservativ = Vi — V. Der Arbeitssatz lautet folglich

Tl + Vl + (zwl—Z)nichtanservmiv = TZ + VZ [320)

W, _y) nichkonservativ it die Arbeit der am Massenpunkt angreifenden,
nichtkonservativen Krifte.
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3.6 Energieerhaltung

Greifen nur konservative Krdfte am Korper an, ist dieser Anteil gleich
null und wir erhalten

T, + V=T, + V, (3.21)

Diese Gleichung spiegelt die Erhaltung der mechanischen Energie wider
und wird deshalb Energieerhaltungssatz genannt. Der Satz besagt, dass
wihrend der Bewegung die Summe der kinetischen und der potenziellen
Energie konstant bleibt. Damit dies zutrifft, muss kinetische Energie in
potenzielle Energie umgewandelt werden und umgekehrt. Féllt ein Ball
mit dem Gewicht G aus der Hohe h iiber dem Boden (Nullniveau), Abbil-
dung 3.20, ist die potenzielle Energie des Balles maximal, bevor er fillt.
Zu dieser Zeit ist die kinetische Energie gleich null. Die gesamte mecha-
nische Energie des Balles in seiner Ausgangslage ist somit

E=T,+V,=0+ Gh = Gh

- @ potentielle Energie (maximal)
kinetische Energie (null)

potentielle Energie und

h T @ kinetische Energie
h

potentielle Energie (null)
kinetische Energie (maximal)

2
Nullniveau L @

Abbildung 3.20

Hat der Ball die Fallhohe h/2 durchlaufen, so gilt fiir seine Geschwin-
digkeit die Gleichung v* = v +24q,(y —y,). Diese Beziehung fiihrt auf
V= 1/2g(h/2) =,/gh. Die Energie des Balles in der halben Hohe ist also

1G 2 h
E=Tz+V2=EE(\/g7h) +GE=G}1

Unmittelbar bevor der Ball auf den Boden auftrifft, ist seine potenzielle
Energie gleich null (fiir das gewédhlte Nullniveau) und seine Geschwin-
digkeit wird v = /2gh. Die gesamte Energie des Balles ist dann

E=T,+V, =%%(\/@)2+0=Gh
Wenn der Ball den Boden bertihrt, so verformt er sich ein wenig, und
wenn der Boden hart genug ist, dann prallt er wieder zuriick und erreicht
die neue Hohe h’, die geringer ist als die urspriingliche Hohe h. Unter
Vernachlissigung des Luftwiderstandes entspricht der Héhenunterschied
einem Energieverlust AE = G(h — h’), der widhrend des StofBes auftritt.
Dieser fiihrt teilweise zu Gerduschen (durch den abgestrahlten Schall
infolge des StoBes), lokaler Verformung des Balles und des Bodens sowie
zu Wirme.

Das Gewicht der Sacke auf der Hebebiihne repra-
sentiert potenzielle Energie, die in den Stiitzfedern
gespeichert wird. Wird ein Sack entfernt, Aebtsich
die Biihne ein Stiick, denn ein Teil der potenziellen
Energie der Federn wird in zusatzliche potenzielle
Schwereenergie der iibrigen Sacke umgewandelt.
Mit der Vorrichtung kann man Séacke wegnehmen,
ohne sich zu biicken, wahrend sie abgeladen wer-
den.
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KINETIK EINES MASSENPUNKTES: ARBEIT UND ENERGIE

Massenpunktsysteme Greifen an einem System von Massenpunkten
nur konservative Krdfte an, dann kann eine Gleichung dhnlich Gleichung
(3.14) fiir die einzelnen Massenpunkte angeschrieben werden. Mit entspre-
chenden Uberlegungen wird dann Gleichung (3.8), 2. T, + D W,_, = 2. T,,
in

DT+ 2Vi= YT, + XV, (3.22)

iibergehen. Die Summe der urspriinglichen kinetischen und potenziel-
len Energien des Systems ist gleich der Summe der kinetischen und der
potenziellen Energien des Systems zu einem anderen Zeitpunkt, d.h. es
gilt > T + >V = konstant zu jedem Zeitpunkt.

Wesentlich ist, dass nur Aufgaben mit konservativen Kréftesystemen
(Gewichte und Federn) mit dem Energieerhaltungssatz als Sonderfall des
Arbeitssatzes gelost werden konnen. Wie oben festgestellt, sind Reibung
und andere Widerstandskrafte nicht konservativ. Ein Teil der Arbeit die-
ser Krifte wird in Warmeenergie umgewandelt, wird also in die Umge-
bung abgegeben und kann nicht mehr zuriickgewonnen werden.

. Losungsweg

Mit dem Energieerhaltungssatz werden Aufgaben geldst, bei denen die
Geschwindligkeit als Funktion des IWeges unter der Einwirkung rein konservati-
ver Kréfte berechnet werden soll. Diese Aufgabe ist im Allgemeinen einfacher
zu behandeln als der Arbeitssatz, denn fiir den Energieerhaltungssatz ist ledig-
lich die Angabe der kinetischen und potenziellen Energie des Massenpunktes
an nur zwe/ Punkten der Bahn erforderlich, und nicht die Bestimmung der
Arbeit, wenn der Massenpunkt eine Strecke zuriicklegt. Zur Anwendung wird
der folgende Losungsweg vorgeschlagen.

Potenzielle Energie

B Erstellen Sie eine Zeichnung, die den Massenpunkt in seiner Anfangs- und
seiner Endlage auf der Bahn zeigt.

B Fihren Sie ein ortsfestes horizontales Nullniveau ein, wenn der Massenpunkt
eine vertikale Strecke zuriicklegt. Das Schwerepotenzial V; des Massenpunk-
tes wird beziiglich dieses Nullniveaus berechnet.

B Die Hohe des Massenpunktes beziiglich des Nullniveaus und die Dehnung
bzw. Stauchung s von auftretenden Federn werden geometrisch aus den
beiden Zeichnungen ermittelt.

B Es gilt Vi; = Gy; worin y bezogen auf das Nullniveau nach oben positiv und

nach unten negativ ist. Entsprechend ist V, = %csz immer positiv.

Energieerhaltung
B Wenden Sie den Energieerhaltungssatz T, + V; = T, + V, an.

B Bei der Berechnung der kinetischen Energie, T = %mvz, muss die Geschwin-
digkeit v bezliglich eines Inertialsystems gemessen werden.
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3.6 Energieerhaltung

Beispiel 3.9 Mi.t qem Portalkran im Foto V\{irq die R.eaktion eines Flugzeugs

bei einem Absturz getestet. Wie in Abbildung 3.21a dargestellt,
wird das Flugzeug der Masse m bis zum Winkel 6 = 6, ange-
hoben. Nachdem das Flugzeug zur Ruhe gekommen ist, wird das Seil AC gekappt.
Bestimmen Sie die Geschwindigkeit des Flugzeugs kurz vor dem Auftreffen auf dem
Boden bei & = 0,. Wie groB ist die maximale Zugkraft im Halteseil wahrend der
Bewegung. Vernachlassigen Sie den Auftrieb durch die Tragflachen wahrend der
Bewegung und die GroBe des Flugzeuges.

m = 8000 kg, ] = 20 m, 6, = 60°, 6, = 15°

Nullniveau

Abbildung 3.21
Lésung

Da die Seilkraft keine Arbeit am Flugzeug verrichtet, weil sie immer senkrecht auf
der kreisformigen Bewegungsbahn des Flugzeuges steht, wird diese mittels New-
ton'schem Grundgesetz oder Prinzip von d'Alembert aus der Zwangskraftgleichung
ermittelt. Wir miissen allerdings zunachst die Geschwindigkeit des Flugzeugs in B
bestimmen. Dazu kann der Energieerhaltungssatz angewandt werden.

Potenzielle Energie Aus Griinden der Einfachheit wird das Nullniveau in die
Héhe der oberen Kante des Portals gelegt.

Energieerhaltung
T,+V,=T;+Vy
1

Emvi — mglcos6, = %mvlz; — mglcos6,

Vp = \/Zgl(cosel —cosBZ) =13,5m/s

Zwangskraftgleichung Aus dem Freikorperbild fiir Punkt B, siehe Abbildung
3.21b, liefert das Newton'sche Grundgesetz in Normalenrichtung

2
> F,=ma,; T—mgcosb, =mVTB

2

T = mgcos6, +mVTB =149 N
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KINETIK EINES MASSENPUNKTES: ARBEIT UND ENERGIE

Beispiel 3.10

mg
|
l Nullniveau
L]

LA
g—ﬂ% =54 = (oa=lop)

(b)
Abbildung 3.22

Der Rammkolben in Abbildung 3.22a mit der Masse m wird in der Héhe h ber
der Feder A (Federkonstante c,) aus der Ruhe freigegeben. Eine zweite Feder B
(Federkonstante cj) ist in A eingebettet. Bestimmen Sie den Federweg s, von A,
bei dem der Rammkolben zur Ruhe kommt. Die ungedehnte Lange jeder Feder ist
gegeben. Vernachlassigen Sie die Masse der Federn.

m = 100kg, [),=0,4m, lj5=0,3m, h =0,75m, ¢, = 12 kN/m,

cp= 15 kN/m

Losung

Potenzielle Energie Wir nehmen an, dass der Rammkolben in dem Moment,
wenn er zur Ruhe kommt, beide Federn staucht. Das Nullniveau liegt in Hohe der
Ausgangslage des Kolbens, siehe Abbildung 3.22b. Wenn die kinetische Energie
erneut null wird (v, = 0), dann wird A um s, und B um sz = s, — (Ipa — los)
gestaucht.

Energieerhaltung

L+Vi=T,+V,

%mvf+0=%CAsi +%CB (sA —(La —IOB))Z —mg(h+s,)
0=%cAsz +%CB (si —ZSA(IOA _IOB)+(10A —IOB)Z)—mgh—mgsA

Wir stellen die Gleichung um und erhalten

2
(%CA +%cB)si +(cB (L —IOB)—mg)sA +(%CB (loa—1Ls) —mgh) =0
Wir lésen die quadratische Gleichung und berechnen die positive Wurzel® von s, zu
$4=0,331m

Fiir sy ergibt sich s; = 0,331 m — 0,1 m = 0,231 m, also ein positiver Wert.
Die Annahme, dass beide Federn vom Kolben gestaucht werden, ist also korrekt.

J
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3 Die zweite Wurzel, s, = —0,148 m, ist physikalisch sinnlos. Da positive s nach
unten gemessen werden, bedeutet ein negatives s, dass die Feder A nach oben
gedehnt werden miisste, um den Kolben zum Anhalten zu bringen.



3.6 Energieerhaltung

Die glatte Hiilse C in Abbildung 3.23a passt spielfrei auf die
vertikale Welle. Die Feder ist ungedehnt, wenn die Hiilse in
Position A ist. Bestimmen Sie die Geschwindigkeit der Hiilse
bei y = y,, wenn sie (a) in A aus der Ruhe losgelassen wird, (b) in A mit der
Geschwindigkeit v, nach oben gestartet wird.

m=2kg [,=0,75m,c=3N/m,v,=2m/s, y;, =1m

Beispiel 3.11

Lésung

Teilaufgabe a)

Potenzielle Energie Aus Griinden der Einfachheit wird das Nullniveau durch
AB gelegt, Abbildung 3.23b. Befindet sich die Hillse in G, so betragt das Schwere-
potenzial —(mg)y;. denn sie beflndet sich unterhalb des Nullniveaus, und die
potenzielle Federenergie betrdgt —c(AI) Die Ldngendnderung Al der Feder
berechnet sich zu Al =1 — I,= 0,5 m, worin die verformte Federlinge mit
1=./y?+ 2 =1,25 m ermittelt werden kann.

Energieerhaltung
T, +V,=T,+V,
1

Emvi +0 =%mvé +{

0+0=%mvé+{

2
x@=J—;ﬂ%dAD“ﬂmWJ=439m“

Diese Aufgabe kann auch durch Auswertung der Bewegungsgleichung oder mit dem
Arbeitssatz gelést werden. Dabei miissen jeweils die Anderung des Betrages und der
Richtung der Federkraft beriicksichtigt werden (siehe Beispie/ 3.4). Das oben vorge-
stellte Losungsverfahren ist in diesem Fall jedoch deutlich einfacher, denn die Berech-
nungen hangen nurvon Werten am Anfangs- und am Endpunkt der Bahn ab.

Teilaufgabe b)
Energieerhaltung Man muss lediglich die kinetische Energie T, modifizieren,
ansonsten bleibt die Rechnung unverandert:

T, +V,=T,+V,

%mvi +0= %mvé +{%C(A])Z —mgyl}

%mvé = %mvi —{%C(AI)Z —mgyl}

Ve = \/Vi —%{%C(AI)Z - mgyl} =4,82m/s

Beachten Sie, dass die kinetische Energie der Hiilse nur vom Quadrat der Geschwin-
digkeit und damit nur von ihrem Betrag abhangt. Daher ist unerheblich, ob sich die
Hiilse nach oben oder nach unten bewegt, wenn sie in A mit endlicher Geschwin-
digkeit gestartet wird.

o

],

o

.

A

«.%
|

Nullniveau B
N G
l Vig? +y,?
[ W%/

/ \ Al=~I2+y2 -1,

(b)
Abbildung 3.23
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3.7 Methode Energieintegral

Das Verfahren dient bei konservativen mechanischen Systemen zur
Berechnung der Lage r(f) aus der mit Hilfe des Energieerhaltungssatzes
als erstes Integral gefundenen Beziehung r(r) durch nochmalige Integra-
tion. Dabei wird vorausgesetzt, dass sich die Lage des Massenpunktes
durch eine Koordinate, z.B. die Bogenldnge s, beschreiben lésst.

Ausgangspunkt ist der Energieerhaltungssatz fiir einen einzelnen
Massenpunkt in der Form

%rz +V(r)=E, dh. %éz +V(s)=E,

§= % = /%[EU -V (s)]

und nach Trennen der Verdnderlichen

Auflosen nach s liefert

ds

ValE-V()]

kann formal und zwar bestimmt integriert werden:

dt=

ds
2

t—t, =}— (3.23)
U \/m[EO—V(§)]

Nach (numerischer) Auswertung der rechten Seite erhalten wir #(s) und
nach Bilden der Umkehrfunktion s(¢) und damit auch r(?).

Als Ergebnis kénnen wir festhalten, dass fiir ein konservatives Ein-
massen-System, dessen Lage durch eine Koordinate beschrieben wird
(und nur dann), mit dem Energieerhaltungssatz als Ausgangspunkt die
Zeit-Weg-Berechnung auf ein bestimmtes Integral (eine so genannte
Quadratur) zuriickgefiithrt werden kann.

Bereits in Beispiel 3.3 waren wir auf diesen Sachverhalt gestoBen. Dort
wurde die hier allgemein gezeigte Prozedur fiir die geradlinige Bewegung
eines Massenpunktes im Schwerkraftfeld der Erde durchgefiihrt.
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Zusammenfassung

<2 U S AMMENDNTFASSUNG

B Arbeit einer Kraft Eine Kraft leistet Arbeit, wenn sie entlang ihrer Wir-
kungslinie verschoben wird. Ist die Kraft ortsabhangig, dann gilt W = des.
Grafisch wird die Arbeit durch die Flache unter dem F-s-Diagramm reprasen-
tiert. Bei einer konstanten Kraft und der Verschiebung As in Richtung der
Kraft gilt W = FAs.

Ein typisches Beispiel dafiir ist die Arbeit des Gewichts, W = GAy. Hier ist Ay
die vertikale Verschiebung.

Eine Federkraft F = cs hangt von der Dehnung bzw. Stauchung s der Feder
ab. Diese Arbeit wird durch Integration bestimmt und betragt W = %csz.

B Arbeitssatz Wird das Newton'sche Grundgesetz in (tangentialer) Bewe-
gungsrichtung, > F, = ma, mit der kinematischen Gleichung a,ds = v dv
verkniipft, so erhalten wir den Arbeitssatz:

T+ Ewl—z =T,

Die kinetische Anfangsenergie T, =lmvf eines Massenpunktes plus der
Arbeit > W, _, aller realen Kréfte auf ihh, wéhrend er sich von der Anfangslage
zur Endlage bewegt, ist gleich der kinetischen Energie T, = %mvf des Mas-
senpunktes in der Endlage.

Mit dem Arbeitssatz kann man Aufgaben I6sen, in denen die Geschwindigkeit
eines Korpers unter der Einwirkung von Kréften als Funktion des Weges ge-
sucht ist. Zur Anwendung sollte ein Freikorperbild gezeichnet werden, um die
Krafte zu erkennen, die Arbeit leisten.

B [eistung und Wirkungsgrad Leistung ist Arbeit pro Zeit und wird de-
finiert als P = dW/dt, d.h. P = F-v. Zur Anwendung muss die Kraft F und
die Geschwindigkeit v ihres Angriffspunktes bekannt sein. Der Wirkungsgrad
gibt das Verhaltnis von zugefiihrter und abgefiihrter Energie an. Aufgrund
von Reibungsverlusten ist er immer kleiner 1.

B Energieerhaltung Eine konservative Kraft leistet eine von ihrer Bahnkurve
unabhéngige Arbeit. Zwei Beispiele dafiir sind die Gewichtskraft und die Feder-
kraft. Reibung ist eine nichtkonservative Kraft, denn die Arbeit héngt von der
Lange der Bahn ab. Je langer die zuriickgelegte Wegstrecke ist, desto mehr
Arbeit wird geleistet. Die Arbeit einer konservativen Kraft kann durch die zu-
gehdrige potenzielle Energie ausgedriickt werden, die von einer Referenzlage
abhéngt. Fiir das Gewicht betragt sie V; = G y und ist positiv oberhalb eines
gewdahlten Nullniveaus. Fiir eine Feder ist sie V. =1 ¢x? wenn man an-
nimmt, dass x bei unverformter Feder verschwindet. Sie ist immer positiv.

Bei konservativen Systemen besteht die mechanische Energie aus kinetischer
Energie T, potenzieller Energie des Gewichts und potenzieller Federenergie.
GemaB dem Energieerhaltungssatz ist diese Summe konstant und hat an be-
liebigen Punkten der Bahn den gleichen Wert, d.h. es gilt

T,+V,=T,+ V,=E

Wird die Bewegung eines Massenpunktes nur von Gewichts- und Federkraf-
ten hervorgerufen, dann kénnen mit Hilfe des Energieerhaltungssatzes Aufga-
ben geldst werden, bei denen die Geschwindigkeit als Funktion des Weges
bestimmt werden soll.

Z U S AMMENDNTFASSUNDNSG
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Aufgaben zu 3.1 bis 3.3

Losungen finden Sie in Anhang D.

3.1 Eine Frau mit der Masse m steht in einem Aufzug, der
aus dem Stand mit a nach unten beschleunigt. Bestimmen
Sie die Arbeit, die ihr Gewicht leistet, und die Arbeit der Nor-
malkraft vom Boden auf die Frau, wenn der Aufzug eine
Strecke d zuriicklegt. Erkléren Sie, warum die Arbeit dieser
Krafte unterschiedlich ist.

Gegeben:m =70 kg, a =4 m/s’,, d=6m

3.2 Das Auto mit der Masse m fahrt anfanglich mit der
Geschwindigkeit v,,. Welche Strecke muss das Auto mit der
Kraft F angetrieben werden, damit es die hohere Geschwin-
digkeit v, erreicht? Vernachlassigen Sie Reibung und Masse
der Réder.

Gegeben: m = 2000 kg, v, = 2 m/s, v; = 5 m/s,
F=4kN a=10°p = 20°

Abbildung A 3.2

3.3 An der Kiste mit der Masse m greift die nach Betrag und
Richtung konstante Kraft F an. In der Lage s = s, bewegt sich
die Kiste mit der Geschwindigkeit v, nach rechts. Wie groB ist
die Geschwindigkeit bei s = s,? Der Gleitreibungskoeffizient
ez zwischen Kiste und Boden ist gegeben.

Gegeben: m = 20 kg, v; = 8 m/s, s; = 15 m,

s, =25m, F =100 N, u,= 0,25, ¢ = 30°

F

Abbildung A 3.3
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*3.4 Mit der Luftfeder A werden die Unterlage B und auch
das Spanngewicht C des Transporthandes D geschiitzt, falls
das Band reiBt. Die Kraft in der Feder als Funktion der Lan-
genanderung ist grafisch dargestellt. Bestimmen Sie fir die
angegebenen Werte die maximale Verformung der Feder,
wenn das Transportband reiBt. Vernachldssigen Sie die Mas-
sen der Rolle und des Bandes.

Gegeben: G =500 N, d = 0,3 m, F = ks?,

k = 2(10°) N/m?

Abbildung A 3.4

3.5 Der glatte Kolben mit dem Gewicht G wird gegen eine
Reihe von Tellerfedern gedriickt, die um s zusammenge-
driickt werden. Die Kraft der zusammengedriickten Federn
auf den Kolben ist F. Bestimmen Sie die Geschwindigkeit des
Kolbens, nachdem er keinen Kontakt mehr mit den Federn
hat. Vernachlassigen Sie die Reibung.

Gegeben: G = 200 N, s = 0,01 m, F = bs'3,

b =51 N/m'?

Abbildung A 3.5




Aufgaben zu 3.1 bis 3.3

3.6 Ein Projektil der Masse m wird aus einem Gewehrlauf
der Lange I abgefeuert; dabei verandert sich die Triebkraft
auf das Projektil im Lauf gemaB dem dargestellten Kurven-
verlauf. Bestimmen sie die Projektilgeschwindigkeit an der
Miindung. Vernachlassigen Sie Reibung im Lauf und nehmen
Sie an, dass der Lauf horizontal gerichtet ist.

Gegeben:m =7kg, I =2m

F (MN)

15

10

02 04 06 08 1,0 1,2 14 1,6 1,8 2,0 s (m)

Abbildung A 3.6

3.7 Fiir die Konstruktion des Puffers B am Eisenbahnwaggon
der Masse m ist eine nichtlineare Feder mit der dargestellten
Last-Verformungs-Kurve erforderlich. Wéhlen Sie den Wert k
der Federkennlinie, bei dem die maximale Federauslenkung d
nicht tiberschritten wird, wenn der Waggon mit der Geschwin-
digkeit v auf den Prellbock auffahrt. Vernachlassigen Sie die
Masse der Waggonrader.

Gegeben: m = 5000 kg, d = 0,2 m, v =4 m/s

F(N) 5
F=ks

s (m)

Abbildung A 3.7

*3.8 An der Kiste der Masse m greifen zwei Krafte an.
Bestimmen Sie die Strecke, die sie aus der Ruhe beginnend
gleitend zuriicklegt, bis sie die Geschwindigkeit v erreicht. Der
Gleitreibungskoeffizient u, zwischen Kiste und Gleitflache ist
gegeben.

Gegeben: m = 100 kg, v = 6 m/s, F; = 800 N,
F, =100 N, u,= 0,2, « = 30° tan 8 = 3/4

E
F 2

T~ L

Abbildung A 3.8

3.9 Der Kleinlaster fahrt mit der Geschwindigkeit v;, als der
Fahrer die Bremse betatigt. Der Laster rutscht noch die Strecke
d, bevor er zum Stehen kommt. Wie weit rutscht er nach der
Bremsbetdtigung bei einer héheren Fahrgeschwindigkeit v,,
wenn er die Bremse in gleicher Weise betatigt?

Gegeben: v, = 40 km/h, v, = 80 km/h, d = 3 m

TG i

Abbildung A 3.9

3.10 Ein Ball vernachlassigbarer GroBe mit der Masse m wird
mit einer Spannvorrichtung auf die vertikale kreisrunde Bahn
geschossen. Die Spannvorrichtung bewirkt, dass die Feder bei
s = 0 um d gestaucht bleibt. Wie weit (s;) muss die Feder mit
der Federkonstanten ¢ zuriickgezogen und dann losgelassen
werden, damit der Ball bei & = 0, die Bahn verlasst?
Gegeben: m = 0,5 kg, d = 0,08 m, 6, = 135°,
r=1,5m, ¢ =500N/m

Abbildung A 3.10

223




KINETIK EINES MASSENPUNKTES: ARBEIT UND ENERGIE

m 3.11 Die Kraft F konstanter Richtung greift am Klotz der
Masse m an. lhre GroBe andert sich mit der Position s des
Klotzes. Bestimmen Sie, wie weit sich der Klotz bewegt hat,
um die Geschwindigkeit v, zu erreichen. Bei s = 0 betragt die
Geschwindigkeit des Klotzes v, nach rechts. Der Koeffizient
der Gleitreibung 1, zwischen Klotz und Unterlage ist gegeben.
Gegeben: m = 20 kg, v, = 2 m/s, v; = 5 m/s,
u,=0,3,tan a = 3/4, k = 50 N/m?

*3.12 Die Kraft F konstanter Richtung greift am Klotz mit der
Masse m an. lhre GroBe andert sich mit der Position s des
Klotzes. Bestimmen Sie die Geschwindigkeit des Klotzes nach
Zuriicklegen der Strecke s,. Bei s = 0 betragt die Geschwin-
digkeit des Klotzes v, nach rechts. Der Koeffizient der Gleit-
reibung u, zwischen Klotz und Gleitflache ist gegeben.
Gegeben: m = 20 kg, vy = 2 m/s, s, = 3m, u,= 0,3,
tan ¢ =3/4, k = 50 N/m?

F(N)

ZA >

s (m)
Abbildung A 3.11/3.12

3.13 Wie bei der Herleitung dargelegt, gilt der Arbeitssatz
fir Beobachter in einem beliebigen Inertialsystem. Zeigen
Sie, dass dies gilt. Betrachten Sie dazu eine Masse m, die auf
einer glatten Oberflache ruht und an der eine horizontale
Kraft F angreift. Befindet sich ein Beobachter A in einem
ortsfesten System x, bestimmen Sie die Endgeschwindigkeit
des Klotzes fiir die Anfangsgeschwindigkeit v, nachdem er
die Strecke s, jeweils nach rechts gerichtet und beziiglich des
ortsfesten Systems gemessen, zuriickgelegt hat. Vergleichen
Sie das Ergebnis mit dem des Beobachters B, dessen x'-
Achse sich mit konstanter Geschwindigkeit v’ relativ zu A
nach rechts bewegt. Hinweis. Die Strecke, welche die Masse
fir den Beobachter B zuriicklegt, muss zuerst berechnet
werden; dann kann der Arbeitssatz angewendet werden.
Gegeben: m = 10kg, F=6 N, v, =5 m/s, s = 10 m,
v =2m/s
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Abbildung A 3.13

3.14 Bestimmen Sie die Geschwindigkeit der Masse m, nach
Loslassen aus der Ruhe und nachdem sie sich um die Strecke s
entlang der Ebene nach unten bewegt hat. Der Kdrper B hat
die Masse my. Der Koeffizient der Gleitreibung 4, zwischen
Masse A und schiefer Ebene ist gegeben. Wie groB ist die
Zugkraft im Seil?

Gegeben: m, = 20 kg, mp =10 kg, s = 2 m, u, = 0,2,

)
Abbildung A 3.14

3.15 Klotz A hat das Gewicht G, und Klotz B das Gewicht
Gjg. Wie groB ist die Geschwindigkeit von Klotz A, nachdem
er aus der Ruhe beginnend die Strecke s, zurlickgelegt hat?
Vernachlassigen Sie die Reibung und die Masse von Seilen
und Rollen.

Gegeben: G, = 600 N, Gg= 100N, s, = 1 m,

tan a = 3/4

Abbildung A 3.15




Aufgaben zu 3.1 bis 3.3

*3.16 Der glatte Zylinder mit dem Gewicht G wird gegen
eine Reihe von Tellerfedern gedriickt, die um s zusammenge-
driickt werden. Die Kraft der Feder auf den Zylinder ist F(s).
Bestimmen Sie die Geschwindigkeit des Zylinders nach Los-
lassen gerade in dem Moment, wenn er den Kontakt mit den
masselosen Federn wieder verliert, d.h. bei s = 0.

Gegeben: G = 200 N, s = 0,01 m, F = bs'?,

b = 1710 N/m'3

s

Abbildung A 3.16

3.17 Die Hiilse der Masse m befindet sich auf dem glatten
Rundstab. Zwei Federn, die an der Hiilse befestigt sind, stiit-
zen sich gegen die duBere Berandung ab und halten die
Hiilse ihrer Mittellage. Dabei haben die Federn die unge-
dehnte Lange I,. Die Hiilse wird um s, verschoben und aus
der Ruhe losgelassen. Wie groB ist ihre Geschwindigkeit bei
der Riickkehr zur Position s = 0?7

Gegeben: m = 20 kg, [y = 1 m, ¢ = 50 N/m,
¢’=100N/m,s; =0,5m,b =0,25m

5 —

Abbildung A 3.17

3.18 Ermitteln Sie die Hohe h auf der Bahn D, die der Ach-
terbahnwagen der Masse m erreicht, nachdem er in B mit
einer Geschwindigkeit gestartet wurde, die gerade fiir den
Uberschlag in C ausreichend ist, ohne dass der Wagen aus
den Schienen springt. Der Kriimmungsradius p. in C ist
gegeben.

Gegeben: m = 200 kg, ho= 35m, pc=25m

A MIIVITT

Abbildung A 3.18

3.19 Am Klotz der Masse m greift die Kraft F konstanter
Richtung an, ihr Betrag ist eine Funktion des Weges. Bei s = s,
bewegt sich der Klotz gerade mit v, nach links. Ermitteln Sie
die Geschwindigkeit fiir s = s,. Der Gleitreibungskoeffizient
zwischen Klotz und Unterlage ist u,,.

Gegeben: m = 2 kg, F = Fy/(1 + s/s,), Fy = 300 N,
Sp=1ms;=4m,v,=8m/s, s,=12m,u,= 0,25,

a = 30°
F
P ‘/\a

]

Abbildung A 3.19

*3.20 Die Bewegung eines Lasters wird mittels einer Fahr-
bahn aus losen Steinen AB und einer Reihe von Aufprallton-
nen BC gebremst. Experimentell wird der Fahrwiderstand R
pro Rad bestimmt. Die Widerstandskraft F der Aufprallton-
nen ist grafisch dargestellt. Bestimmen Sie die Strecke x des
Lasters mit dem Gewicht G, die er nach dem Kontakt mit den
Aufpralltonnen noch zuriicklegt, wenn er sich mit der
Geschwindigkeit v dem Beginn der Schlechtwegstrecke A
nahert. Vernachlassigen Sie die GréBe des Lasters.

Gegeben: G = 22,5 kN, s =10m, v =12 m/s,

R =800N, F = bx® b = 1,25(10%) N/m?

Abbildung A 3.20
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KINETIK EINES MASSENPUNKTES: ARBEIT UND ENERGIE

3.21 Der Aufprallschutz einer Leitplanke besteht aus einer
Gruppe von Tonnen mit einer Fiillung aus dampfendem
Material. Die Widerstandskraft F des Aufprallschutzes wird
in Abhangigkeit von der Eindringtiefe des Fahrzeugs gemes-
sen. Bestimmen Sie, wie tief ein Auto mit dem Gewicht G in
die Leitplanke eindringt. Beim Auftreffen auf die Leitplanke
fahrt das Auto mit der Geschwindigkeit v.

Gegeben: G = 20 kN, v = 11 m/s

180

135 ——

Widerstandskraft (kN)

[ ! ! ! !
04 1 2 3 4 5

Eindringtiefe des Fahrzeugs (m)
Abbildung A 3.21

3.22 Die Gewichte G, und Gy der beiden Klotze A und B
und der Gleitreibungskoeffizient u, zwischen schiefer Ebene
und Klotz A sind gegeben. Bestimmen Sie die Geschwindig-
keit von A nach Zurlicklegen der Strecke s aus der Ruhe. Ver-
nachlassigen Sie die Masse der Seile und der Rollen.
Gegeben: G, = 600N, Gg= 100N, s = 1 m,

a = tan 3/4,u,= 0,2

Abbildung A 3.22
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3.23 Pakete mit dem Gewicht G werden mit der Geschwin-
digkeit v, zur Rutsche transportiert. Bestimmen Sie ihre
Geschwindigkeit in den Punkten B und C. Vernachlassigen
Sie die Reibung und die GroBe der Pakete.

Gegeben: G = 250 N, v, = 0,9 m/s, r = 1,5 m, & = 30°

Abbildung A 3.23

*3.24 Der Stahlblock mit der Masse m wird mit der
Geschwindigkeit v nach links transportiert, als er auf eine
ineinander gebettete Federanordnung auftrifft. Bestimmen
Sie die maximale Auslenkung jeder Feder, die zum Anhalten
des Stahlblocks erforderlich ist.

Gegeben: m = 1800 kg, v = 0,5 m/s, ¢, = 5 kN/m,
cg= 3 kN/m, I, = 0,5 m, I, = 0,45 m

3.25 Der Stahlblock mit der Masse m wird mit der Geschwin-
digkeit v nach links transportiert, als er auf eine ineinander
gebettete Federanordnung auftrifft. Bestimmen Sie fiir die
gegebene Federkonstante ¢, die erforderliche Federkonstante
¢z der inneren Feder, sodass der Stahlblock an der Stelle
anhalt, wenn sich die Vorderseite C im Abstand d von der
Wand befindet.

Gegeben: m = 1800 kg, v = 0,5 m/s, ¢, = 5 kN/m,
lya=0,5m, lj3=0,45m,d =0,3m

IOA
R lOB —

Abbildung A 3.24/3.25




Aufgaben zu 3.1 bis 3.3

3.26 Der Klotz A hat das Gewicht G, und Klotz B das
Gewicht Gg. Bestimmen Sie die Strecke, die A zuriicklegt,
bis er aus der Ruhe die Geschwindigkeit v erreicht. Wie grol3
ist dann die Zugkraft im Seil, das A halt? Vernachlassigen
Sie die Masse von Seil und Rollen.

Gegeben: G, = 600N, Gz= 100N, v = 2 m/s

A

Abbildung A 3.26

3.27 Der Klotz mit dem Gewicht G hat auf der halben Strecke
zwischen den Federn A und B die Anfangsgeschwindigkeit v,
Nach Auftreffen auf Feder B prallt er zurlick und bewegt sich
auf der horizontalen Ebene in Richtung Feder A usw. Der
Gleitreibungskoeffizient 4, zwischen Ebene und Klotz ist
gegeben. Bestimmen Sie die Gesamtstrecke, die der Klotz
zuriicklegt, bevor er zur Ruhe kommt.

Gegeben: G = 250 N, v, = 5 m/s, ¢, = 100 N/m,
cp=600 N/m, I =1,2m, u,= 0,4

S
o

Abbildung A 3.27

*3.28 Der Ziegelstein mit dem Gewicht G gleitet ein glattes
Dach herunter und erreicht bei A die Geschwindigkeit v. Wie
groB sind die Geschwindigkeit des Steins, unmittelbar bevor
er in B die Dachflache verldsst, der Abstand d des Auftreff-
punktes von der Wand und die Geschwindigkeit, mit der er
auf dem Boden auftrifft.

Gegeben: G =20N,v=2m/s,a =12 m, tan o = 3/4

y

Abbildung A 3.28

3.29 Achterbahnen sind so konstruiert, dass die Fahrgaste
maximal das 3,5fache ihres Gewichts als Normalkraft in
Richtung ihres Sitzes erfahren. Der Wagen hat am Scheitel-
punkt die Geschwindigkeit v. Bestimmen Sie den kleinsten
Kriimmungsradius p der Bahn an ihrem tiefsten Punkt. Ver-
nachlassigen Sie die Reibung.

Gegeben: v=1m/s, hy =24 m, h,=2m

Abbildung A 3.29
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3.30 Die Katapultvorrichtung treibt den Korper A der
Masse m auf glatter Bahn nach rechts. Dazu wird mit dem
Kolben P die Rolle an der Rundstange BC schnell nach links
gezogen. Der Kolben bringt auf die Rundstange BC die kon-
stante Kraft F auf, und diese bewegt sich um s. Bestimmen
Sie die Geschwindigkeit des Korpers A, der aus der Ruhe die
Bewegung beginnt. Vernachlassigen Sie die Masse von Rollen,
Seil, Kolben und Rundstange BC.

Gegeben: m = 10 kg, F= 20 kN, s = 0,2 m

= P :

P

(=) 4,

Abbildung A 3.30

3.31 Die Hiilse der Masse m gleitet auf dem glatten Rund-
stab. Zwei Federn, die an der Hiilse befestigt sind, stiitzen
sich gegen die auBere Berandung ab und halten die Hiilse in
ihrer Mittellage. Dabei haben die Federn die ungedehnte
Lange I,. Die Hiilse hat bei s = 0 die Geschwindigkeit v,
nach rechts. Wie groB ist die maximale Zusammendriickung
der Federn aufgrund der Hin- und Herbewegung der Hiilse?
Gegeben: m = 20 kg, [, = 1 m, ¢, = 50 N/m,
cg=100N/m, v, =2 m/s,d = 0,25 m

.

d
Abbildung A 3.31

*3.32 Der Radfahrer fahrt nach links und hat bei Erreichen
des Punktes A die Geschwindigkeit v,. Dann lasst er sich
den gekrimmten Abhang hochrollen. Bestimmen Sie die
Normalkraft, die er auf die StraBe in B ausuibt. Die Masse m
von Rad und Fahrer ist gegeben. Vernachldssigen Sie die Rei-
bung, die Masse der Rader und die GroBe des Fahrrades.
Gegeben:m = 75 kg, v, =8 m/s,x, =4 m, yo=4m,
a = 45°
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3.33 Der Radfahrer fahrt nach links und hat bei Erreichen des
Punktes A die Geschwindigkeit v,. Dann ldsst er sich den
gekriimmten Abhang hochrollen. Bestimmen Sie die Hohe, die
der Fahrer erreicht. Wie groB sind die Normalkraft auf die
StraBe in diesem Punkt und seine Beschleunigung? Die Masse
m von Rad und Fahrer ist gegeben. Vernachlassigen Sie die
Reibung, die Masse der Réder und die GroBe des Fahrrades.
Gegeben:m = 75 kg, vy =4 m/s,x,=4m,yc=4m,
a = 45°

Abbildung A 3.32/3.33

3.34 Die Kiste A mit dem Gewicht G rutscht aus der Ruhe
die glatte Rampe herunter und auf die Ladeflache eines
Wagens. Dieser ist befestigt und kann sich nicht bewegen.
Bestimmen Sie den Abstand s des Wagenendes bis zum
Punkt, an dem die Kiste zur Ruhe kommt. Der Gleitreibungs-
koeffizient 4, zwischen Wagen und Kiste ist gegeben.

Gegeben: G = 300 N, 4,=0,6,/=5m,h=2m

A
\ 1 |

-5
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|

C B

® @ |
Abbildung A 3.34

3.35 Der Mann am Fenster A mochte einen Sack B der
Masse m auf den Boden werfen. Dazu bewegt er ihn an
einem masselosen Seil der Lange I aus der Ruhe in B zum
Punkt C hinunter und lasst dann dort unter dem Winkel
0 = 0, das Seil los. Ermitteln Sie die Geschwindigkeit, mit
der der Sack auf dem Boden auftritt und die Strecke R.

Gegeben: m = 30 kg, I = 8 m, h = 16 m, 6, = 30°




Aufgaben zu 3.1 bis 3.3

| R |
Abbildung A 3.35

*3.36 Ein Klotz B mit dem Gewicht G ruhtin A(6 = 0) auf
der glatten halbzylindrischen Oberflache. Ein elastisches Seil
mit der Federkonstanten c ist am Klotz B und an der Basis
des Halbzylinders in Punkt C befestigt. Der Klotz wird dann
losgelassen. Bestimmen Sie die ungedehnte Lange 1, des Sei-
les, fiir die der Klotz bei einem Winkel 6 = 6, die Oberflache
des Halbzylinders verlasst. Vernachlassigen Sie die GroBe des
Klotzes.

Gegeben: G =20 N, 6, = 45°, r = 0,5 m, ¢ = 60 N/m

Abbildung A 3.36

3.37 Der Federpuffer stoppt die Bewegung des Klotzes mit
dem Gewicht G, der mit der Geschwindigkeit v gegen ihn
fahrt. Wie dargestellt, wird die Bewegung der Feder von der
Platte P und der Wand mittels undehnbarer Seile beschrankt
und ihre vorgespannte Lange ist somit 1. Die Federkonstante
c der Feder ist gegeben. Bestimmen Sie die erforderliche
ungedehnte Lange I, der Feder so, dass die Platte um nicht
mehr als s verschoben wird, nachdem der Klotz dort auftrifft.
Vernachlassigen Sie Reibung, die Masse der Platte und der
Feder und den Energieverlust zwischen Platte und Klotz beim
ZusammenstoB.

Gegeben: G=40N,]/=0,5m,d =2 m,

¢ =1500 N/m, v=3m/s, s =0,1 m

Va

A
a |

Abbildung A 3.37

3.38 Der Zylinder A hat die Masse m, und der Zylinder B
die Masse myj. Bestimmen Sie die Geschwindigkeit v, der
Masse m, nach Zuriicklegen der Strecke s aus der Ruhe
nach oben. Vernachlassigen Sie die Masse des Flaschenzugs.

Gegeben: m, =3 kg, mp=8kg s=2m

Abbildung A 3.38

3.39 Die Hiilse der Masse m wird vom glatten Rundstab
und den daran befestigten Federn in der Position d = d,, in
der die Federn unverformt sind, gehalten. Durch die Kraft F
kommt die Hiilse aus der Ruhe heraus in Bewegung. Bestim-
men Sie die Geschwindigkeit der Hilse, nachdem eine Ver-
schiebung der Hiilse in die Position d = d, vorliegt.
Gegeben: m = 20 kg, d, = 0,3 m, d, = 0,5 m,
F=100N, ¢ = 25 N/m, ¢’ = 15 N/m, a = 60°

/\

|
=

Abbildung A 3.39
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*3.40 Der Skispringer fahrt bei A aus dem Stand los und
fahrt die Schanze hinunter. Reibung und Luftwiderstand kon-
nen vernachlassigt werden. Bestimmen Sie seine Geschwin-
digkeit v in Punkt B. Ermitteln Sie ebenfalls die Strecke s bis
zum Punkt C, wo er landet. Er springt in B horizontal ab.
Vernachlassigen Sie die GroBe des Skispringers, der die
Masse m hat.

Gegeben: m = 70 kg, hy = 50 m, h; = 4 m, @ = 30°

Abbildung A 3.40

Aufgaben zu 3.4

Lésungen finden Sie in Anhang D.

3.41 Der Dieselmotor eines Zuges der Masse m erhoht in
der Zeit t die Zuggeschwindigkeit gleichmaBig auf der hori-
zontalen Bahn aus dem Stand auf v;. Wie groB ist die mitt-
lere abgegebene Leistung?

Gegeben: m = 4-10% kg, v, = 10 m/s, t = 100 s

3.42 Bestimmen Sie die notwendige zuzufiihrende Leistung
eines Motors, der das Gewicht G mit konstanter Geschwindig-
keit v anhebt. Der Wirkungsgrad n des Motors ist gegeben.

Gegeben: G = 3000 N, v = 2 m/s, n = 0,65

3.43 Eine elektrische StraBenbahn mit dem Gewicht G be-
schleunigt auf einer horizontalen geraden StraBe aus dem
Stand so, dass die Leistung immer P betragt. Wie lange braucht
die StraBenbahn, um die Geschwindigkeit v zu erreichen?

Gegeben: G = 75 kN, P = 75 kW, v = 10 m/s

*3.44 Der Jeep mit dem Gewicht G hat einen Motor, der die
Leistung P gleichmaBig auf alle Réder (ibertragt. Nehmen
Sie an, dass die Rader nicht auf dem Boden rutschen, und
ermitteln Sie den Winkel 6 der maximalen Steigung, die der
Jeep mit konstanter Geschwindigkeit v hinauffahren kann.

Gegeben: G = 12,5 kN, P = 75 kW, v = 10 m/s
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Abbildung A 3.44

3.45 Ein Auto der Masse m fahrt mit konstanter Geschwin-
digkeit v die Steigung (Winkel 6) hinauf. Vernachlassigen Sie
die mechanische Reibung und den Windwiderstand und ermit-
teln Sie die Leistung des Motors, der den Wirkungsgrad # hat.
Gegeben: m = 2000 kg, v = 100 km/h, 6 = 7°,

n = 0,65

AN
Y .
0

Abbildung A 3.45




Aufgaben zu 3.4

3.46 Ein beladener Lastwagen mit dem Gewicht G be-
schleunigt auf der StraBe innerhalb der Zeit At gleichmaBig
von v; auf v,. Der Reibwiderstand gegen die Bewegung
betragt R. Wie groB ist die notwendige Leistung, die auf die
Rader Ubertragen werden muss?

Gegeben: G = 80 kN, R = 1625 N, v; = 5 m/s,
v,=10m/s, At =4s

3.47 Eine elektrische StraBenbahn mit dem Gewicht G
beschleunigt auf einer horizontalen geraden StraBe aus dem
Stand so, dass die Leistung immer P betrdgt. Welche Strecke
legt sie zuriick, bis sie die Geschwindigkeit v erreicht?

Gegeben: G = 75 kN, P = 75 kW, v = 10 m/s

*3.48 Die Rolltreppe fahrt mit konstanter Geschwindigkeit
v. Die Hohe h und die Tiefe I der Stufen sind gegeben. Ermit-
teln Sie die Leistung P des Motors, die zum Heben einer mitt-
leren Masse 1 pro Stufe erforderlich ist. Es gibt n Stufen.
Gegeben: m = 150 kg, v = 0,6 m/s, n = 32,

h =125 mm, [ = 250 mm

3.49 Die Kiste mit dem Gewicht G beginnt die Bewegung aus
dem Stand und erreicht in der Zeit t = ¢, die Geschwindigkeit
v =v;. Bestimmen Sie bei konstanter Beschleunigung die
dem Motor zur Zeit ¢t = t, zuzufiihrende Leistung. Der Motor
hat den Wirkungsgrad #. Vernachlassigen Sie die Masse des
Flaschenzuges.

Gegeben: G = 250N, v, =3m/s, t;,=4s,t, =25,

7 =0,76
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Abbildung A 3.49

3.50 Ein Auto der Masse m beschleunigt auf einer horizon-
talen geraden StraBe aus dem Stand, sodass die Leistung
immer konstant P ist. Welche Strecke muss das Auto zurlick-
legen, um die Geschwindigkeit v zu erreichen.

3.51 Zur Erklarung der groBen Energieverluste eines Auto-
mobils betrachten Sie ein Auto mit dem Gewicht G, das mit
der Geschwindigkeit v fahrt. Durch einen Abbremsvorgang
wird das Auto zum Stehen gebracht. Wie lange muss eine
Gliihbirne der Leistung P brennen, um die gleiche Energie-
menge zu verbrauchen?

Gegeben: G = 25 kN, P; = 100 W, v = 56 km/h

*3.52 Ein Motor M hebt die Aufzugkabine der Masse m mit
der konstanten Geschwindigkeit v;; und erhalt die zugefiihrte
elektrische Leistung P. Bestimmen Sie den Wirkungsgrad des
Motors. Vernachldssigen Sie die Masse des Flaschenzuges.

Gegeben: m = 500 kg, P = 60 kW, vy = 8 m/s

3.53 Der Aufzug mit der Masse m fahrt aus der Ruhe mit
konstanter Beschleunigung a, nach oben. Ermitteln Sie die
abgegebene Leistung des Motors M zum Zeitpunkt t = t,.
Vernachlassigen Sie die Masse des Flaschenzuges.

Gegeben: m = 500 kg, aqy = 2 m/s?, t, =3 s
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Abbildung A 3.53
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3.54 Die Kiste der Masse m ruht auf einer horizontalen
Unterlage, fiir die der Haft- («;) und der Gleitreibungskoeffi-
zient (u,) gegeben sind. Der Motor liefert die Seilkraft F.
Bestimmen Sie die vom Motor abgefiihrte Leistung fiir t = ¢,.
Gegeben: m = 150 kg, F = at* + b, a = 8 N/s?,
b=20N,t=5su,=0,3,u,=02

5

Abbildung A 3.54

3.55 Der Aufzug E hat mit Last die Gesamtmasse mj und
wird vom Motor und dem Gegengewicht C der Masse m, mit
der konstanten Geschwindigkeit v, gehoben. Bestimmen Sie
fiir den Wirkungsgrad # die dem Motor zuzufiihrende Energie.

Gegeben: m; = 400 kg, m;= 60 kg, vy;=4 m/s, 5 = 0,6

Abbildung A 3.55
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*3.56 Die Kiste der Masse m wird mit dem Flaschenzug und
dem Motor M aus der Ruhe die Schrage (Winkel ) hinauf-
gezogen. Die Kiste erreicht mit konstanter Beschleunigung
nach der Strecke s die Geschwindigkeit v. Ermitteln Sie die
dem Motor zuzufiihrende Leistung zu dieser Zeit. Vernachlas-
sigen Sie die Reibung auf der Ebene. Der Wirkungsgrad » des
Motors ist gegeben.

Gegeben: m = 50 kg, v=4m/s,s =8 m,n = 0,74,

a = 30°

Abbildung A 3.56

3.57 Das Sportauto der Masse m féhrt mit der Geschwindig-
keit v; als der Fahrer mit a beschleunigt. Der Luftwiderstand
auf den Wagen wird durch die Abhéngigkeit Fp,(v) beschrie-
ben. Berechnen Sie die zum Motor zuzufiihrende Leistung in
diesem Moment. Der Wirkungsgrad 7 des Motors ist gegeben.
Gegeben: m = 2300 kg, v = 28 m/s, a = 5 m/s?,
Fp=bv? b = 0,3 Ns?/m? n = 0,68

3.58 Das Sportauto der Masse m féhrt mit der Geschwindig-
keit v; als der Fahrer mit a beschleunigt. Der Luftwiderstand
auf den Wagen wird durch die Funktion Fp,(v) beschrieben.
Berechnen Sie die dem Motor zuzufiihrende Leistung zur Zeit
t = t,. Der Wirkungsgrad # des Motors ist gegeben.
Gegeben: m = 2300 kg, a = 6 m/s%, F,=bv, t; =55,
n = 0,68, b = 10 Ns/m

Abbildung A 3.57/3.58




Aufgaben zu 3.4

3.59 Die Last G wird mit dem Flaschenzug und dem Motor
M aus der Ruhelage um die Strecke s angehoben. Der Motor
iibt eine konstante Kraft F auf das Seil aus. Der Wirkungs-
grad  des Motors ist gegeben. Welche Leistung muss dem
Motor zugefiihrt werden?

Gegeben: G = 250N, F=150N, s =3 m,n = 0,76

Abbildung A 3.59

*3.60 Der Raketenschlitten der Masse m fahrt aus der
Ruhe los und eine horizontale raue Bahn mit dem Gleitrei-
bungskoeffizienten u, entlang. Der Motor liefert einen kon-
stanten Schub T: Ermitteln Sie die abgegebene Leistung des
Motors als Funktion der Zeit. Vernachlassigen Sie den Treib-
stoffverlust und den Luftwiderstand.

Gegeben: m = 4000 kg, T = 150 kN, 4, = 0,20
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Abbildung A 3.60

3.61 Die Hiilse mit dem Gewicht G wird aus der Ruhe durch
Aufbringen einer konstanten Kraft F auf das Seil angehoben.
Der Rundstab ist glatt. Bestimmen Sie die Leistung der Kraft
bei 6 = 0,.

Gegeben: G =50N, F=125N,6, =60° a = 1,2 m,
b=1m

Abbildung A 3.61

3.62 Ein Sportler driickt gegen ein Sportgerat mit einer
Kraft, die sich wie in der Abbildung oben dargestellt andert.
Die Geschwindigkeit seines Arms, die in die gleiche Richtung
weist wie die Kraft, verandert sich mit der Zeit wie unten
dargestellt. Bestimmen Sie die Leistung als Funktion der Zeit
und die geleistete Arbeit bis zur Zeit t = t,.

Gegeben: F;, = 800N, v, = 20m/s, t, =0,2s,t,= 0,3 s

3.63 Ein Sportler driickt gegen ein Sportgerdt mit einer
Kraft, die sich wie in der Abbildung oben dargestellt andert.
Die Geschwindigkeit des Arms, die in die gleiche Richtung
weist wie die Kraft, andert sich mit der Zeit wie unten dar-
gestellt. Bestimmen Sie die maximale Leistung im Zeitraum
biszu t = t,.

Gegeben: F; = 800 N, v, = 20 m/s, t, = 0,2 s,
t,=0,3s

Abbildung A 3.62/3.63
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Aufgaben zu 3.5 und 3.6

Losungen finden Sie in Anhang D.

*3.64 Losen Sie Aufgabe 3.18 mit dem Energieerhaltungssatz.
3.65 Losen Sie Aufgabe 3.15 mit dem Energieerhaltungssatz.
3.66 Losen Sie Aufgabe 3.17 mit dem Energieerhaltungssatz.
3.67 Losen Sie Aufgabe 3.31 mit dem Energieerhaltungssatz.
*3.68 Losen Sie Aufgabe 3.36 mit dem Energieerhaltungssatz.
3.69 Losen Sie Aufgabe 3.23 mit dem Energieerhaltungssatz.

3.70 Zwei Federn gleicher Lange sind ineinander parallel
geschaltet und bilden ein Federbein. Dieses soll die Bewe-
gung einer Masse m anhalten, die in der Hohe h iber den
Federn aus der Ruhe fallen gelassen wird. Die maximale
Stauchung der Federn ist s,,.,. Bestimmen Sie die erforder-
liche Federkonstante c; der inneren Feder fiir eine gegebene
Federkonstante ¢, der anderen Feder.

Gegeben: m = 2 kg, h = 0,5 m, S,,,, = 0,2 m,

¢, = 400 N/m

1
L

Abbildung A 3.70

3.71 Die Kiste mit dem Gewicht G gleitet aus der Ruhe von
A reibungsfrei auf der glatten Rutsche AB. Bestimmen Sie
die Geschwindigkeit, mit der sie den Endpunkt B erreicht.
Die Koordinaten von A und B sind gegeben.

Gegeben: G = 15 N, A (2 m; 0; 4 m), B (0; 3,2 m; 0)
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Abbildung A 3.71

*3.72 Das Médchen der Masse m und dem Schwerpunkt in
S schaukelt bis zur maximalen Hohe (Winkel 6,). Bestimmen
Sie die Krafte in den vier Stiitzpfosten, z.B. AB, fir 6 = 0.
Die Schaukel ist mittig zwischen den Pfosten aufgehangt.

Gegeben: m = 40 kg, 6, = 60°, ¢ = 30°, ] =2m

Abbildung A 3.72

3.73 Die Hiilse mit dem Gewicht G wird nach unten
gedriickt und staucht die Feder um s,, dann wird sie aus der
Ruhe losgelassen (h = 0). Bestimmen Sie die Geschwindig-
keit der Hilse, wenn sie eine Verschiebung in die Position
h = h, erreicht hat. Die Feder ist nicht an der Hiilse befes-
tigt. Vernachldssigen Sie Reibung.

Gegeben: G=40N, s, =1m, hy=0, h; =2 m,

¢ =450 N/m




Aufgaben zu 3.5 und 3.6

3.74 Die Hiilse mit dem Gewicht G wird in der Héhe h,
tiber der nicht gestauchten Feder aus der Ruhe losgelassen.
Bestimmen Sie die Geschwindigkeit der Hiilse wahrend des
Fallens bei einer Stauchung der Feder um s,.

Gegeben: G = 40N, h,=1m, s, = 0,1 m,

¢ =450 N/m

Abbildung A 3.73/3.74

3.75 Die Hiilse der Masse m ist an einer Feder (Federkon-
stante ¢) der unverformten Lange I, befestigt und wird zum
Punkt B gezogen und aus der Ruhe losgelassen. Bestimmen
Sie die Geschwindigkeit der Hiilse am Punkt A.

Gegeben:m =2kg, I,=3m,a=4m,c=3N/m

Abbildung A 3.75

*3.76 Die Hiilse mit dem Gewicht G wird in A losgelassen
und gleitet Gber die glatte Fiihrung. Bestimmen Sie die
Geschwindigkeit der Hiilse unmittelbar vor dem Auftreffen
im Befestigungspunkt B. Die ungedehnte Lange der Feder
mit der Federkonstanten ¢ betrégt I,.

Gegeben: G = 25 N, [, = 30 cm, d = 25 cm,
r=30cm, ¢ =4 N/cm

3.77 Die Hiilse mit dem Gewicht G wird in A losgelassen
und gleitet Gber die glatte Fiihrung. Bestimmen Sie die
Geschwindigkeit der Hiilse, wenn sie Punkt C passiert und
die Normalkraft der Hiilse auf den Rundstab in diesem
Punkt. Die ungedehnte Lange der Feder mit der Federkon-
stanten ¢ betragt I, und Punkt C ist der Ubergang vom
gekrlimmten zum geraden Teil des Rundstabs.

Gegeben: G = 25 N, [, = 30 cm, d = 25 cm,
r=30cm, ¢c = 4 N/cm

Abbildung A 3.76/3.77

3.78 Der Klotz mit dem Gewicht G erhélt in A die Anfangs-
geschwindigkeit v,. Die Feder hat die ungedehnte Lange I,
und die Federkonstante c. Bestimmen Sie die Geschwindig-
keit des Klotzes nach der Wegstrecke s.

Gegeben: G=10N, v, =10m/s, I, = 1 m,

¢ = 1000 N/m, s = 0,5 m

Abbildung A 3.78
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3.79 Der Achterbahnwagen hat mit dem Fahrgast die Masse
m und startet oben im Punkt A mit der Anfangsgeschwindig-
keit v,. Bestimmen Sie die minimale Hohe h des Scheitel-
punktes, bei der der Wagen durch beide Loopings fahrt, ohne
die Bahn zu verlassen. Vernachlassigen Sie Reibung, die
Masse der Rader und die GroBe des Wagens. Wie groB ist die
Normalkraft auf den Wagen in den Punkten B und C?
Gegeben: m = 800 kg, v, = 3 m/s, ry = 10 m,
Ic=7m

*3.80 Der Achterbahnwagen hat mit dem Fahrgast die
Masse m und startet aus dem Stand oben im Punkt A.
Bestimmen Sie die minimale Hohe h des Scheitelpunktes, bei
der der Wagen durch beide Loopings fahrt, ohne die Bahn zu
verlassen. Vernachldssigen Sie die Reibung, die Masse der
Rader und die GroBe des Wagens. Wie groB ist die Normal-
kraft auf den Wagen in den Punkten B und C?

Gegeben: m = 800 kg, r3= 10 m, 1= 7 m

Abbildung A 3.79/3.80

3.81 Tarzan hat die Masse m und schwingt an einer Liane
aus dem Stand vom Felsen. Die Lange I der Liane vom Ast A
bis zum Schwerpunkt C ist gegeben. Bestimmen Sie seine
Geschwindigkeit beim Auftreffen der Liane auf den Ast B.
Mit welcher Kraft muss sich Tarzan gerade vor und gerade
nach dem Auftreffen in B an der Liane festhalten?

Gegeben: m = 100 kg, / =10 m, a = 7 m, a = 45°
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Abbildung A 3.81

3.82 Die Feder hat die Federkonstante ¢ und die unge-
dehnte Lange I,. Sie ist an der glatten Hiilse mit dem
Gewicht G befestigt. Diese wird aus der Ruhe in A losgelas-
sen. Bestimmen Sie die Geschwindigkeit der Hiilse kurz vor
dem Auftreffen auf das Ende der Rundstange in B. Vernach-
lassigen Sie die GroBe der Hiilse.

Gegeben: ¢ =30 N/m, l,=1m,G=25N,x,=0,5m,
Va=2m,z,=3m,x3=0,5m,y3=15m,zz3=1m

Abbildung A 3.82




Aufgaben zu 3.5 und 3.6

3.83 Zwei Ingenieur-Studenten mit jeweils dem Gewicht G
wollen aus dem Stand mit einem elastischen Bungee-Seil der
Federkonstanten ¢ von der Briicke springen. Sie wollen gerade
die Wasseroberflache des Flusses erreichen, wobei A, der am
Seil befestigt ist, B in dem Augenblick loslasst, wenn die bei-
den das Wasser beriihren. Bestimmen Sie die dafir erforder-
liche ungedehnte Lange des Seils und berechnen Sie die
maximale Beschleunigung von Student A und seine maximale
Hohe Gber dem Wasser nach dem Zuriickfedern. Diskutieren
Sie anhand Ihrer Ergebnisse die Durchfiihrbarkeit dieses Vor-
habens.

Gegeben: G = 750 N, ¢ = 1200 N/m, h = 40 m

I T T T T T T T T T [ [ Tf1 T T T T T /1
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Abbildung A 3.83

*3.84 Zwei Federn gleicher Lange und der Federkonstanten
¢, und cg sind ineinander parallel geschaltet und bilden einen
StoBfanger. Eine Masse m fallt aus der Ruhelage in der Hohe
h lber den Federn. Bestimmen Sie deren Verformung in dem
Moment, wenn die Masse ihre Bewegungsrichtung umkehrt.
Gegeben: h = 0,6 m, m = 2 kg, ¢, = 300 N/m,

cp= 200 N/m

Abbildung A 3.84

3.85 Bei einer Jahrmarktattraktion wird eine Gondel auf die
Héhe h in A gehoben. Sie fallt aus der Ruhe entlang der para-
bolischen Bahn. Bestimmen Sie die Geschwindigkeit sowie die
Normalkraft der Bahn auf die Gondel in der Hohe y = y,. Die
Gondel mit Passagieren hat ein Gesamtgewicht G. Vernach-
lassigen Sie Reibung und die Masse der Réder.

Gegeben: h = 60 m, G = 2,5 kN, y; = 10 m,

a = 1/(130 m)

y /(LT
A

Abbildung A 3.85

3.86 Im Punkt A am Ubergang von der schiefen Ebene zur
kreisformigen Bahn hat die Kiste der Masse m die Geschwin-
digkeit v,. Bestimmen Sie den Winkel 6, bei dem sie die kreis-
formige Bahn verlasst und den Abstand s, bei der sie in den
Wagen fallt. Vernachlassigen Sie Reibung.

Gegeben:r=1,2m, m = 6 kg, v4 = 2 m/s, @ = 20°

Abbildung A 3.86
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3.87 Die Kiste mit dem Gewicht G hat die Geschwindigkeit
v, als sie die glatte schiefe Ebene in A herunterzurutschen
beginnt. Bestimmen Sie den Punkt C(x¢, yc), wo sie auf die
untere schiefe Ebene auftrifft.

Gegeben: hy = 7,5 m, hy=15m, G =10 N,
vy=2,5m/s, tan ¢ = 1/2, tan = 3/4

*3.88 Die Kiste mit dem Gewicht G hat die Geschwindig-
keit v,, als sie die glatte schiefe Ebene in A herunterzu-
rutschen beginnt. Bestimmen Sie die Geschwindigkeit kurz
bevor sie in Punkt C(x,y) auf die untere Ebene auftrifft
und die Zeit, die sie fiir die Bewegung von A bis C benétigt.
Gegeben: h, = 7,5 m, hy;=15m, G = 10 N,
vy=2,5m/s, tan ¢ = 1/2, tan § = 3/4, x; = 8,83 m,
Ve=4,416 m

hB
C
~TT
s Yc
o) ||| .
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Abbildung A 3.87/3.88

3.89 Der Ball der Masse m und vernachldssigbarer GréBe
wird von Punkt A mit der Anfangsgeschwindigkeit v, die
glatte schiefe Ebene hinaufgeschossen. Bestimmen Sie den
Abstand von C nach D, wo der Ball auf die horizontale Fléache
auftrifft. Wie grof3 ist seine Geschwindigkeit beim Auftreffen?

Gegeben:m = 2kg, v,=10m/s,a=2m,b=15m

B‘(

A c

Abbildung A 3.89
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3.90 Der Ball mit dem Gewicht G ist an einer Stange ver-
nachlassigbarer Masse befestigt. Bei & = 0 wird er aus der
Ruhe losgelassen. Bestimmen Sie den Winkel 6 = 6,, bei
dem die Druckkraft in der Stange null wird.

Gegeben: G=75N,I=1m

Abbildung A 3.90

3.91 Der Ball mit dem Gewicht G wird mittels der Federvor-
richtung abgeschossen. Die Feder hat die Federkonstante c.
Die vier Seile C und die Platte P halten die Feder um a
gestaucht, wenn keine Last an der Platte wirkt. Die Platte
wird um b aus dieser Ausgangslage zurlickgedriickt, sodass
die Feder weiter gestaucht wird. Dann wird sie dort (s = 0)
mit dem Ball aus der Ruhe losgelassen. Bestimmen Sie die
Geschwindigkeit des Balles, wenn er sich um s = d die
glatte schiefe Ebene hinaufbewegt hat.

Gegeben: G =5 N, ¢ = 40 N/cm, a = 5 cm,
b=75cm,d=75cm,a = 30°

*3.92 Der Ball mit dem Gewicht G wird mittels der Feder-
vorrichtung abgeschossen. Bestimmen Sie die minimale Feder-
konstante c, die erforderlich ist, den Ball die maximale Distanz
d die Ebene hinaufzuschieBen, wenn die vorgespannte Feder
um b zurilickgedriickt und der Ball aus der Ruhe losgelassen
wird. Die vier Seile C und die Platte P halten die Feder um a
gestaucht, wenn keine Last auf die Platte wirkt.

Gegeben: G=5N,a=5cm, b =7,5 cm,

d =75cm,a = 30°

Abbildung A 3.91/3.92




Aufgaben zu 3.5 und 3.6

3.93 Vier undehnbare Seile C sind an einer Platte P befes-
tigt und driicken die Feder (Federkonstante c;) der unver-
formten Lange Iy, um s, zusammen, wenn sich kein Gewicht
auf der Platte befindet. In diese vorgespannte Feder ist eine
zweite Feder (Federkonstante c¢,) mit der unverformten
Lange I,, eingebettet. Der Klotz mit dem Gewicht G hat die
Geschwindigkeit v, wenn er sich im Abstand d Uber der
Platte befindet. Bestimmen Sie die maximale Stauchung der
beiden Federn nach Auftreffen auf die Platte. Vernachlassigen
Sie die Masse der Platte und der Federn und den Energiever-
lust beim ZusammenstoB3.

Gegeben: G =50 N, Iy; = 0,4 m, I, = 0,2 m,
$y=0,1m,d=0,8m,v=1,6m/s, ¢, =60N/cm,
¢, = 100 N/cm

I

Abbildung A 3.93

3.94 Der Prellbock mit zwei Federn stoppt den Stahlblock mit
dem Gewicht G im Hiittenwerk. Bestimmen Sie die maximale
Auslenkung der Platte A durch den Block, der mit der
Geschwindigkeit v auf den Prellbock auftrifft. Vernachlassigen
Sie die Masse der Federn, der Rollen und der Platten A und B.
Gegeben: G = 7500 N, v = 3 m/s, ¢; = 5000 N/m,

¢, = 7500 N/m

N

Q0 Q00O
Abbildung A 3.94

*3.95 Zeigen Sie, dass fiir die Masse der Erde M das Gra-
vitationspotenzial eines Kérpers der Masse m, der sich im
Abstand r vom Erdmittelpunkt befindet, V, = —ccMpm/r
ist. Es gilt F = —cg(Mgm/r?), Gleichung (2.1). Legen Sie
das Nullniveau zur Berechnung in r > 0. Beweisen Sie, dass
F eine konservative Kraft ist.

*3.96 Eine Rakete der Masse m wird vertikal von der Erd-
oberflache abgeschossen, d.h. bei r = r;. Nehmen Sie an,
dass bei der Aufwartsbewegung keine Masse verloren geht,
und berechnen Sie die Arbeit, die sie gegen die Schwerkraft
leisten muss, um die Hohe r, zu erreichen. Fiir die Schwerkraft
gilt F = —cg(Mgm/1?), Gleichung (2.1). M ist die Masse
der Erde und r der Abstand der Rakete vom Erdmittelpunkt.

Abbildung A 3.96
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Konstruktionsaufgaben

*3.1D Konstruktion eines StoBfangers

Die Karosserie eines Autos soll von einem StoBfanger mit
Federn geschiitzt werden, der am Rahmen des Autos befes-
tigt wird. Der StoBfanger soll ein Auto mit dem Gewicht G
und der Geschwindigkeit v zum Anhalten bringen, wobei die
Federn um maximal s,,,, verformt werden. Erstellen Sie eine
Zeichnung lhrer Konstruktion und geben Sie darin die Ein-
baulagen und die Federkonstanten der Federn an. Zeichnen
Sie die Last-Verformungs-Kurve des StoBféngers bei einem
direkten Aufprall auf eine starre Wand sowie das Abbremsen
des Autos als Funktion der Federzusammendriickung.

Gegeben: G = 17,5 kN, v = 8 km/s, s,,,,, = 75 mm

) Y Y RO

\ i

Abbildung A 3.1D

*3.2D Konstruktion eines Lastenaufzuges

Ein Lastenaufzug mit Last (maximales Gewicht G) soll aus der
Ruhe um y angehoben und dann nach der Zeitspanne At
anhalten. Ein Motor und eine Aufwickeltrommel kdnnen belie-
big angebracht werden. Beim Heben und Senken darf die
Beschleunigung @, hicht tberschritten werden. Konstruie-
ren Sie ein Flaschenzug-System fiir den Aufzug und berechnen
Sie die Materialkosten fiir Seile (Kg,;) und Rollen (Kg,)-
Erstellen Sie eine Zeichnung der Konstruktion und zeichnen Sie
die erforderliche Leistungsabgabe des Motors sowie die Auf-
zugsgeschwindigkeit als Funktion der Hohenkoordinaten .
Gegeben: G = 2,5 kN, y=10m, At = 6 s,

Apax =5 m/s%, hy=3,5m h, =10 m, h, = 15 m,
KSeiI = 2,60 €/m, KROIIe = 3,50 €

A B
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Abbildung A 3.2D
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Zusétzliche Ubungsaufgaben mit Losungen finden Sie auf der Companion Website (CWS) unter
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