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In diesem Kapitel werden Methoden zur Behandlung von Problemen der stationdren W'e'm\
meleitung vorgestellt. Dabei stellt sich in einem wérmeleitenden Medium bei zeitlich unver-
anderlichen thermischen Randbedingungen nach Abklingen anfanglicher Transienten ein
konstanter Warmestrom bzw. eine konstante Temperaturverteilung ein. Der Speicherterm
pc dT /ot der Fourier'schen Differentialgleichung (2.16) féllt somit weg, und bei konstanter
Warmeleitfahigkeit A vereinfacht sich (2.16) wie folgt:

2T T 3PT o

W"Fm"f’@ﬂ-x—o- (3.1)
In Abschnitt 3.1 wird gezeigt, wie diese partielle Differentialgleichung fiir quasi-eindimen-
sionale Geometrien vereinfacht und direkt integriert werden kann, um z. B. Temperatur-
profile T(x) und Wéarmestrome ¢(x) zu bestimmen. Bei der Darstellung und Diskussion
der Lésungen machen wir Gebrauch von dimensionslosen Variablen und von Analogien
zur Elektrotechnik. Dies sind wichtige Begriffe bzw. Methoden, die uns im Weiteren haufig
begegnen werden.

Aufbauend auf den elementaren quasi-1D-Losungen der Warmeleitung wird in Ab-
schnitt 3.2 der Warmedurchgang diskutiert, d.h. die Wéarmelbertragung zwischen str6-
menden Fluiden durch eine Trennwand. Wie sich eine homogene Warmequelle o auf die
Verteilungen der Temperatur und des Warmeflusses auswirkt, wird in Abschnitt 3.3 erlau-
tert. Am Ende dieses Kapitels wird eine Rechenmethode vorgestellt, mithilfe derer sich auch
zweidimensionale Probleme der Warmeleitung einfach bearbeiten lassen. j

3.1 Einfache Geometrien

Selbst bei praxisnahen Fragestellungen kann die vorgegebene Geometrie hdufig ndhe-
rungsweise als eine ebene, unendlich ausgedehnte Platte betrachtet werden, oder sie
weist eine zylindrische bzw. sphérische Symmetrie auf. Die Verteilungen von Tempe-
ratur T und Wéarmestromdichte ¢ hdngen dann nur von einer Ortskoordinate x (bzw. r)
ab, man spricht von quasi-eindimensionalen Geometrien. Innere Warmequellen sol-
len vorerst nicht berticksichtigt werden, & = 0, die Fourier’sche Differentialgleichung
(3.1) vereinfacht sich somit zur Laplace’schen Differentialgleichung

d*T  ndT _
dr? rdr

Wie man durch Vergleich mit Gln. (2.17), (2.24) und (2.25) sieht, gilt:

0. (3.2)

B n = 0 fiir eine ebene Geometrie (man spricht von Warmeleitung ,in der Platte”),

B n = 1 fiir eine zylindrische Geometrie ohne Abhangigkeit vom Azimuthwinkel (Warmeleitung ,im
Zylinder” bzw. im Zylindermantel) und

B n = 2 fiir eine Geometrie mit sphérischer Symmetrie (Warmeleitung ,in der Kugel” bzw. in der
Kugelschale).

3.1.1 Stationdre Warmeleitung in der Platte

Wir betrachten eine ebene Platte der Dicke s mit Oberflichentemperaturen Ty, T2,
siehe Abb. 3.1. Die Temperaturverteilung in der Platte hdangt im Rahmen einer sta-
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Abbildung 3.1: Ebene Platte der Dicke s mit Oberflachentemperaturen Tyq, Ty und beidseitigem
Warmeiibergang

tiondren, quasi-eindimensionalen Betrachtung nur von der Ortskoordinate x ab, im
Bereich 0 < x < s gilt gemal (3.2)

d2T —0
dx?

Dies lasst sich sofort integrieren:

dT
i Cy (gx =const.),
T(x)=Cix+ Cy (linearer Temperaturverlauf) .

Wenn die Wandtemperaturen Ty1, Tw2 bekannt sind (Randbedingungen der ersten
Art), konnen die Integrationskonstanten Cj, C, sofort bestimmt werden:

TO)=Tw1 = Cy=Tw1,

Twa — Twn
—

T =Tw, = GC =

Somit liegt in der Platte ein lineares Temperaturprofil sowie konstanter Warmefluss
bzw. Wéarmestrom vor:

X
T(x) = Tw1 + (Twz — Twn) 5 (3.3)
dT A
qx = —X dx " s (Tw1r — Twa) , (3.4)
. A
Q= Agx =A;(TW1 — Twa) . (3.5)

Dieses Ergebnis (3.5) liegt als empirischer Sachverhalt der Herleitung des Fourier’-
schen Gesetzes zu Grunde (siehe Abschnitt 2.1) und ist auch im Rahmen einer Ener-
giebetrachtung unmittelbar einsichtig: Im stationdren Fall ist die Temperatur zeitlich
konstant, Warme kann nirgendwo eingespeichert werden. Daraus folgt aber, dass der
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Wirmestrom Q, der an der heifien Seite in die Platte eintritt, an der kalten Seite die
Platte wieder verlassen mufl und auch innerhalb der Platte keine Variation mdoglich
ist, Q(x) = const. Da die Fliche, iiber die sich der gesamte Warmestrom verteilt, bei
der ebenen Geomtrie nicht vom Ort x abhingt, muss die Wiarmestromdichte ¢ = Q/A
ebenfalls konstant sein.

3.1.2 Stationdare Warmeleitung im Zylinder

Nun soll die stationdre Warmeleitung in der Wand eines langen Rohres der Lange I
mit Innenradius r; und AuBenradius ry, I > r, untersucht werden. Im Rahmen einer
quasi-1D-Néherung betrachtet man dazu eine Zylinderschale wie in Abb. 3.2 skizziert.
Die Laplace-Gleichung (3.2) ldsst sich fiir eine zylindrische Geometrie (n = 1) wie folgt
schreiben:

1d (dT\
rdr\ dr)

Mithilfe der Kettenregel kann dies leicht tiberpriift werden. Fiir die Lésung T(r) muss
gelten

T 1
r— =const., bzw. dT ~ . dr,

dr
und damit
T(r)=CiIn(r)+C, .

Der Warmefluss ¢, im Zylindermantel variiert mit 1/r, das Temperaturprofil ist loga-
rithmisch. Die Integrationskonstanten C;, C; werden bei bekannten Wandtemperatu-
ren wieder iiber die thermischen Randbedingungen bestimmt,

T(r) = Twa ,

T(rz) = Twa .

Tm Twi \*

rqy

o4 ‘

ra

Abbildung 3.2: Zylinder- bzw. Kugelschale mit Oberflachentemperaturen Tyy1, T und beidseitigem
Warmeiibergang



3.1. Einfache Geometrien

Das Ergebnis fiir den Verlauf von Temperatur und Wérmefluss bzw. -strom im Zylin-
dermantel lautet

4 )

T(r) = Tyr + (Tws — Twi) % , (3.6)

. dT ATwi — Twz
=\ —| ==— "= 3.7
¢:(r) dr|, r In(ry/r) (3.7)

Q=¢qr)2rrl=

1
2mi [ (Tws = Tua) (3.8)

\ In(ry /11 j

(Die Schreibweise ...|, soll andeuten, dass die Ableitung dT/dr an der Position r
ausgewertet wird.)

Wie bei der Platte ist der Wirmestrom  vom Radius unabhingig — dies ist im
stationdren Fall ja allein auf Grund der Energieerhaltung einsichtig. Der Warmefluss
¢r(r) hingegen nimmt nach auflen hin mit 1/r ab, da im Zylinder die fiir den Wérme-
transport zur Verfiigung stehende Flache 27 r! linear mit dem Radius zunimmt.

3.1.3 Stationare Warmeleitung in der Kugelschale

Analog zur vorherigen Ableitung findet man fiir die Kugelschale, dass Temperatur und
Wirmestromdichte mit 1/r bzw. 1/r? abfallen, wihrend der Wirmestrom wiederum
vom Radius unabhéngig ist:

4 )

1 1
T() = Twr + (Twz — Twa) | +—5- | - (3.9)
o
dT A Twr =T
4lr) = -1 L (3.10)

- dr|, rz 1 1 7
I I

Q=qr)anr* = w . (3.11)

- no J

3.1.4 Warmeleitwiderstand

Im ersten Kapitel wurde kurz das Ohm’sche Gesetz i = —oV¢ als Beispiel eines
Transportgesetzes der Form Fluss= Transportkoeffizient x Potentialgefdlle erwéhnt.
In der Zwischenzeit haben wir das Fourier’sche Gesetz der Wirmeleitung g = —AVT
kennen gelernt, welches von der gleichen Form ist. Die Analogie zwischen Wérme-
und Ladungstransport kann man weiterentwickeln: Fiir das Ohm’sche Gesetz ist auch
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die Form
U
I=—

R

bekannt. Hier ist I die Stromstédrke durch einen elektrischen Leiter mit Widerstand R
und U die anliegende Spannung bzw. Potentialdifferenz U = ¢ — ¢;. Der Vergleich
mit Gl. (3.5) fiir den Warmestrom in der Platte zeigt, dass man analog formulieren
kann

_ Twi— Tw2

Q R (3.12)
mit einem Warmeleitwiderstand Ry.
i Warmeleitwiderstand
s . . W
R, = i (Elnhelt f) (3.13)

Es ist dabei physikalisch einsichtig, dass der Warmeleitwiderstand mit der Plattendi-
cke s zunimmt, wihrend er mit der Warmeleitfahigkeit 2 und der Plattenquerschnitts-
fliche A abnimmt. Fiir Zylinder und Kugel findet man analog

1
Ry, = o] In (%) fiir einen Zylindermantel der Lange I, (3.14)
1 1 1 .
R=— (— - —) fiir eine Kugelschale . (3.15)
Adm \nq Iy

Innen- und AuBenradius sind hier jeweils mit r; und r, bezeichnet. Auch hier ist
der Warmeleitwiderstand einerseits vom Stoffwert A, andererseits von der Geometrie
abhéngig.

Analogien zwischen Warme- und Ladungstransport werden uns im Folgenden noch
héufig begegnen.

3.1.5 Alternative Herleitung aus einer Warmestrombilanz

Die Ergebnisse fiir den Gesamtwéarmestrom in den einfachen Geometrien (Platte, Zy-
linder und Kugel) wurden in den letzten Abschnitten durch Integration der Fourier’-
schen Differentialgleichung bestimmt. Alternativ kann der thermische Widerstand
z.B. der Zylinderschale direkt aus einer Warmestrombilanz berechnet werden:

Im stationdren Zustand und bei Abwesenheit von Warmequellen folgt aus der Ener-
gieerhaltung, dass der gesamte Warmestrom, der durch den Zylindermantel tritt nicht
von der Ortskoordinate r abhéngt:

Q(T1)=Q(F)=Q[Fz), rn=<r=sr.



3.1. Einfache Geometrien

1.0 1.0 1.0
0 0 0
0.5 0.5 0.5
0.0 13 0.0 T T RS 0.0 &
0.0 0.5 1.0 1.0 1.5 2.0 1.0 1.5 2.0

Abbildung 3.3: Temperaturprofile bei stationdrer Warmeleitung in Platte (links), Zylinder (Mitte) und Kugel (rechts)
in dimensionsloser Darstellung (mit &; = 2 fiir Zylinder bzw. Kugel)

Dabei gilt nach Fourier

Qr)=Ag= —znrzx% .

Integration dieser Beziehung von r; nach r;, liefert

r2 ¢ ry Tw.
Q= —ZJTZA/ % dr = —zm/ L dr.
I T

n T 1 w1

Da der konstante Wirmestrom Q vor das Integral gezogen werden kann, erhilt man

. 2 In
Q= m(TW1 — Twa) .
Das Inverse des Bruches auf der rechten Seite ist gerade der thermische Widerstand
R, der Zylinderschale, siehe Gl. (3.14) — g.e.d.

Analog kann man fiir Zylinder oder Platte vorgehen. Leider ist die direkte Anwen-
dung der Warmestrombilanzen nicht immer moéglich — z. B. wenn innere Wéarmequel-
len vorliegen — bzw. nicht immer einfacher als die (analytische oder numerische)

Losung der Fourier’schen Differentialgleichung.

3.1.6 Dimensionslose Variablen

Die Einfithrung sog. entdimensionierter oder dimensionsloser Variablen gestattet eine
besonders kompakte Notation und eine allgemeingiiltige graphische Darstellung von
Ergebnissen. Wir stellen dies beispielhaft anhand der in den letzten Abschnitten
bestimmten Temperaturprofile fiir Platte, Zylinder und Kugel dar.

Bei stationdrer Warmeleitung in einer Platte mit vorgegebenen Wandtemperaturen
ist die Dicke s der Platte offensichtlich ein charakteristisches Ldngenmal} der Geome-
trie, wiahrend die Differenz Ty, — Twi, der Wandtemperaturen ein charakteristisches
Mab fiir das treibende Potentialgefille ist. Damit liegen die folgenden Definitionen ei-
ner dimensionslosen (auch entdimensionierten) Temperatur 6 bzw. Ortskoordinate &
nahe:

0= T(x) — Twn
Twa — Twn
X

E=—.
s
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Mit diesen GroBen schreibt sich das oben berechnete Temperaturprofil T(x) in einer
Platte der Dicke s — siehe Gl. (3.3) — wie folgt:
o) =¢.

Dabei gelten — egal ob Ty, < Ty, oder umgekehrt — die Randbedingungen 6(0) = 0
und (1) = 1.
Ganz dhnlich findet man mit & = r/r; und &; = r,/r; fiir den Zylinder

In(§)
0(¢) = ——,
= Ine.)
wiahrend fiir die Kugel gilt:
1
1.1
G —
i 1

Im Folgenden werden wir die dimensionslose Darstellung von Differentialgleichun-
gen und ihrer Losungen sowie dimensionslose Kennzahlen noch ausfiihrlich disku-
tieren.

3.2 Warmedurchgang und Péclet-Gleichungen

VTR Warmedurchgang

Waérmeiibertragung durch mehrere Schichten unterschiedlichen Materials be-
zeichnet man als Wdarmedurchgang.

B Eine typische Konfiguration ist die Warmeiibertragung zwischen zwei Fluiden, die durch eine Wand
voneinander getrennt sind.

M Die Trennwand kann aus mehreren Schichten unterschiedlichen Materials aufgebaut sein, die Tem-
peraturverteilungen in den einzelnen Schichten geniigen jeweils Gl. (3.2). Die Losungen fiir die
stationdre Warmeleitung in Platte, Zylinder oder Kugel dienen als Bausteine, mit denen eine Gesamt-
|6sung konstruiert wird.

B Meist hat man es mit stromenden Fluiden zu tun; dann gilt fir den Warmelibergang zwischen den

Fluiden und der Trennwand der Newton'sche Ansatz, Gl. (1.1).
Beispiel 3.2.1

Heizungsrohr

Wir betrachten den Warmedurchgang an einem Heizungsrohr mit einem Isolati-
onsmantel aus Schaumstoff. An der Rohrinnenwand liegt Wéarmetibergang auf-
grund von Zwangskonvektion vor, an der Aulenwand freie Konvektion. Warme-
leitung ist in der Rohrwand selbst und im Isolationsmantel zu berticksichtigen.
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Beispiel 3.2.2

Isolierglas

Ein Isolierglas ist ein Glaselement, das aus zwei oder mehreren Scheiben besteht.
Diese Scheibenkombination wird auf Abstand gehalten und im Randbereich luft-
dicht verklebt, so dass zwischen den Scheiben eine Luftschicht eingeschlossen
ist.

Bei einer solchen Konfiguration sind die folgenden Ubertragungsmechanismen
zu unterscheiden: 1) konvektiver Wéarmetibergang vom Innenraum an das Glas
(freie Konvektion), 2) Warmeleitung im Glas, 3) Warmeleitung in der Luftschicht
zwischen den Glédsern, 4) Warmeleitung im Glas, 5) konvektiver Warmeiibergang
an die Umgebung (freie Konvektion bei Windstille oder Zwangskonvektion).

Das Isolationsvermagen ist wesentlich der eingeschlossenen Luftschicht zuzu-
schreiben. Innerhalb gewisser Grenzen (nicht mehr als 20 mm) ist durch eine
VergroBerung des Scheibenabstandes eine Verringerung von Wéarmeverlusten zu
erzielen.

Notabene: Bei der Warmeiibertragung zwischen Glas und Luftspalt spielt der
konvektive Warmetibergang keine Rolle, da man davon ausgeht, dass die einge-
schlossene Luft in Ruhe ist.

In Erweiterung der schon angesprochenen Analogien zur Elektrotechnik werden die
Péclet-Gleichungen fiir ebene, zylindrische und sphérische Geometrien hergeleitet.
Die Anwendungen der Péclet-Gleichungen sind vielfiltig, z. B. Gebdudeisolation, die
Auslegung von Warmeiibertragern (Kiithlanlagen, Dampferzeuger) und die Kiihlung
von elektronischen Bauteilen oder Kernbrennelementen.

3.2.1 Péclet-Gleichung fiir die Platte

Wir nehmen noch einmal Bezug auf Abb. 3.1, wollen nun aber nicht wie oben anneh-
men, dass die Wandtemperaturen Ty, Tz unmittelbar bekannt sind. Stattdessen
diskutieren wir den Fall, dass — wie in Abb. 3.1 schon angedeutet — konvektiver
Wiérmeiibergang mit Temperaturen T (links) und Tz (rechts) vorliegt (Randbe-
dingungen der dritten Art). Die in Abschnitt 3.1.1 gefundene Losung (3.3) fiir das
Temperaturprofil in der Platte muss deshalb auf die duBeren (bekannten) Randbedin-
gungen Too1, Tooz -abgestiitzt” werden. Dabei macht man sich zunutze, dass aufgrund
der Energieerhaltung im stationiren Zustand der Warmestrom Q in der Wand gleich
den iiber die Oberflache zu- und abstromenden Warmestrémen sein muss. Damit gilt
nach Newton bzw. Fourier:

A
Q=01A (Tocr —Tun1)=A 3 (Twr — Twz) = a2 A (Twz — Teoz) -

Die unbekannten Wandtemperaturen kénnen nun eliminiert werden, indem man
schreibt

Tool1 = Too2 = Toor — Tw1 + Tw1 — Twz + Twz — Teoz
0[1A LA Ole
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Der Faktor Q kommt in allen Termen auf der rechten Seite vor und man findet sofort:

Péclet-Gleichung fiir die Platte

O— Too1 — Teo2 _ Too1r — Teoz _ Toor — Too2 . (3.16)
1 s 1 Ry1 + R, + Ry ngs

a1 A + 2A a2 A

Diese nach Péclet, einem Zeitgenossen Fouriers, benannte Formel verdeutlicht die
Tatsache, dass in Analogie zur Elektrotechnik beim Wéarmedurchgang eine ,,Reihen-
schaltung” thermischer Widerstdnde vorliegt, wobei sich der Gesamtwiderstand als
Summe der Einzelwiderstédnde ergibt. In Anlehnung an den Warmeleitwiderstand Ry,
(siehe GI. (3.13) in Abschnitt 3.1.4) definiert man dabei den Wérmeitibergangswider-
stand wie folgt:

R, (3.17)

1
aA’

Im Rahmen der Analogiebetrachtung leuchtet die folgenden Beobachtung sofort ein:
Der ,, Temperaturabfall“ iiber eines der in Reihe geschalteten Widerstandsglieder ver-
hilt sich zum gesamten Temperaturunterschied Ts1 — Tooz Wie der entsprechende
Wert des thermischen Widerstands zum Gesamtwiderstand. Wenn also z.B. R; im
Vergleich zu den Warmeiibergangswiderstdnden R,;; besonders grof} ist, ist auch
Twi1 — Two entsprechend groB.

Bitte beachten Sie:

B Haufig, insbesondere bei Gebaudehiillen, sind mehrere Materialschichten j = 1, ..., N zu beriick-
sichtigen, was in obiger Formel durch Austausch des mittleren Terms im Nenner gegen

N 1 N s
YRi=52(5),
j=1 j=1

erreicht wird.

M Beim hier diskutierten Warmedurchgang durch eine Platte mit beidseitigem Warmeiibergang liegt
eine Reihenschaltung von thermischen Widerstanden vor. Es sind durchaus Konfigurationen vorstell-
bar, die als Parallelschaltung von Warmeleit- oder Warmeulbergangswiderstanden interpretiert und
entsprechend behandelt werden kénnen. Beispiele wie die Uberlagerung von Warmeleitung und
-strahlung werden in spateren Kapiteln sowie in den Ubungsaufgaben vorgestellt.

B Wahrend z. B. bei schlecht warmeleitenden Baustoffen kein Kontaktwiderstand zwischen den einzel-
nen Schichten infolge von (diinnen) Luftspalten zu beriicksichtigen ist, miissen z. B. bei Kernbrennele-
menten die Spalte zwischen Zirkalloy-Hiille und Uranzylinder mit dem sehr gut warmeleitenden Gas
Helium verpresst werden, um den nicht mehr zu vernachlassigenden Kontaktwiderstand méglichst
klein zu halten.

M |m Labor oder in der Elektrotechnik wird oftmals Warmeleitpaste verwendet, um den Kontaktwider-
stand zwischen Bauelementen zu verringern.
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3.2.2 Warmedurchgangskoeffizient (k-Wert)

Bei der Warmeddmmung von Gebéduden findet iiblicherweise der ,,.k-Wert“ Verwen-

dung.
\

VI Warmedurchgangskoeffizient

k= ! (Einheit ¥> (3.18)
1 sy 1 m*K
=t 2G)a
j=1

Indizes i: innen, a: auBen.

-

Damit schreibt man fiir den gesamten Warmestrom einfach

)

Q=kA (Toc1 — Tx2) - (3.19)

Vollwirmeschutz verlangt k < 0,4 W/(m?K). Normwerte fiir die Warmebedarfsbe-
rechnung von Gebiduden sind T; = 20°C; T, = —15°C; o; = 6—8 W/(m?K); oy =
15 W/(m? K).

3.2.3 Graphische Lésung fiir den Warmedurchgang

Bei einer Reihenschaltung von N thermischen Widerstanden® gilt

Q _ ATges
ngs

fiir den gesamten Temperaturabfall ATy, iiber den Gesamtwiderstand Rges = Ry +

Ry + ... + Ry und genauso

fiir den Temperaturabfall AT, {iber den n-ten Widerstand. Folglich ist der Potential-
abfall pro Widerstand, bezogen auf die treibende Temperaturdifferenz ATges, propor-
tional zum Anteil des Einzelwiderstandes am Gesamtwiderstand,

AT, R,
ATges B Rges .

(3.20)

Aus dieser Beobachtung kann man ein einfaches graphisches Verfahren zur Losung
oder Diskussion von Problemen des Warmedurchgangs bei ebener Geometrie ableiten,
siehe Abb. 3.4. Dazu skizziert man die Platte so, dass ihre Dicke dem Warmeleitwi-
derstand s/ entspricht. Dann trdgt man die Temperaturniveaus T und T2 ein

1 Natiirlich gilt dies in Analogie auch fiir Ohm’sche Widersténde.
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Abbildung 3.4: Zur graphischen Losung des Warmedurchgangs bei der ebenen Platte

und bestimmt darauf maBstédblich zwei Punkte jeweils im Abstand 1/«; (entsprechend
dem Warmeiibergangswiderstand) von der Plattenoberfliche. Verbindet man schlieB3-
lich diese beiden Punkte durch eine Gerade (— — in der Skizze), so ergeben die
Schnittpunkte mit den Stirnflichen der Platte die Wandtemperaturen Tw1 und Tws.
Innerhalb der Platte entspricht die Verbindungsgerade der Temperaturverteilung, au-
Berhalb der Platte ist dies, wie in der Abbildung angedeutet, nicht so, da dort Kon-
vektion und Wérmeleitung die Temperaturverteilung bestimmen (siehe Kapitel 10).

3.2.4 Péclet-Gleichung fiir den Zylinder

Die Péclet-Gleichung fiir den Zylinder beschreibt den Wéarmetransport durch die
Wand eines durchstromten Rohres. Ausgehend von Gl. (3.14) argumentiert man wie
im Abschnitt 3.2.1 fiir die Platte, allerdings ist in den Newton’schen Wéarmeiibergangs-
ansatz eine ,,adiabate Mischtemperatur” T, einzusetzen:

Q=o1 2711 1(Tn — Tw1) = a2 2w 12 (Twz — Two) -

Was unter der Mischtemperatur zu verstehen ist, wird in Abschnitt 7.2 genauer er-
ldutert, vorlaufig halten wir lediglich fest, dass sie eine effektive, iber den Rohrquer-
schnitt gemittelte Temperatur darstellt, deren Wert zwischen der Achsentemperatur
T(r = 0) und der Wandtemperatur Ty liegt.

Péclet-Gleichung fiir den Zylinder

_ Tm - TooZ
Ra,l + H)» + Ba,Z '

B Die thermischen Widerstande fiir den Zylinder sind dabei wie folgt definiert:

Ri=— In(2 Roj= —— j=1.2
= n(=), = , j=1,2.
YT oa s \n “ = o lagr

Bei mehreren Schichten ist der zentrale Nennerterm wie bei der Platte durch eine Summe zu ersetzen.



3.2. Warmedurchgang und Péclet-Gleichungen

B Fir dinnwandige Rohre mit Radienverhaltnissen r,/r; < 1,4 nahert man durch Taylor-Reihenent-
wicklung mit einem Fehler kleiner 1%

r Irp—r
111 (*2) 2 2 E s
I Iy +n
was dem Warmeleitwiderstand einer Platte der Dicke s = rp — ry mit Flache A = 27 I(rp + 1) /2
entspricht.

3.2.5 Péclet-Gleichung fiir die Kugelschale

Nach dem mittlerweile bekannten Muster beschreibt man auch den Warmedurchgang
bei einer Kugelschale.

Péclet-Gleichung fiir die Kugelschale

(3.22)

wobei Ty die Temperatur des Fluids im Kugelbehélter ist.

Bildet man analog zur Platte die Warmedurchgangszahl k fiir Zylinder oder Kugel,
so ist immer anzugeben, auf welche Flache sich die Durchgangszahl bezieht. Dies
wird ersichtlich durch

Qi) = ki Ai (Tw — Too) = ka Aa (Tw — Teo) = Qlra) - (3.23)

Da die duBere Mantelfliche A, = 47 r? einer Kugelschale gréBer ist als die innere,
A;j = 4r r?, muss gelten kg < k;. Analoges gilt fiir den Zylinder.

3.2.6 Sonderfalle

Extrem dicke Korper
Fiir die drei eben behandelten einfachen Korper Platte, Zylinder und Kugel soll der
Grenzfall extrem groBer Dicke untersucht werden, und zwar unter Vernachldssigung
der Ubergangswiderstéinde aq — 00, g — oo und damit Ty — Teoz sowie Ty —
Tool bZW TWl — Tm.

B Platte:
. AA
Q: ? (Tool - Tooz) .
fiir s — oo geht Q — 0, R, — oo.

W Hohlzylinder:

2w

" In(re/m1)

fir r, — oo geht Q — 0, R, — oo. Da In(x) schwicher als jede andere Funktion gegen
Unendlich geht, nimmt ( allerdings nur sehr langsam auf 0 ab.

(Tm - TooZ]
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W Hohlkugel:

4\

Q= 1 — 11y (Toor — Tooz) -

Fiir r, — oo folgt Q = 4mary(Tw1 — Tw2). Demnach wird in den dreidimensional unendlichen
Raum ein endlicher Warmestrom ausgespeichert. Dies gilt auch fiir ellipsoid- oder scheibenférmige
Hohlrdume.

Ein Lebewesen wie die ,Made im Speck” muss folglich auch im dicksten Schinken nicht an Uberhit-
zung eingehen, sofern es seine biologisch bedingte Warmeproduktion (Q so begrenzt, so dass mit

Tw1 = TMade und Twe = TSChinken gllt

Q .
Tmade = Tschinken + —— <37°C.
579 ¢}

Kritischer Radius
,, Viel hilft viel“ ist eine Grundregel des Maschinenbaus — die allerdings nicht immer
richtig ist, wie das (scheinbare) Paradoxon des kritischen Radius zeigt:

Wir betrachten ein durchstromtes Rohr — also z. B. eine Warmwasserleitung —, das
aullen mit einem Mantel an Isolationsmaterial versehen ist. Man wiirde doch erwarten,
dass sich der Warmedurchgang — also die Warmeverluste an die kalte Umgebung —
mit zunehmender Dicke des Isolationsmantels in jedem Fall verringern sollte. Dem
ist aber nicht so, wie sich mithilfe der Péclet-Gleichung fiir den Zylinder leicht zeigen
lésst.

Vereinfachend, jedoch nicht einschridnkend, kann «; — oo angenommen werden
(was bei durchstromten, warmegeddmmten Rohren auch meist der Fall ist), d. h., der
innere Warmeiibergangswiderstand wird vernachlassigt. Vernachldssigt wird auch die
Wandstirke und damit der Warmeleitwiderstand des Rohres selbst, so dass wir uns
auf das Wechselspiel zwischen dem Warmeleitwiderstand des Isolationsmaterials und
dem duBeren Warmeiibergangswiderstand konzentrieren kénnen.

Fiir den Zylinder gilt dann mit GI. (3.21):

2701 (T — Tso)
1 .
—In (r_z) + !
A I Oy I'y

Konstant bleiben sollen s, A, r1,  und AT; zu variieren ist der AuBBenradius r.
Mit der Einfiihrung dimensionsloser Variablen

Q:

ro [ Aubenradius
_I2 : (3.24)
r1 \ Innenradius
Bi— asry ..Wérflleleitwideljstand , (3.25)
A Wiérmetibergangswiderstand
_ Q Warmestrom (3.26)
a2 2mr 1(Tm — Too) \ Wiarmestrom ohne Isolation ’




3.2. Warmedurchgang und Péclet-Gleichungen

1.4
1.2 4
1.0
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821

Abbildung 3.5: Zum kritischen Radius: Warmedurchgangscharakteristik des Hohlzylinders, d. h. entdimensionierte
Warmeverlustrate @ als Funktion des Radienverhaltnisses o = r,/r;. Maximaler Warmestrom o jeweils am
kritischen Radius ot

vereinfacht sich die obige Beziehung zu

o (3.27)

Biln(o) + !
o

Abbildung 3.5 zeigt den dimensionslosen Warmestrom @ als Funktion des Aullenra-
dius o fiir verschiedene Werte des Parameters Bi. In der Tat sehen wir, dass fiir Bi < 1
ein Maximum der Warmeverluste bei einem kritischen AuBenradius o erreicht wird
bzw. die Isolationsschicht erst eine gewisse Mindestdicke annehmen muss, damit die
Wiérmeverluste geringer sind als beim nackten Rohr.

Dieses Ergebnis ldsst sich so tiberpriifen: Ein Extremum des dimensionslosen War-
mestromes @ findet man durch Nullsetzen der ersten Ableitung:

do 1-Big

o _ _ - (3.28)
do (1+Biolno)

9 o= b (3.29)
do 79 Bi '

Ein Extremum findet sich also bei rp/r; = 1/Bi oder r, = A/a». Fiir die zweite Ablei-
tung am Extremum findet man
d’®
do?

Bi
-——F <0.

= 2
o=1/Bi 141 1
< +nBi

Es liegt also in der Tat ein Maximum des Warmestromes vor. Dieses Maximum liegt
jedoch nur dann im physikalisch realisierbaren Bereich ¢ = ry/r; > 1, wenn Bi < 1
gilt.

Folglich kann ein Maximum des Warmestromes am kritischen Radius o¢ir = 1/Bi
auftreten, wenn der Innenradius r; und der duflere Warmetibergangskoeffizient oy
klein, die Warmeleitfdhigkeit A hingegen eher hoch sind. Dies ist wie folgt zu inter-
pretieren: Beim Zylinder (wie auch bei der Kugel, s.u.) erh6ht sich mit dem Radius r,
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zwar die hemmende Wirkung des Isolationsmantels und damit auch R, , jedoch nimmt
auch die fiir den duBeren Warmetibergang zur Verfiigung stehende Fldche 27 ry I zu —
somit verringert sich der Warmeiibergangswiderstand Ry2. Solange Ry, den gesamten
thermischen Widerstand R = R;, + R,» dominiert, kann sich dieser mit zunehmendem

o verringern.
Beispiel 3.2.3

Elektrokabel

Wir betrachten ein Elektrokabel mit Drahtdurchmesser r = 2 mm, PVC Isolation
mit A = 0,15 W/m-K, Wirmeiibergangskoeffizient ¢ = 15 W/m?-K und damit
Bi = 0,2. Der maximale Warmestrom tritt auf bei einem Gesamtradius r, = 10 mm
und wir diirfen beruhigt schliefen, dass selbst ein dicker Isoliermantel die Abfuhr
der Joule’schen Verlustwédrme begtinstigt.

Fiir die Hohlkugel liefert die analoge Ableitung fiir das Extremum

2 22
— =— oder rp=—,
I Bi [0 %)

wiahrend fiir die Platte gilt, dass mehr Isolationsmaterial wirklich in jedem Fall besser
isoliert.

3.2.7 Kennzahl von Biot

Die in Gl. (3.25) eingefiihrte Biot-Zahl Bi [-], benannt nach Jean-Baptiste Biot, einem
Zeitgenossen Fouriers, ist die erste einer Reihe von dimensionslosen Kennzahlen, die
wir in diesem Buch kennen lernen werden. Kennzahlen, gebildet als eine dimen-
sionsfreie Kombination von charakteristischen EinflussgroBen oder Stoffwerten, sind
von groBem Nutzen, um z. B. Warmetransport- und Strémungsvorginge qualitativ und
quantitativ zu charakterisieren.

Viele Kennzahlen lassen sich anschaulich als Verhéltnis von zwei physikalischen
Effekten interpretieren. So ist die Biot-Zahl als Verhéltnis des Warmeleitwiderstandes
(Wérmeleitung durch einen Kérper) zum Warmetiibergangswiderstand (Warmetrans-
port von der Oberflache des Korpers zum umgebenden Fluid) zu verstehen,

Bi ~ ﬂ .
Ry
Im Licht dieser Interpretation wird auch klar, warum der Parameter Bi entscheidet, ob
ein Maximum des Wérmestromes @ bei einem kritischen Radius ¢o¢y¢ > 1 iiberhaupt
realisiert werden kann (konkret war die Forderung Bi < 1).

Wie noch gezeigt wird, spielt die Biot-Zahl nicht nur beim Warmedurchgang, son-
dern auch bei Problemen der Warmeleitung mit Quellen (siehe Abschnitt 3.3) oder bei
der instationdren Warmeleitung (siehe Kapitel 4 und 14) eine wichtige Rolle. Weitere
wesentliche Anmerkungen zu den Kennzahlen finden sich in Kapitel 12.



3.3. Warmeleitung mit Warmequellen

~

b Biot-Zahl

Bei Warmleitung in einem Korper der Ausdehnung L mit Warmeleitfahigkeit A
und Randbedingung der dritten Art definiert man eine Biot-Zahl

Bi=—, (3.30)

die als Verhéltnis des Warmeleit- zum Wéarmetibergangswiderstand interpretiert

werden kann.
G J

3.3 Warmeleitung mit Warmequellen

Wir haben in den ersten Abschnitten dieses Kapitels stationdre Losungen der Fourier’-
schen bzw. Laplace’schen Differentialgleichung ohne innere Warmequellen diskutiert.
Dabei flieBit in den betrachteten Gebieten ein zeitlich konstanter Warmestrom, dessen
Quellen und Senken aufierhalb der betrachteten Bereiche liegen. Nun wollen wir den
Fall betrachten, dass im Kérper Warme freigesetzt und durch Warmeleitung abgefiihrt
wird. Bei Aufgaben dieser Art gilt es, die Temperaturverteilung zu bestimmen, die
sich in Abhédngigkeit von der Stdrke und der rdumlichen Verteilung der Warmequel-
lendichte einstellt. Wir beschrdanken uns wieder auf die drei quasi-eindimensionalen
Geometrien Platte, Zylinder und Kugel. Im stationédren Fall reduziert sich die Fourier’-
sche Differentialgleichung (siehe Gl. (2.17)) mit inneren Warmequellen zur Poisson-
Gleichung. Diese lautet in quasi-eindimensionaler Form — vgl. mit Gl. (3.2) — fiir Platte,
Zylinder, resp. Kugel (n =0, 1, 2):

d?’T ndT

n +% 9 (3.31)
dr2 " rdr A '

3.3.1 Konstante Warmequellendichte

Grundsitzlich kann die Warmequellendichte  vom Ort, von der Zeit und von der
Temperatur abhdngen — z. B. wenn Warme durch chemische Reaktionen freigesetzt
wird. Wir gehen allerdings in diesem Abschnitt davon aus, dass die Warmequellen-
dichte o eine Konstante ist?.

Die folgenden Randbedingungen sind in der Praxis haufig relevant:

B Symmetrie (bei der Platte auch Adiabasie) bei r = 0:

dr| _.
dr|,

2 Ein Beispiel mit rdumlich variabler Warmequellendichte und variabler AuBentemperatur
wird in Abschnitt 7.3 diskutiert.
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B Randbedingung der dritten Art bei r = R:

—A ﬂ =a(Tw — Tso) -
dr r=R

In diesem Fall werden Differentialgleichung und Randbedingungen fiir alle drei Geo-
metrien durch ein Polynom zweiten Grades, d.h. eine parabolische Temperaturver-
teilung, erfiillt. Dies zeigt man mit dem Ansatz

T(r)=a+br+cr?.

Damit lautet die quasi-eindimensionale Poisson-Gleichung (3.31) :
. .
Zc—i——(b—i—ZCr)—i—8 =0.
r A

Aus der Randbedingung bei r = 0 folgt b = 0, und aus der Differentialgleichung
bestimmt man den Koeffizienten c:

[0}
20[1—|—n]—|—x =0
[0}

= c=—-———.
21(1+n)

der Randbedingungen bei r = R gilt fiir den Koeffizienten a

—2cAR=a(a+cR*—Tx)

R
= a=-2ch— —cR*+ Ty .
o

Zusammenfassung:

Stationare Warmeleitung mit konstanter

Warmequellendichte

Temperaturverteilung im Kérper (0 < r < R):
«R? 2. [r\2
T(r)=T. — |14+ — = (= . 3.32
2 °°+2/\(n+1)( T aR (H)> (3-52)
Fiir den Warmefluss an der AuBlenwand gilt

dT) &R (3.33)
R

9R) = ‘*(E =nt1

mit n = 0, 1, 2 fiir Platte, Zylinder bzw. Kugel.
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Abbildung 3.6: Symmetrische Temperaturverteilung in den drei einfachen Kérpern (Platte, Zylinder, Kugel) bei

konstanter Warmequellendichte
Beispiel 3.3.1

Maximaltemperatur Mikroprozessor

Im Beispiel 1.4.1 wurde die Oberflichentemperatur Ty eines konvektiv gekiihlten
Mikroprozessors mit 15 W thermischer Leistung bei einem Wéarmeiibergangsko-
effizienten von 150 W/m?-K zu 74 °C abgeschétzt. Nun wollen wir tiberlegen, ob
die Temperaturen im Inneren des Prozessors einen maximal zuldssigen Wert von
80 °C iiberschreiten kénnen.
Die folgenden vereinfachenden Annahmen werden gemacht:
B quaderformige Geometrie mit Oberfliche A = 0,002 m? und Dicke R = 3 mm
M riickseitig adiabate Montage des Chips
B homogene Warmequellendichte &
B konstante Warmeleitfahigkeit A = 2 W/m-K
Fir die Warmequellendichte gilt
._Q 6 W
=— =25x10° — .
“T AR T s

Die Maximaltemperatur wird an der adiabaten Riickwand r = 0 erreicht und fiir
n = 0 (ebene Geometrie) berechnet man mit GI. (3.32):

@R? 2
Trmax = T(0) = Too + — Z)=796°C.
‘max (0) = Teo + ) (+a3>

Damit kommt man der zuldssigen Maximaltemperatur schon gefdhrlich nahe.
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3.3.2 Dimensionslose Darstellung der L6sung

Mit den Definitionen

_I‘
f=5.
T —Tw
= WRZ/A
pi= %8
)

lasst sich das Temperaturprofil (3.32) kompakt in dimensionsfreier Form darstellen:

__ 1 2 g2
9(5)—2(11+1)<1+Bi g), 0<&<1. (3.34)

Im Zentrum bzw. an der Oberflache des Korpers gilt:

1

2

1 2
T 2(n4+1)Bi’

Qualitativ sind die Temperaturverhaltnisse fiir groBe bzw. kleine Werte der Biot-Zahl
Bi in Abb. 3.7 dargestellt. Wir haben oben schon erldutert, dass die Biot-Zahl als
Verhiltnis des Warmeleitwiderstandes (im Kérper) zum Warmeiibergangswiderstand
(vom Korper an die Umgebung) zu interpretieren ist. Man sieht also, dass bei kleiner
Biot-Zahl der Temperaturabfall ,,iiber den Warmeleitwiderstand“ R, , also vom Inneren
zur Oberflache des Korpers, vergleichsweise klein ist, wiahrend umgekehrt bei groBer
Biot-Zahl der Transportwiderstand R, und so auch die Temperaturdifferenz zwischen
Korperoberfliche und Umgebung klein ist. Eine dhnliche Beobachtung in Analogie
zum Spannungsabfall an elektrischen Widerstanden haben wir schon bei den Péclet-
Gleichungen diskutiert.

4 Bi <« 1 'y Bi > 1

> ! i >
3 1 €

I
I
I
I
i
1

Abbildung 3.7: Warmeleitung in einer Platte mit konstanter Warmequellendichte und Randbedingung
der dritten Art: qualitative Darstellung der Temperaturverhaltnisse fiir kleine und groBe Biot-Zahlen
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Beispiel 3.3.2

Maximaltemperatur Mikroprozessor (2)

Wir betrachten noch einmal den konvektiv gekiihlten Mikroprozessor, der in Ka-
pitel 1.4 erstmals vorgestellt wurde. Wie im Beispiel 3.3.1 gezeigt, kommt man
bei einem Wirmeiibergangskoeffizienten von 150 W/m?-K der maximal zuldssi-
gen Temperatur T = 80 °C schon bedenklich nahe. Darf man bei den vorliegen-
den Verhéltnissen noch eine merkliche Temperaturabsenkung erwarten, wenn der
Warmetibergangskoeffizient z. B. durch einen leistungsfdhigeren Ventilator erh6ht
wird?

Um dies zu beurteilen, bestimmen wir zuerst die Biot-Zahl fiir die betrachtete
Konfiguration:

_«R _ 150-0,003
oA 2

Bi —10,2258

Da Bi ~ R, /R, dirfen wir daraus schliefen, dass bei einem Wéarmeiibergangs-
koeffizient von 150 W/m?-K der konvektive Wirmeiibergang den gesamten Wiéir-
metransport dominiert und deshalb eine Erh6hung von « sehr wohl zu einer
deutlichen Absenkung der Temperatur auch im Inneren der CPU fiihren sollte
(vgl. hierzu auch das ,,Paradoxon” des kritischen Radius, siehe Abschnitt 3.2.6).
Allerdings nimmt die relative Temperaturiiberh6hung zwischen Oberflache und
Riickwand, die man definieren kann als

T(0)— T(R) (1/2+1/Bi)—1/Bi _ Bi
TR 1/Bi T2

mit der hoheren Biot-Zahl bereits etwas zu.
Bei einem Wert o = 200 W/m?-K ergibt sich z. B. eine Wandtemperatur T(R) =
61,5 °C, eine Maximaltemperatur 7(r = 0) = 67,1 °C und eine Biot-Zahl Bi = 0,3.

3.4 Zweidimensionale Warmeleitung (Formfaktoren)

Wie in Abschnitt 3.1 gezeigt, flieBt zwischen den Berandungsfldchen von Platte, Zy-
linder und Kugel mit Temperaturen Ty bzw. Ty, ein Wiarmestrom Q der sich geméf

o Twi—Twe

Q=—F—

berechnen lédsst. Die Warmeleitwiderstdnde R, fiir Platte, Zylinder und Kugel sind
dabei jeweils umgekehrt proportional zur Wérmeleitfdhigkeit A des Mediums und
hédngen ansonsten nur von der Geometrie ab. Dies legt die folgende Schreibweise
nahe:

Q=185 (Twr — Twz) (3.35)

mit einem Formkoeffizienten S (shape factor, Einheit [m]).
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Fiir die einfachen Koérper findet man durch Vergleich mit den Ergebnissen des
Abschnitts 3.1 :

S = ? fiir die Platte,
= _enl fiir den Zylindermantel und
In(rz/r1)
S= 14177{1 fiir die Kugelschale .
oo

Beziehungen gemidll Gl. (3.35) zwischen Warmestrom, Warmeleitfahigkeit, Tempe-
raturdifferenz und Form des Korpers lassen sich auch fiir andere Geometrien und
insbesondere prismatische Korper herleiten.

Voraussetzung ist, dass

der Querschnitt des warmeleitenden Korpers einen ebenen, einfach zusammenhangenden, an-
sonsten aber beliebig geformten Bereich bildet (siehe Abbildungen 3.8-3.12)

bei ansonsten adiabaten Oberflachen an der Berandung auf zwei getrennten Abschnitten die
Temperaturen T4 und Ty, aufgepragt sind.

Die Warme flieit dabei ausgehend von einem Abschnitt der Berandung mit konstanter
Temperatur Ty1 durch den Korper hin zum zweiten Abschnitt mit konstanter Ober-
flichentemperatur Tyy,. Die Wiarmestromdichte g im Korper ist dabei im Allgemeinen
nicht homogen oder isotrop.

Fiir den Zylindermantel kann man wie fiir alle prismatischen Kérper (,,Profilstan-
gen”) alternativ einen ldngenbezogenen, dimensionslosen Formkoeffizienten (auch
Formfaktor genannt) einfiithren:

S. = (Einheit [-]) ,

~| W

so dass man schreiben kann:

Q=1ISLAT.

Beispiel 3.4.1

Unterirdisch verlegtes Fernheizungsrohr

Ein isoliertes Fernheizungsrohr mit Gesamtdurchmesser d = 0,4 m ist in einer
Tiefe von h = 1,2 m verlegt. Fiir den Formfaktor gilt nach Abb. 3.8:

2

h h2
an (d_/z tV@ee T 1)

S = =2,54.
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2
Sp = i ,
a a
In| -+ - = 1
r r
2 . a
~——— fir —>5.
In(2a/r) r

Abbildung 3.8: Rohr im halbunendlichen Bereich

2
0,93 In(a/b) — 0,0502

>1,4:5 ~

[ellis}

2
0,785 In(a/b)

T s

a
-<14:5, ~

Abbildung 3.10: Schacht (innen und auBen quadratisch)

2r

SL™ 08 ajd).

—

|
-
|
|
d
<«—a—»>

Abbildung 3.11: Schacht (innen kreisformig)

S =4r. (dreidimensional)

Abbildung 3.12: Scheibe auf halbunendlichem Kérper
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Fir die Warmeleitfahigkeit des Erdreichs darf man A = 0,6 W/m-K annehmen.
Bei einer langen Frostperiode mit Oberflichentemperatur T ~ —15 °C und einer
Temperatur 77 am duBleren Rand der Rohrisolation von 5 °C berechnet man den
Verlustwérmestrom pro Meter Rohrldnge wie folgt:
y W
% —ASLAT =0,6-2,54-(5+15) = 30,4 .

Abbildungen 3.10, 3.11, 3.8 und 3.9 zeigen (ldngenbezogene) Formkoeffizienten Sy,
fiir komplizierte prismatische Korper (zweidimensional) mit zwei isothermen Beran-
dungen. Abbildung 3.12 gibt den Formkoeffizienten S fiir eine Kreisscheibe mit der
Temperatur Ty an, die Warme an einen sehr groBen Koérper mit Temperatur T, iiber-
tragt.

B Weitere Formfaktoren finden sich in den ARBEITSUNTERLAGEN und der Fachliteratur [17, 1, 39].

B Die Formkoeffizienten ruhen auf soliden mathematischen Grundlagen. Es wurde bereits in Abschnitt
3.1 erwdhnt, dass sich die stationdre Fourier'sche Differentialgleichung fiir isotrope, homogene
Korper mit temperaturunabhangiger Warmeleitféhigkeit ohne innere Warmequellen zur , Potenzi-
algleichung” (Laplace-Gleichung) vereinfacht. In cartesischen Koordinaten fiir zwei Dimensionen
lautet diese

82T+82T_0 (3.36)
axz - ayz '
Die enge Beziehung dieser Gleichung zur Funktionentheorie einer komplexen Variablen erméglicht
exakte analytische Losungen, die den Formkoeffizienten zu Grunde liegen. Es gibt Gbrigens ganz
ahnliche Ergebnisse fiir die Elektrostatik und Elektrotechnik.

B Interessant ist der Vergleich der S-Werte fiir eine isotherme halbkugelférmige (napfformige) Ver-
tiefung im halbunendlich ausgedehnten Raum (Erdboden) mit dem entsprechenden Wert fiir die
Kreisscheibe auf dem Halbraum.

Aus obiger Beziehung folgt:

SHalbkugel =2nr.

Abbildung 3.12 entnimmt man:

Skreisscheibe = 4711 -

Demnach erhéht eine isotherme halbkugelformige Vertiefung den in den Halbraum eingetragenen
Warmestrom um 57% gegentiber einer isothermen Kreisscheibe.

Z U S A M M E N F A S S U N G

W Die Péclet-Gleichungen kombinieren elementare Losungen fiir die stationare Warmeleitung in
einfachen, quasi-1D-Geometrien (Platte, Zylinder, Kugel). So kann der Wéarmedurchgang (inkl.
des zugehorigen Koeffizienten k) durch mehrere Schichten unterschiedlichen Materials bzw.
lber die Grenzschichten des konvektiven Warmeiibergangs hinweg berechnet werden. Dies
entspricht einer Reihenschaltung von Warmetibertragungswiderstanden.



Exerzitien

M Die Energieerhaltung — bereits bei der Herleitung der Fourier'schen DGL benétigt — findet
haufig explizit Anwendung bei der Losung von Warmetransportproblemen (in diesem Kapitel:
Abstiitzen auf duBere Randbedingungen, alternative Herleitung der Péclet-Gleichung aus einer
Warmestrombilanz).

B Dimensionslose (oder ,bezogene”) GroBen erlauben oft eine besonders kompakte und iber-
sichtliche Darstellung von Ergebnissen.

B Bei konstanter Warmequellendichte und Randbedingungen der dritten Art ergibt sich fiir Platte,
Zylinder und Kugel jeweils ein parabolisches Temperaturprofil.

M Die Biot-Zahl

Bi= aR Wiérmeleitwiderstand
" A Wairmeiibergangswiderstand

wurde als die erste einer Reihe von wichtigen Kennzahlen (dimensionsfreie Kombinationen von
EinflussgroBen) eingefiihrt. Sie spielt beim (scheinbaren) Paradoxon des kritischen Radius beim
Warmedurchgang eine wichtige Rolle und ist ein qualitatives MaB fiir die relative Uberhéhung
des Temperaturprofils im Korper bei der Warmeleitung mit Quellen.

B Formkoeffizienten bzw. Formfaktoren erlauben die Berechnung von Warmestromen in einfachen
(quasi-)zweidimensionalen Geometrien, typischerweise sog. prismatische Korper.

Z U S A M M E N F A S S U N G

\
e Richtig X oder falsch?

[0 Wenn man die Warmebilanz eines Einfamilienhauses aufstellt, so ist der Kiihl-
schrank in der Kiiche aufgrund des Warmedurchgangs bei nicht-idealer Isola-
tion insgesamt als eine Warmesenke (= negative Wéarmequelle) zu betrachten.

O In einem homogen-isotropen Korper zeigt im stationédren Zustand das Tempe-
raturprofil zwischen ebenen, parallelen Isothermenflichen einen exponenti-
ellen Abfall.

O Weil die Mantelfldche einer Zylinderschale proportional zu ihrem Radius zu-
nimmt, muss im stationédren Fall (ohne Warmequellen) die radiale Warme-
stromdichte indirekt proportional zum Radius abnehmen, so dass sich ein
logarithmischer Temperaturverlauf ergibt.

O Die Diskussion des kritischen Radius beim Zylinder hat gezeigt, dass mehr
Isolationsmaterial, z.B. um ein Heizungsrohr, nicht immer zu reduzierten
Wiérmeverlusten fiithrt. Dies ldsst sich anschaulich wie folgt erkldren: Ver-
groBert man die Dicke des Isolationsmantels, so erh6ht man den Warmeleit-
widerstand, verringert aber den Warmetibergangswiderstand, da die fiir den
konvektiven Wéarmetibergang zur Verfiigung stehende Mantelfldche ebenfalls
zunimmt. Da Warmeleit- und Warmetiibergangswiderstand in Reihe geschaltet
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sind, ist eine Verringerung des Gesamtwiderstandes mdoglich — unter der Vo-
raussetzung, dass der Warmeiibergang den Gesamtwiderstand dominiert.

Der k-Wert ist gleich dem Inversen des soeben angesprochenen Gesamtwider-
standes der Warmeiibertragung.

Es sind auch Konfigurationen denkbar, die einer Parallelschaltung von War-
meleitwiderstdnden entsprechen.

Die Biot-Zahl Bi = «/ ist das (entdimensionierte) Verhéltnis des Warmeleit-
zum Wéarmetiibergangswiderstand.

Das Anbringen von Isolationsmaterial an einem Rohr lohnt sich bei einer Biot-
Zahl Bi < 1 nur, wenn der dulere Radius r, des Isolationsmaterials groBer ist
als der kritische Radius r, = ry/ Bi.

Voraussetzung fiir die Anwendbarkeit der Formfaktoren ist eine jeweils ein-
heitliche Temperatur auf den verschiedenen Berandungsfldchen.

Wirmeleitung mit konstanter Warmequellendichte:

Eine diinne, ebene Platte (einseitig adiabat, Dicke R), ein langer Zylinder und
eine Kugel (jeweils Durchmesser R) aus dem gleichen Material sind vom sel-
ben Fluid mit konstanter Temperatur Ty, iiber- bzw. umstréomt. Die jeweiligen
Wairmetibergangskoeffizienten o sind als unendlich groB zu betrachten.

Das Temperaturmaximum (beziiglich Tw) betrdgt im Zylinder das Doppelte
desjenigen in der Kugel.

Das Temperaturmaximum betrdgt in der Kugel nur ein Drittel desjenigen in
der Platte.

Das Temperaturmaximum beziiglich T istim Zylinder gréfer als in der Platte,
da die Mantelflache einer koaxialen Zylinderschale mit dem Radius linear
zunimmt und somit die Wéarme aus den duBleren Bereichen besser abgefiihrt

werden kann. /

Ubungsaufgaben

In Abschnitt 3.2.3 wurde eine graphische Methode zur Diskussion des Warmeiibergangs an der
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ebenen Platte vorgestellt.

B Uberlegen Sie was passiert, wenn einer der Warmeiibergangskoeffizienten sehr groB wird, z. B.

ayq — o0o. Welchem Typ Randbedingung entspricht dies?

B Wie kann man Probleme mit einer Randbedingung der zweiten Art an einer Oberflache (z. B.

Warmestromdichte ¢, gegeben) mit dem graphischen Verfahren I6sen?

B Wie muss man dieses Verfahren anpassen, um es auch fiir den Zylinder oder die Kugel einsetzen

zu konnen?



Ubungsaufgaben

Trapper John baut sich in Kanada eine Blockhiitte. Ohne ir-
e gendwelche architektonischen Ambitionen fligt er einen Qua-
der mit Seitenlangen von 3 bzw. 4 m und Hohe 2 m zusam-
5 men. Die Wande der Dicke D = 20 cm sind aus Holz.

Nun versucht Trapper John abzuschatzen, wie viel Brennholz

er braucht, um durch den Winter zu kommen. Er liberlegt, dass
T er — abgehartet, wie er ist — bei einer Wand- bzw. Decken-

temperatur T; = 10 °C noch halbwegs komfortabel wohnen
kann. Fir die AuBenseite der Hitte geht er von einer mittleren Temperatur T, = —15 °C aus.
Wie viel Raummeter Brennholz braucht Trapper John bei diesen Verhéltnissen pro Monat?

Rechnen Sie vereinfachend mit richtungs- und temperaturunabhangiger Warmeleitfahigkeit A =
0,17 W/m-K der Wand (Seitenwande und Dach der Hiitte werden gleich behandelt, Warmever-
luste durch den Boden werden vernachlassigt, Fenster und Tiir werden nicht weiter berticksichtigt).

B Skizzieren Sie als Erstes das Temperaturprofil in der Wand.

B Leiten Sie anhand einer thermischen Energiebilanz an einem differentiellen Element eine
Differentialgleichung fiir die Temperatur T'(x) her (1-D-Betrachtung, 0 < x < D).

B Losen Sie die Differentialgleichung allgemein, bestimmen Sie die Konstanten mithilfe der
Randbedingungen. Uberpriifen Sie das Ergebnis der ersten Teilaufgabe.

W Wie groB ist die Warmestromdichte durch die Wand?

B Wie groB ist der gesamte Warmeleitwiderstand R;, der Hitte? Welche Gesamtheizleistung P
wird benétigt, um das angestrebte Temperaturniveau aufrecht zu erhalten?

B Wie viele Raummeter (rm) Brennholz werden pro Monat benétigt? Legen Sie dabei einen
Heizwert von 1800 kWh/rm fiir Brennholz und einen Wirkungsgrad von 50% fiir Trapper
Johns Kanonenofen zu Grunde.

Trapper John hat nicht beriicksichtigt, dass aufgrund des Warmeiibergangswiderstandes zwi-
schen Raumluft und Innenseite der Wande bzw. Decke die Raumtemperatur T ; etwas Uber der
Wandtemperatur T; liegen wird.

W Bestimmen Sie bei ansonsten unveranderten Bedingungen diesen Temperaturunterschied bei
einem Warmelibergangskoeffizienten a; = 5 W/m?2-K.

B Welche weiteren Warmetransportmechanismen kdnnen noch zu Trapper Johns Wohlbefinden
beitragen?

Leider stellt Trapper John bald fest, dass das Flachdach der Hiitte nicht ganz wasserdicht ist. Das
standige Tropfen von der Decke hort erst auf, als starker Frost kommt und die Oberseite des Daches
bei Temperaturen T, < 0 gefriert.

Mit dem ersten starken Schneefall bemerkt Trapper John erfreut, dass er weniger Brennholz
braucht, um die Hiitte warm zu halten, weil die dicke Schneedecke auf dem Dach mit der geringen
Warmeleitfahigkeit A = 0,05 als zusatzliche Isolation wirkt.

W Bestimmen Sie mit der in Kapitel 3.2.3 vorgestellten graphischen Methode die Temperaturen in
Dach und Schneedecke. Fiir die Warmeiibergangskoeffizienten gelte o; = 5 W/m?-K, oy =
20 W/m?-K. Die Schneedecke ist 40 cm dick, fiir die Raum- und Umgebungstemperaturen
gelte Two s = 12°Cund T o = —20 °C.

77



STATIONARE WARMELEITUNG

78

B Wie grofB3 ist die Warmedurchgangszah! (k-Wert) des schneebedeckten Daches bei diesen
Bedingungen? Zum Vergleich: Wie groB ist der k-Wert des Daches ohne Schnee?

B Ab welcher Dicke der Schneedecke muss Trapper John damit rechnen, dass das Dach iiber die
gesamte Dicke auftaut und wieder Schmelzwasser von der Decke tropft?

Bei quasi-eindimensionaler stationarer Warmeleitung in einer Kugel gilt fiir die Warmestromdichte
in radialer Richtung g(r) ~ 1/r? (warum?). Zeigen Sie, dass deshalb T(r) ~ 1/r und somit

T(I‘) = + Cz

T
eine Losung der Fourier- bzw. Laplace-Gleichung (3.2) bei spharischer Symmetrie darstellt. Bestim-
men Sie fiir eine Kugelschale mit Wandtemperaturen Tyyq und Ty die Konstanten C; und G,
aus den Randbedingungen.

Leiten Sie ahnlich wie in Abschnitt 3.1.5 anhand einer globalen Bilanz fiir den Warmestrom QQ die
Ergebnisse der GIn. (3.13) und (3.15) fiir den Warmeleitwiderstand einer Platte bzw. einer Kugel
her.

Durch ein langes Stromkabel mit Kupferkern (Querschnittsflache A) und PVC-Isolationsmantel der
Dicke h = ry — ry flieBt ein elektrischer Strom der Stérke I. Ohm’sche Verluste bei elektrischer
Leitfahigkeit o setzen im Kupfer Warme frei, die tber die Oberflache des Kabels bei einem
Ubergangskoeffizienten o an die Umgebung abgegeben wird. Die Warmeleitfahigkeiten Ax und
Apyc seien temperaturunabhangig.

Stellen Sie dar, wie man in Abhangigkeit von den gegebenen GréBen die Temperatur an der Achse
des Drahtes im stationaren Zustand bestimmen kann. Uber welche Kontrollvolumina bilanzieren
Sie? Wie lauten die Differentialgleichungen fiir die Temperatur im Kupferkern bzw. im Isolati-
onsmantel? Welche sind die Koppelbedingungen an der Grenzflache zwischen Kupferkern und
Isolationsmantel?

T 5T Eine Gebdudewand besteht aus zwei Platten (Dicke d,
Flache A, Warmeleitfahigkeit 1.). Der Zwischenraum (Ab-
stand s) ist zur Erzielung einer guten Isolierwirkung mit
PU-Schaum ausgeschaumt (Warmeleitféhigkeit As). Der
@ Warmeiibergangskoeffizient «; aufgrund freier Konvek-

tion im Gehauseinneren und der Warmeiibergangsko-
effizient a, aufgrund erzwungener Konvektion an der
AuBenseite sowie Innen- und AuBentemperatur sind be-
kannt.

o Og

d s d

B Geben Sie den Warmestrom (Q durch die Wand als Funktion der Temperaturdifferenz (T; — T,)
an, dabei sei T; > Tj.

M Zeichnen Sie das Blockschaltbild der Warmeleit- und Warmeibergangswiderstande.

B Bestimmen Sie einen Warmedurchgangskoeffizienten k [W/m?2-K], so dass der gesamte
Warmestrom gemaB Q = k - Ax(T; — T,) einfach berechnet werden kann.

Warum sind viele Isolationsmaterialien (z. B. Styropor und Glaswolle) pords? Welchem Ersatz-
schaltbild von Wéarmetransportwiderstanden entspricht ein solches Material?

Eine 10 mm starke Platte aus Eisen und eine 20 mm starke Aluminiumplatte werden aufeinander
gelegt, wobei zwischen beiden ein Luftspalt von 1/100 mm verbleibt.



Ubungsaufgaben

B Berechnen Sie den Warmetransportwiderstand Ry dieses , Sandwich”. Begriinden Sie, warum
dabei konvektiver Warmelibergang zwischen Metall und Luft im Spalt nicht berlicksichtigt
werden muss.

B Mittels Warmeleitpaste (mit Leitfahigkeit 2 — oo) wird der Luftspalt eliminiert. Wie groB ist
der gesamte Warmetransportwiderstand Rges nun?

B Warmeleitfahigkeiten A:

Eisen 15 W/m-K
Aluminium 240 W/m-K
Luft 0,026 W/m-K
§ In Kapitel 3.2.3 wurde eine Methode vorgestellt, um den
— rﬂg * Waérmedurchgang bei Randbedingungen der der dritten
— I AT Art graphisch zu analysieren. Uberlegen Sie, wie diese
> Tw Methode anzupassen ist, wenn wie in der Skizze gezeigt,
_ N aufderlinken Seite ein konstanter Warmefluss aufgepragt
— ~ wird (RB der zweiten Art).
P T Wie ist der T turunterschied AT zwischen link
ie ist der Temperaturunterschie zwischen linker
<« >«—>
/L 1o und rechter Plattenoberflache maBstablich zu bestim-

men, um die Wandtemperatur Tty abschatzen zu kénnen?
Die folgenden EinflussgroBen seien bekannt: &, A, ¢, s und T.

Der Kontaktwiderstand zwischen zwei sich beriihrenden
Festkorpern soll mit einem einfachen Modell abgeschatzt

@ werden. Dazu werden die Verhaltnisse in dem mikrosko-
M?%:*s pisch kleinen Kontaktbereich idealisiert.
@ Es wird angenommen, dass im Kontaktbereich mit einem

mittleren Abstand s sich auf der Flache Ag die Materialien
direkt beriihren und auf der Flache Ay, die beiden Korper

/ A durch eine Luftschicht getrennt sind.
. . (,,‘ Die Wérmeleitfahigkeiten der Festkorper A1, A2 sowie der
By Luft Ay, sind bekannt. An der Kontaktstelle herrschen die
\’?2\ \4\ Temperaturen T4 und T5.
AL Ak

— et I

W Welcher Warmestrom wird jeweils durch die Flache Ay, bzw. Ak Ubertragen?
B Welcher Warmestrom wird insgesamt durch die Kontaktfliche A = Aj, + Ak (ibertragen?

B Bestimmen Sie einen sog. Kontaktkoeffizienten k, [W/m?-K], so dass der Gesamtwarmestrom
gemal

Q=ke-A(T1 - T2)

einfach berechnet werden kann.
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