Kapitel

Mengenlehre

Die Mengenlehre ist einer der Eckpfeiler der Mathematik, und sie ermoglicht eine einfache
Sprache zur Beschreibung vieler Konzepte der Mathematik und der Informatik.

In diesem Kapitel fiihren wir den Begriff der Menge ein und beschreiben verschiedene
Arten, Mengen zu kombinieren, um neue Mengen zu erzeugen. Die entsprechenden Ope-
rationen, mittels derer die Vereinigung, die Schnittmenge, das Komplement und die sym-
metrische Differenz gebildet werden, werden unter Verwendung von Venn-Diagrammen
illustriert. Es wird eine Analogie zwischen Operationen auf Mengen und den in Kapitel 2
vorgestellten logischen Operatoren hergestellt, wodurch wir in die Lage kommen, bestimm-
te grundlegende Mengenidentititen zu beweisen. Eine Reihe dieser grundlegenden Iden-
titdten wird zusammengenommen, um die Gesetze einer Mengenalgebra aufzustellen, die
ihrerseits verwendet werden konnen, um kompliziertere Identititen zu beweisen. Es wird
eine Reihe von Konzepten eingefiihrt, die in spiteren Kapiteln benotigt werden, beispiels-
weise das Prinzip von Inklusion—Exklusion, geordnete Paare und kartesische Produkte. Das
kartesische Produkt wird verwendet, um Operationen auf Mengen durch Manipulationen
von Bitketten zu simulieren.

In der Informatikanwendung werden Préadikate und Mengen verwendet, um ein einfaches
wissensbasiertes System aufzubauen, mit dem sich aus einer Datenbasis zu den britischen
Konigen und Koniginnen seit Georg I. Informationen gewinnen lassen.

3.1 Mengen und Operationen auf Mengen

Eine Menge ist eine Zusammenfassung von Objekten, die als Elemente der Menge be-
zeichnet werden. Zum Beispiel:

e {Essex, Yorkshire, Devon}
e {2,3,5,7,11}
» {Kise, Eier, Milch, Sahne}

In den vorstehenden Beispielen haben wir die Elemente einer jeden Menge niedergeschrie-
ben und in geschweiften Klammern { } eingeschlossen. Um uns auf eine bestimmte Menge
zu beziehen, bezeichnen wir sie gewohnlich mit einem Grof3buchstaben. Beispielsweise ist
S = {3,2,11,5,7} die Menge S, die die aufgefiihrten Elemente enthilt. Man beachte,
dass diese Menge mit einer der oben aufgelisteten Beispielmengen iibereinstimmt, da die
Reihenfolge, in der die Elemente niedergeschrieben sind, keine Rolle spielt.
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Wir schreiben im Allgemeinen a € .S, um auszudriicken, dass das Objekt a ein Element
der Menge S ist. Wenn a kein Element von S ist, so schreiben wir a ¢ S.

Bei einer groBen Menge, inbesondere im Fall einer unendlichen Menge, konnen wir nicht
alle Elemente niederschreiben und definieren die Menge daher mittels eines geeigneten
Prédikats.

Formal schreiben wir
S ={z:Px)}

um die Menge der Objekte = zu bezeichnen, fiir die das Pridikat P(x) wahr ist.
Zum Beispiel beschreibt

S = {z : x ist eine ungerade natiirliche Zahl}
die Menge
S={1,38,5"7,...}

Da sich jede ungerade natiirliche Zahl in der Form 2n — 1 schreiben lédsst, wobei n eine
natiirliche Zahl ist, ist auch

S = {2n — 1 : n ist eine natiirliche Zahl}
eine geeignete Beschreibung derselben Menge.

BEISPIEL 3.1

Geben Sie einfachere Beschreibungen der folgenden Mengen, indem Sie ihre Elemente
aufzihlen:

(a) A= {x:xisteine ganze Zahl und 22 + 42 = 12}
(b) B = {z : x ist ein Wochentag, der den Buchstaben s nicht enthélt}

(c) C = {n?: nisteine ganze Zahl}
LOSUNG

(a) Wenn 22 + 4z = 12, dann ist z(x +4) = 12. Da x eine ganze Zahl ist und die Teiler
von 12 +£1, 42, 43, +4, 46 und 12 sind, kommen fiir x nur xt = —6und x = 2 in
Frage. Alternativ kann man die quadratische Gleichung 22 + 42 — 12 = 0 16sen und
erhélt dann = —6 oder = 2. Daher ist A = {—6, 2}.

(b) B = {Montag, Mittwoch, Freitag}
©) C =1{0,1,4,9,16,...}
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Bestimmte Mengen, insbesondere Mengen von Zahlen, treten so hiufig auf, dass sie einen
allgemein iiblichen Namen haben und mit einem besonderen Symbol bezeichnet werden:

() oder { } ist die leere Menge .

N ={1,2,3,...} ist die Menge der natiirlichen Zahlen.

Z ={0,41,4+2,43,...} ist die Menge der ganzen Zahlen.

Q = {p/q : p, q ganze Zahlen, q # 0} ist die Menge der rationalen Zahlen.
R = {alle Dezimalzahlen} ist die Menge der reellen Zahlen.

Der Leser sollte sich dariiber im Klaren sein, dass die Menge N in manchen Texten auch
die Zahl 0 enthilt.

Moderne Programmiersprachen verlangen, dass Variablen als einem bestimmten Datentyp
zugehorig deklariert werden; ein Datentyp besteht aus einer Menge von Objekten sowie
einer Liste von Standardoperationen auf diesen Objekten. Die Angabe des Typs einer Va-
riablen ist gleichbedeutend mit der Angabe der Menge, in der die Werte der Variablen
liegen.

Sind zwei beliebige Mengen gegeben, so gibt es verschiedene Moglichkeiten sie zu kombi-
nieren, um neue Mengen zu erzeugen. Wir werden diese Operationen auf Mengen gleich
beschreiben. Zunichst sei darauf hingewiesen, dass bei den Beispielen fiir Mengen, die wir
bisher gesehen haben, einige auf natiirliche Weise in anderen enthalten sind. Beispielsweise
ist die Menge A = {2,3,5,7,11} in der Menge N = {1, 2, 3,...} enthalten, und zwar in
dem Sinn, dass jedes Element von A automatisch ein Element der Menge N ist.

Eine Menge A heifit eine Teilmenge einer Menge S, wenn jedes Element von A ein
Element von S ist. Dieser Zusammenhang wird mit A C S bezeichnet und ldsst sich
bildlich darstellen, wie es in Abbildung 3.1 gezeigt ist. Solch eine Diagrammdarstellung
heifit Venn-Diagramm.

Abbildung 3.1 Venn-Diagramm fir A C S
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Zwei Mengen sind gleich, wenn jede von ihnen Teilmenge der anderen ist. Wollen wir also
zeigen, dass zwei Mengen gleich sind, so miissen wir zeigen, dass sie dieselben Elemente
enthalten. Daher ist A = B, wenn sowohl (z € A = x € B)alsauch (x € B = x € A)
wabhr ist.

BEISPIEL 3.2

Seien A = {n : n? ist eine ungerade ganze Zahl} und B = {n : n ist eine ungerade ganze
Zahl}. Zeigen Sie, dass A = B.

LOSUNG

Wenn z € A, dann ist 22 eine ungerade ganze Zahl. Nach Beispiel 2.11 ist z eine ungerade
ganze Zahl. Somit gilt x € B und daher A C B. Ist umgekehrt x € B, so ist x eine
ungerade Zahl. Nach Beispiel 2.10 ist 2 eine ungerade ganze Zahl. Somit gilt z € A und
daher B C A. Alsoist A = B.

Die Vereinigung zweier Mengen A und B ist die Menge
AUB={z:x € Aoder z € B}

Diese Menge besteht aus den Objekten, die in der Menge A oder in der Menge B oder
eventuell in beiden Mengen enthalten sind. Das entsprechende Venn-Diagramm ist in Ab-
bildung 3.2 gezeigt.

Abbildung 3.2 Venn-Diagramm fir AU B
Die Schnittmenge (der Durchschnitt) zweier Mengen A und B ist die Menge

ANB={z:z € Aund z € B}

Diese Menge besteht aus den Objekten, die sowohl in der Menge A als auch in der Menge
B enthalten sind. Das entsprechende Venn-Diagramm ist in Abbildung 3.3 gezeigt.
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Abbildung 3.3 Venn-Diagramm fir AN B

Das Komplement einer Menge B beziiglich einer Menge A ist die Menge
A—B={z:z € Aund z ¢ B}

Diese Menge besteht aus den Objekten, die in A enthalten sind, nicht jedoch in der Menge
B. Das entsprechende Venn-Diagramm ist in Abbildung 3.4 gezeigt.

Abbildung 3.4 Venn-Diagramm fir A — B

Wenn wir es mit den Teilmengen einer grofen Menge U zu tun haben, nennen wir U die Uni-
versalmenge (Grundmenge) zu dem betrachteten Problem. In unseren Venn-Diagrammen
wird das Rechteck mit U bezeichnet.

Ist A Teilmenge der Universalmenge U, so konnen wir das Komplement von A beziiglich
U bilden. Dies ist die Menge U — A, fiir die wir einfach ~ A schreiben. Vorausgesetzt
also, dass wir uns innerhalb der Universalmenge U bewegen, gilt ~ A = {x : « ¢ A}
Somit ist das Komplement einer Menge A die Menge

~ A= {z: nicht(z € A)}
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Diese Menge besteht aus den Objekten, die nicht in der Menge A enthalten sind. Das
entsprechende Venn-Diagramm ist in Abbildung 3.5 gezeigt.

Abbildung 3.5 Venn-Diagramm fiir ~ A

Die symmetrische Differenz zweier Mengen A und B ist die Menge
AAB={z:(x€ Aundz ¢ B) oder (x € Bund z ¢ A)}.

Diese Menge besteht aus den Objekten, die entweder in der Menge A, jedoch nicht in der
Menge B oder in der Menge B, jedoch nicht in der Menge A enthalten sind; anders gesagt,
Objekten, die entweder in A oder B (jedoch nicht in beiden Mengen) enthalten sind. Das
entsprechende Venn-Diagramm ist in Abbildung 3.6 gezeigt.

Abbildung 3.6 Venn-Diagramm fir AA B

BEISPIEL 3.3
Seien

A={1,3,5,7} B=1{2,4,6,8 C=1{1,2,3,4,5}
Bestimmen Sie AUC,BNC,A—Cund BAC.
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LOSUNG

AUC = {1,3,5,7,2,4}
BNC = {2,4}
A-C (7
BAC = (B—C)U(C—B)={6,8}U{1,3,5} ={6,8,1,3,5}

BEISPIEL 3.4
Seien
A = {z:1<z<12und z ist eine gerade ganze Zahl}
B = {z:1<2z<12und z ist ein ganzzahliges Vielfaches von 3}

Zeigen Sie, dass ~ (AN B) =~ AU ~ B.
LOSUNG
Zunichst ist
A=1{2,4,6,8,10,12} und B = {3,6,9,12}
Weiter gilt:
~(ANB)=~{6,12} ={1,2,3,4,5,7,8,9,10,11}
und

~AU~B = {1,3,57,9,11}U{1,2,4,5,7,8,10,11}
{1,2,3,4,5,7,8,9,10,11}

Daher gilt ~ (ANB) =~ AU~ B.

3.2 Mengenalgebra

Zahlreiche Eigenschaften von Mengen lassen sich unter Verwendung der oben erklérten
Operationen auf Mengen herleiten. Einige scheinen mehr, andere weniger ,offensichtlich’,
doch sie bediirfen alle eines Beweises. Fiir die Beweise wird von den folgenden Entspre-
chungen zwischen Operationen auf Mengen und logischen Operationen auf Pradikaten
Gebrauch gemacht.
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Operation auf Mengen Logische Operation
~ nicht
U oder
N und
c =
BEISPIEL 3.5

Beweisen Sie fiir beliebige Mengen A und B, dass ~ (ANB) =~ AU~ B.

LOSUNG

~(ANB) = {z:xz¢(ANB)}
= {x: nicht(z € (AN B))}
= {z: nicht((z € A)und (z € B))}

~AU~B = {z:(x¢ A)oder (z ¢ B)}
= {z: (nicht(x € A)) oder (nicht(x € B))}

Fiir beliebige Aussagen P und Q ldsst sich eine Wahrheitstafel aufstellen, um die logische
Aquivalenz der zusammengesetzten Aussagen nicht(P und Q) und (nicht P) oder (nicht Q)
zu zeigen. Die Pridikate, die ~ (AN B) und ~ A U ~ B definieren, sind also dquivalent.
Daher gilt ~ (ANB)=~ AU~ B.

Die in Beispiel 3.5 bewiesene Eigenschaft ist eines der de Morganschen Gesetze. Grund-
legende Eigenschaften wie diese stellen die Gesetze der Mengenalgebra dar. Diese Gesetze
sind unten aufgelistet, und jedes von ihnen ldsst sich mittels eines dhnlichen logischen
Beweisgangs wie in Beispiel 3.5 beweisen.

Eine Betrachtung des Kastens ergibt, dass die Gesetze auf der rechten Seite aus denen auf
der linken Seite erhalten werden kdnnen, indem man N und U sowie () und U gegeneinander
austauscht. Jede Mengenidentitit auf der rechten Seite wird als zur entsprechenden Identitit
auf der linken Seite duale Identitét bezeichnet.

Wenn wir unter Verwendung der Gesetze eine weitere Identitdt von Mengen beweisen, so
beweisen wir daher stets auch eine weitere zu ihr duale Identitét.
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Mengenalgebra

Assoziativgesetze
AU(BUC)=(AUuB)UC ANn(BNnC)=(AnB)nC
Kommutativgesetze
AUuB=BUA ANB=BnNA
Identitéitsgesetze
Aub=A ANU=A
AUU=U ANO=10
Idempotenzgesetze
AUA=A ANA=A
Distributivgesetze

AN(BUC)=(ANB)U(ANCQC) AU(BNC)=(AuB)Nn(AUCQC)

Komplementgesetze
AU~A=U AnN~A=10
~U =10 ~0=U
~(~A)=A ~(~A)=A
de Morgansche Gesetze
~(AuB)=~AN~DB ~(ANnB)=~AU~B

BEISPIEL 3.6

Verwenden Sie die Gesetze der Mengenalgebra, um zu beweisen, dass fiir beliebige Mengen
A und B gilt:

AAB=(AUB)N~ (ANB).
LOSUNG
Laut Definition gilt

AAB=(ANn~B)U(BN~A)
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Nun ist

(AUB) N~ (AN B)

= (AUB)N((~A)U(~ B)) [de Morgansche Gesetze]
= ((AuB)N(~A)U((AUuB)N(~ B)) [Distributivgesetze]
= ((~A)N(AUB))U((~B)N(AUDB)) [Kommutativgesetze]
= (~AnAu((~A)nB)u(l(~B)NnA)u((~ B)NB))
[Distributivgesetze]
= ((An(~A)u(Bn(~A))u(An(~B)u(Bn(~ B)))
[Kommutativgesetze]
= (DU(BN(~A))U((AN(~ B))uUh) [Komplementgesetze]
= (AN~B)U(BN(~A) [Kommutativgesetze und Identititsgesetze]

Also gilt die Behauptung

AAB=(AUB)N~(ANB)

3.3 Weitere Eigenschaften von Mengen

In Kapitel 6 werden wir uns mit der Kombinatorik beschiftigen, einem Zweig der Mathe-
matik, in dem es um das Zéhlen geht. Fragen, die das Zihlen betreffen, spielen stets eine
wichtige Rolle, wenn nur endliche Ressourcen zur Verfiigung stehen. Beispiele fiir solche
Fragen sind: Wie viele Benutzer kann ein Computernetz verkraften? Wie viele Rechen-
schritte erfordert ein Algorithmus?

Die Michtigkeit (Kardinalitit) einer endlichen Menge S ist die Anzahl der in S enthaltenen
Elemente und wird mit | S| bezeichnet.

Der folgende Satz ergibt eine einfache Regel fiir das Abzédhlen der Vereinigung zweier
Mengen. Er ldsst sich durch vollstindige Induktion auf die Vereinigung einer beliebigen
endlichen Anzahl von Mengen erweitern.

Prinzip von Inklusion—Exlusion
|[AUB| = |A| +|B| - |AN B
Beweis

Wie in Abbildung 3.7 dargestellt, ist die Menge AU B die Vereinigung der Mengen A — B,
AN Bund B — A, welches Mengen sind, die keine gemeinsamen Elemente besitzen.

Sei nun

|A—B|=m, |[ANB|=nund |B - A| =
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[ \
A-8 ANB B-A

Abbildung 3.7

Dann erhalten wir:

[AUB| = m+n+p
= (m+n)+(ntp)—n
= [A[+[B|-]ANB|
BEISPIEL 3.7

Jeder der 63 Studenten, die an der Universitdt von Poppleton im ersten Jahr Informatik
studieren, kann eine Reihe von Wahlfichern belegen. Angenommen, es haben 16 Studen-
ten Rechnungswesen, 37 Studenten Betriebswirtschaft und fiinf Studenten beide Ficher
gewihlt. Wie viele Studenten haben dann weder Rechnungswesen noch Betriebswirtschaft
belegt?

LOSUNG
Seien
A = {Informatikstudenten, die Rechnungswesen belegt haben}
B = {Informatikstudenten, die Betriebswirtschaft belegt haben}
Dann ist:

|Al =16, |[B|=37und |ANB|=5
Dabher ist:
|[AUB| =16 +37—5=48

Also haben 63 — 48 = 15 Studenten keines von beiden Fichern belegt.
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Das Prinzip lisst sich auf eine endliche Anzahl von Mengen erweitern, und der Fall von
drei Mengen wird in den Ubungsaufgaben am Ende des Kapitels behandelt.

Bei der Diskussion von endlichen Mengen ist die Reihenfolge, in der Elemente aufgelistet
werden, unwichtig. Um geordnete Listen von Objekten zu handhaben, fithren wir zunéchst
den Begriff des geordneten Paars ein.

Ein geordnetes Paar ist ein Objekt der Form (a, b), wobei a ein Element einer Menge A
und b ein Element einer Menge B ist.

Die Menge aller geordneten Paare dieser Form heiflt kartesisches Produkt der beiden
Mengen A und B und wird mit A x B bezeichnet.

Esistalso A x B = {(a,b) : « € Aund b € B}. Diese Operation ist von besonderer
Bedeutung, da sie auf die Konzepte von Relationen und Funktionen fiihrt, die in der
Computerwissenschaft eine herausragende Rolle spielen und Gegenstand spiterer Kapitel
sein werden.

BEISPIEL 3.8

Seien A = {x,y} und B = {1, 2, 3}. Geben Sie die kartesischen Produkte A x B, B x A
und B X B an.

LOSUNG
Das kartesische Produkt A x B ist die Menge
{(x7 1)7 (x’ 2)’ (:Z:7 3)7 (y’ 1)? (y7 2)7 (y’ 3)}
Das kartesische Produkt B x A ist die Menge
{1, 2),(2,2), (3,2), (1,9),(2,9), (3,9)}
Es ist zu beachten, dass diese Menge nicht dieselbe wie A x B ist.

Das kartesische Produkt B x B ist die Menge

{(17 1)7 (17 2)7 (173)7 (27 1)7 (2, 2)7 (273)7 (37 1), (372)7 (37 3)}

Wie die Produkte in Beispiel 3.8 zeigen, gilt fiir endliche Mengen A und B: Wenn |A| = m
und |B| = n, soist |A x B| = mn. Ist wenigstens eine der beiden Mengen unendlich, so
enthélt das kartesische Produkt eine unendliche Zahl von Paaren.

Wie bei den vorigen Operationen auf Mengen konnen wir ein Venn-Diagramm zeichnen,
um die Operation der Produktbildung darzustellen. Als Beispiel ist in Abbildung 3.8 die
Menge A x B aus Beispiel 3.8 gezeigt.
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o x . (x, 1) . (x,2) *(x 3)
A
°y *1 * (¥ 2) * (3
o1 o2 3
B

Als weiteres Beispiel betrachten wir das kartesische Produkt der Menge R der reellen
Zahlen mit sich selbst. Die Menge R x R, die hiufig auch R? geschrieben wird, besteht
aus allen Paaren (z,y) von reellen Zahlen. Diese Paare konnen als die Koordinaten von
Punkten im zweidimensionalen Raum dargestellt werden. R? heit kartesische Ebene.
Diese Ebene ist in Abbildung 3.9 illustriert.

Abbildung 3.9

Das kartesische Produkt einer beliebigen Anzahl von Mengen A1, As, . .., A, istdie Menge
A1 XA2 X .. XAn:{(al,ag,...,an):ai GAi,i: 1,2,...,7’),}

Die Elemente dieser Menge sind einfach endliche Listen und sie sind die Objekte, die in
vielen Programmiersprachen verarbeitet werden. Teilmengen des kartesischen Produkts
von Mengen stellen auch die Objekte dar, die in Datenbanken verarbeitet werden. Diese
beiden Anwendungen werden in spéteren Kapiteln behandelt.

Wenn A, As, ... A, alle dieselbe Menge A sind, so schreiben wir A™ fiir das kartesische
Produkt von n Exemplaren der Menge A.
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BEISPIEL 3.9
Sei B = {0, 1}. Beschreiben Sie die Menge B".
LOSUNG

Die Elemente von B™ sind Listen von Nullen und Einsen der Linge n. Diese heilen
Bitketten der Lénge n.

Wir beschliefen unsere Dikussion von Mengen, indem wir zeigen, wie Bitketten ver-
wendet werden konnen, um Operationen auf endlichen Mengen zu modellieren. Sei
S = {s1,82,...,8,}, wobei die Elemente nur zum Zweck der Bezugnahme mit Zahlen
als Indices versehen wurden. Wenn A C S, so ordnen wir A eine Bitkette (b1, bo, ..., by,)
der Liange n zu, wobei b; = 1, wenn s; € A, und ansonsten b; = 0. Diese Bitkette
heiflt charakteristischer Vektor von A. Operationen auf Mengen kénnen jetzt durch die
Ausfiihrung logischer Operationen auf den Komponenten der entsprechenden charakteris-
tischen Vektoren simuliert werden, wenn wir 1 als W und 0 als F interpretieren.

BEISPIEL 3.10

Seien S = {1,2,3,4,5}, A = {1,3,5} und B = {3,4}. Schreiben Sie die charakte-
ristischen Vektoren von A und B nieder, und bestimmen Sie dann die charakteristischen
Vektoren von AU B, AN Bund ~ B.

LOSUNG

Der charakteristische Vektor von A ist a = (1,0,1,0, 1) und der charakteristische Vektor
von Bistb = (0,0,1,1,0). Weiter ergibt sich:

aoder b = (1,0,1,0,1) oder (0,0,1,1,0) = (1,0,1,1,1)
aund b= (1,0,1,0,1) und (0,0,1,1,0) = (0,0, 1,0,0)
nicht b = nicht (0,0,1,1,0) = (1,1,0,0,1)

Diese Vektoren erlauben es uns dann, die Elemente der Mengen AU B, AN Bund ~ B
,abzulesen‘. Die Ergebnisse lauten {1,3, 4,5}, {3} bzw. {1,2,5}.

3.4 Ubungsaufgaben Gruppe 3

(a) Zihlen Sie die Elemente der folgenden Mengen auf:

A = {z:2€Zund10< 2z <17}

B = {z:z¢€Zundz? <24}

C = {r:2€Zund6bz®+z—1=0}
D = {z:r€Rund6z®+z—1=0}

[Hinweis: 622 + 2 — 1 = (32 — 1)(2z + 1)]
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(b) Schreiben Sie eine Mengenspezifikation in Pradikatform fiir die folgenden Mengen:
S = {2,5,8,11,...}
T = {1,1,1,%...}

In dieser Aufgabe lautet die Universalmenge {p, g, 1, s, t, u, v, w}. 3.2
Seien A = {p,q,1,s}, B = {r,t,v} und C' = {p, s, t, u}. Geben Sie die Elemente der
folgenden Mengen an:

(@ BNnC

by AuC

c) ~C

d AnBnNnC

(e (AuB)N(ANC)

(f) ~(AUB)

(& B-C

(hy BAC

Betrachten Sie die folgenden Teilmengen eines Standardworterbuchs der deutschen Spra- 3.3
che:

A = {ax:xistein Wort, das vor Dachs kommt}
B
C = {x:xistein Wort, das zwei aufeinander folgende gleiche Buchstaben enthilt}

{z : z ist ein Wort, das nach Chamdileon kommt}

Entscheiden Sie, welche der folgenden Behauptungen wahr sind:

(@ CCAUB

(b) Aal € (~ B)NC

(¢) Moorschneehuhn € BA C
d) ANB=0
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Beschreiben Sie in Worten die Elemente der folgenden Mengen:

e) AnBNnC
) (AuB)N(~C)

3.4  Betrachten Sie die folgenden Teilmengen von Z:

A = {3n:n€Zundn >4}
B = {2n:neZ}
C = {n:n¢cZundn? <100}

(a) Driicken Sie jede der folgenden Mengen unter Verwendung von Mengenoperationen
auf Mengen durch A, B und C aus:

(i) Die Menge aller ungeraden ganzen Zahlen
(i) {-10,—8,—6,—4,-2,0,2,4,6,8,10}
(iii) {6n:n € Zundn > 2}

iv) {-9,-7,-5,-3,-1,1,3,5,7,9}

(b) Schreiben Sie eine Mengenspezifikation der Menge A — B in Pridikatform.

3.5  Erstellen Sie eine Folge von Venn-Diagrammen, um das Distributivgesetz
AN(BUC)=(ANB)U(ANCQO)

zu illustrieren. Beweisen Sie, dass das Gesetz fiir alle Mengen A, B und C' gilt.

3.6  Erstellen Sie eine Folge von Venn-Diagrammen, um die Mengenidentitit
AN(BAC)=(ANB)A(ANC)

zu illustrieren. Zeigen Sie anhand eines Beispiels, dass die Menge A U (B A C) nicht
notwendigerweise gleich der Menge (AU B)A(A U C) ist.

3.7 Beweisen Sie unter Verwendung der Gesetze der Mengenalgebra die folgenden Behaup-
tungen:
(@ ~(ANn~B)UB=~AUB
b) ~(~AN~(BUC))=AUBUC
() (AUBUC)N(AU~BUC)N~ (AUC) =1



3.4 Ubungsaufgaben Gruppe 3

d (A-B)—C=A—(BUC)
(&) ANAANA=A

Der Operator * sei definiert durch: 3.8
AxB =~ (ANB).
Zeichnen Sie das Venn-Diagramm, das A * B entspricht.
Beweisen Sie unter Verwendung der Gesetze der Mengenalgebra die folgenden Behaup-
tungen:
(a) AxA=~A
(b) (AxA)x(BxB)=AUB
(© (AxB)x(AxB)=ANB
(a) Zeigen Sie mit der Hilfe von Venn-Diagrammen, dass fiir endliche Mengen A, B 3.9
und C gilt:
|[AUBUC| = |A|+|B|+|C|—|ANnB|—|BNC|—|ANC|+|ANBNC|
(b) Studenten, die an der Universitdt von Poppleton im ersten Jahr Informatik studie-
ren, konnen eine Reihe von Wahlfichern belegen. Im vergangen Jahr wihlten 25
Studenten Rechnungswesen, 27 Studenten Betriebswirtschaft und zwolf Studenten
Touristik. Es gab 20 Studenten, die sowohl Rechnungswesen als auch Betriebswirt-
schaft belegten, fiinf Studenten, die Rechnungswesen und Touristik wéhlten, und
drei Studenten, die Kurse in Betriebswirtschaft und Touristik besuchten. Kein Stu-

dent belegte alle drei Wahlfédcher. Wie viele Studenten haben wenigstens ein Wahlfach
belegt? Wie viele der beteiligten Studenten haben nur Touristik belegt?

Was lisst sich iiber die nicht leeren Mengen A und B sagen, wenn A X B = B x A? 3.10

Nicht leere Mengen A, B und C erfiillen A x B = A x C. Folgt daraus notwendigerweise,
dass B = C'? Erklédren Sie Thre Antwort.

Beweisen Sie die folgenden Behauptungen fiir beliebige Mengen A, B und C" 3.11

(a) Ax(BNC)=(AxB)N(Ax ()
(b) (AUB)xC=(AxC)U(BxC)
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3.12

3.13

Die Potenzmenge ((A) einer beliebigen Menge A ist die Menge aller Teilmengen von A.
Anders gesagt ist p(A) = {C : C C A}.

Bestimmen Sie p(A) fir A = {1,2,3}.
Beweisen Sie, dass p(A4) N p(B) = p(A N B) fiir beliebige Mengen A und B.

Zeigen Sie anhand eines Beispiels, dass p(A) U p(B) nicht notwendigerweise gleich
p(AU B) ist.

Sei die Universalmenge durch S = {1,2, 3,4, 5,6} gegeben. Schreiben Sie die charakte-
ristischen Vektoren von A = {1,2,4,5} und B = {3, 5} nieder.

Bestimmen Sie die charakteristischen Vektoren der Mengen A U ~ B und AA B, und
schreiben Sie dann die Elemente der beiden Mengen nieder.

ZUSAMMENFASSUNG

Eine Menge ist eine Zusammenfassung von Objekten, die Elemente der Menge heifen.
() bzw. {} bezeichnet die leere Menge, und U bezeichnet die Universalmenge.

N ={1,2,3,...} bezeichnet die Menge der natiirlichen Zahlen.

Z = {1,£2,43,...} bezeichnet die Menge der ganzen Zahlen.

Q = {p/q : p, q ganze Zahlen, ¢ # 0} bezeichnet die Menge der rationalen Zahlen.
R = {alle Dezimalzahlen} bezeichnet die Menge der reellen Zahlen.

Eine Teilmenge einer Menge S ist eine Menge A, fiir die gilt: Wenn x € A, so ist
z € S. Dieses Verhiltnis wird mit A C S bezeichnet.

Zwei Mengen sind genau dann gleich, wenn jede der beiden Mengen Teilmenge der
anderen Menge ist.

Die Vereinigung zweier Mengen A und B istdie Menge AUB = {z : z € A oder z €
B}.

Die Schnittmenge zweier Mengen A und BistdieMenge ANB = {2z : 2 € Aund z €
B}.

Das Komplement einer Menge B beziiglich einer Menge A ist die Menge
A—B={z:x € Aund x ¢ B}.



Das Komplement einer Menge A (beziiglich der Universalmenge U) ist die Menge
~A={x:x¢ A}

Die symmetrische Differenz zweier Mengen A und B ist die Menge
AAB={z:(r € Aundz ¢ B) oder (zr € Bund z ¢ A)}.

Mengen und Operationen auf Mengen erfiillen die folgenden Gesetze der Mengen-
algebra:

Assoziativgesetze
AU(BUC)=(AUuB)UC ANn(BNnC)=(AnB)NnC
Kommutativgesetze
AUB=BUA ANnB=BnA
Identitéitsgesetze
AUup=A ANU=A
AUU=U ANP=10
Idempotenzgesetze
AUA=A ANA=A
Distributivgesetze
AN(BUC)=(ANB)U(ANCQC) AU(BNC)=(AUB)N(AUCQC)
Komplementgesetze
AU~ A=U An~A=10
~U=0 ~p=U
~(~A)=A ~(~A)=A
de Morgansche Gesetze
~(AUB)=~AN~B ~(ANB)=~AU~B

Die zu einer Mengenidentitiit duale Identitit erhilt man, indem man N und U sowie ()
und U gegeneinander austauscht.

Die Michtigkeit (Kardinalitit) einer endlichen Menge S ist die Anzahl der in S ent-
haltenen Elemente und wird mit |.S| bezeichnet.

Das Prinzip von Inklusion-Exklusion besagt, dass
|AUB| = |A|+|B|—|AN B].

Das kartesische Produkt zweier Mengen A und B ist die Menge
Ax B={(a,b):a€ Aund b € B}.
Elemente von A X B heiflen geordnete Paare.

Die Menge R x R bzw. R? heit kartesische Ebene.

Eine Bitkette (der Linge n) ist ein Element von B", wobei B = {0, 1}.
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3.5 Anwendung: Wissensbasierte Systeme

Ein Expertensystem dient der Verwahrung der Kenntnisse und der Erfahrung von Experten
in einem bestimmten Bereich. Dies geschieht durch Aufbau einer Wissensbasis bekannter
Fakten und einer Menge von Inferenzregeln. An das System gerichtete Anfragen konnen
dann unter Riickgriff auf die Wissensbasis abgeleitet (oder direkt beantwortet) werden.

Wir bauen ein einfaches Expertensystem auf, DIE KONIGLICHE FAMILIE, um Anfragen zu
britischen Konigen und Koéniginnen ab Georg I. und deren Familien zu beantworten.

Zunichst stellen wir eine Liste von Fakten bereit, wobei wir die Pradikate Elternteil und
Gattin verwenden.

Elternteil(Georg 1, Georg 2)
Elternteil(Georg 3, Georg 4)
Elternteil(Georg 3, Wilhelm 4)
Elternteil(Georg 3, Eduard)
Elternteil(Eduard, Victoria)
Elternteil(Victoria, Eduard 7)
Elternteil(Eduard 7, Georg 5)
Elternteil(Georg 5, Eduard 8)
Elternteil(Georg 5, Georg 6)
Elternteil(Georg 6, Elisabeth 2)
Elternteil(Victoria, Alice)
Elternteil(Alice, Victoria Alberta)
Elternteil(Victoria Alberta, Alice Mountbatten)
Elternteil(Alice Mountbatten, Philip)

Gattin(Sophie, Georg 1)
Gattin(Wilhelmina, Georg 2)
Gattin(Charlotte, Georg 3)
Gattin(Caroline, Georg 4)
Gattin(Adelaide, Wilhelm 4)
Gattin(Victoria, Albert)
Gattin(Alexandra, Eduard 7)
Gattin(Victoria Maria, Georg 5)
Gattin(Elisabeth Koniginmutter, Georg 6)
Gattin(Elisabeth 2, Philip)

Wir definieren, dass Elternteil(x, y) bedeutet: x ist ein Elternteil von y und dass Gattin(x,
y) bedeutet: x ist die Gattin von y. Dies ist die gebrduchliche Verwendung von Pridikaten
in Programmiersprachen wie PROLOG.



3.5 Anwendung: Wissensbasierte Systeme

Um Informationen zu gewinnen, miissen wir in der Datenbank recherchieren, indem wir
Fragen stellen. Fragen wir beispielsweise: ,War Georg 1 ein Elternteil von Georg 37, so ist
die Antwort nein, da Elternteil(Georg 1, Georg 3) nicht in der Liste von Fakten enthalten
ist.

Anfragen werden in der folgenden Form geschrieben: ? — Prddikat. Dabei wird von allen
Variablen, die auftreten, angenommen, dass sie mit einem Existenzquantor verbunden sind.
Zum Beispiel entspricht ? — Gattin(x, Georg 4) der Anfrage: ,Hat Georg 4 eine Gattin?".
Die Antwort lautet ja, da sich mit x = Caroline ein Faktum aus der Liste ergibt.

AUFGABE 1

Bestimmen Sie die Antworten auf die folgenden Anfragen:

(a) ?— Gattin(Elisabeth 2, Philip)
(b) ? — Elternteil(Sophie, Georg 2)
(c) ? —weiblich(Caroline)

(d) ? — Gattin(Philip, Elisabeth 2)

LOSUNG

Nur fiir (a) lautet die Antwort ja, da es die einzige Anfrage ist, die einem Eintrag aus
der Liste von Fakten entspricht. Es ist zu beachten, dass die Antwort nein bedeutet, dass
der betreffende Eintrag nicht in der Liste von Fakten enthalten ist.

Um ein wissensbasiertes System mit seiner Leistungsfahigkeit beim Losen von Aufgaben
auszustatten, fithren wir Inferenzregeln ein. Eine Inferenzregel definiert, ausgehend von den
Pridikaten, die in der urspriinglichen Liste von Fakten vorkommen, ein neues Pridikat.
Antworten auf Anfragen beziiglich der neuen Pradikate konnen dann aus der Liste von
Fakten abgeleitet werden und generieren auf diese Weise neue Informationen.

In dem System DIE KONIGLICHE FAMILIE scheint es offensichtlich, dass das x in
Gattin(x, y) weiblich ist. Dies wird formal in der Inferenzregel (1) definiert, die besagt:
,Wenn x die Gattin von y ist, so ist x weiblich®.

(1) weiblich(x) aus Gattin(x, y)

Ahnlich fithren wir die Regel (2) ein, die das Pridikat Gatte definiert. Dieses Pridikat
besagt: ,Wenn x die Gattin von y ist, so ist y der Gatte von x*.

(2) Gatte(y, x) aus Gattin(x, y)
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AUFGABE 2

Wie dndern sich die Antworten auf die Anfragen aus Aufgabe 1? Beantworten Sie die
folgenden weiteren Anfragen:

(e) ? —weiblich(Alice Mountbatten)
(f) ? — Gatte(Albert, Victoria)
(g) ? — mdnnlich(Albert)

LOSUNG

Aufgabe 1 (¢) wird nach Anwendung der Inferenzregel (1) auf den in der Datenbank
enthaltenen Eintrag Gattin(Caroline, Georg 4) mit ja beantwortet.

Die Antwort auf (e) lautet nein, da Alice Mountbatten in der Liste nicht als Gattin von
jemandem aufgefiihrt ist.

Die Antwort auf (f) lautet ja, und zwar aufgrund von Gattin(Victoria, Albert) und Infe-
renzregel (2).

Die Antwort auf (g) lautet nein, da das Priadikat mdnnlich noch nicht definiert ist.

Eine geeignete Inferenzregel, die der Regel (1) dhnlich ist und Informationen iiber minn-
liche Familienmitglieder ergibt, lautet:

(3) mannlich(x) aus Gattin(y, x).
Eine geeignete Inferenzregel, um Informationen iiber S6hne zu erhalten, lautet:

(4) Sohn(x, y) aus (mdnnlich(x) und Elternteil(y, x)).

AUFGABE 3

Beantworten Sie die folgenden Anfragen:

(a) ? — mdannlich(Wilhelm 4)

(b) ? — Sohn(Wilhelm 4, Georg 3)
(¢c) ? - Sohn(Wilhelm 4, Charlotte)
(d) ? —Sohn(Eduard 8, Georg 5)




3.5 Anwendung: Wissensbasierte Systeme

LOSUNG

(a) Ja— aufgrund von Gattin(Adelaide, Wilhelm 4) und Inferenzregel (3).

2

(b) Ja—aufgrund von Elternteil(Georg 3, Georg 4), Aufgabe 3(a) und Inferenzregel
.

Die Antwort auf (c¢) und (d) lautet nein.

Man beachte die Limitiertheit des Systems, die aufgrund der Antworten auf (c) und (d)
deutlich wird und die daher riihrt, dass sich das System an die vorgegebenen Fakten und
Inferenzregeln halten muss. Es werden nur Herrscher als Elternteile angegeben und ihre
Ehefrauen erscheinen als Gattinnen. Obwohl also Charlotte mit Georg 3 verheiratet und
Wilhelm 4 einer ihrer Sohne war, ist in der Datenbank nur Georg 3 als Elternteil von Wilhelm
4 aufgefiihrt, und daher kann die Inferenzregel (4) nicht zu einer bejahenden Antwort auf
Anfrage (c) fithren. Bei Anfrage (d) besteht das Problem darin, dass fiir Eduard 8 keine
Gattin aufgefiihrt ist, so dass die Anwendung der Inferenzregel (3) eine verneinende Antwort
auf die Anfrage ? — mdnnlich(Eduard 8) ergibt.

Wie wir gesehen haben, kann eine verneinende Antwort auf eine Anfrage bedeuten: ,Nicht
bekannt‘, wenn die in einer Datenbank vorliegenden Informationen unvollstindig sind, wie
es bei existierenden Expertensystemen hiufig der Fall ist. Durch Sorgfalt und Aufmerk-
samkeit bei der Formulierung von Inferenzregeln und bei der Auswahl der urspriinglichen
Pridikate lédsst sich dieses Problem teilweise beheben. Leider kann sich die Unsicherheit
bei der Interpretation von verneinenden Antworten auf die Interpretation von bejahenden
Antworten iibertragen, wenn der logische Operator nicht auftritt.

Betrachten wir zum Beispiel die folgenden, anscheinend sinnvollen Inferenzregeln (A) und

(B):

(A) ménnlich(x) aus Gattin(y, x)
(B) weiblich(x) aus (nicht mdnnlich(x))

Wir verwenden die urspriingliche Liste von Fakten mit den einzigen Inferenzregeln (A) und
(B) und betrachten die Anfrage ? — weiblich(Eduard 8). Die Anfrage mdnnlich(Eduard 8)
fiihrt zu einer verneinenden Antwort, und somit wird nicht mcnnlich(Eduard 8) ein durch In-
ferenz ermitteltes Faktum. Die Inferenzregel (B) ergibt fiir die Anfrage ? — weiblich(Eduard
8) eine bejahende Antwort! Es sind also vollstindige Informationen erforderlich, bevor Ne-
gationen zuldssig sind.
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AUFGABE 4

Formulieren Sie eine Inferenzregel, um Miitter aus DIE KONIGLICHE FAMILIE zu er-
halten. Mutter(x) ist in dem Sinn zu interpretieren, dass x entweder die Gattin eines
Elternteils von jemandem oder weiblich und Elternteil von jemandem ist. Wenden Sie
diese neue Inferenzregel zusammen mit der Inferenzregel (1) auf die urspriinglichen
Daten an, um so viele Miitter wie moglich zu ermitteln. Ist Thre Inferenzregel zufrieden
stellend?

LOSUNG

Die vorgeschlagene Inferenzregel lautet:

Mutter(x) aus ([Gattin(x, z) und Elternteil(z, y)]) oder ([weiblich(x) und
Elternteil(x, y)1)

Der Teil [Gattin(x, z) und Elternteil(z, y)] fiihrt auf Alexandra, Charlotte, Elisabeth
Koniginmutter, Sophie und Victoria Maria. Der Teil [weiblich(x) und Elternteil(x, y)]
fiihrt auf Victoria.

Die Inferenzregel fiihrt nicht auf alle Miitter, da die Datenbank unvollstindig ist. Bei-
spielsweise sind die Kinder von Elisabeth 2 nicht aufgefiihrt.

Auch wird der erste Teil der Regel Stiefmiitter als Miitter einbeziehen, und es wird zu
Problemen kommen, wenn ein Herrscher mehrere Gattinnen hat. Dies demonstriert die
Schwierigkeiten, die entstehen, wenn man versucht die reale Welt in einem einfachen
mathematischen Modell darzustellen.
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