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Kapitel 3
PUNKTE IN BEWEGUNG







Geometrie

Mathematik zum Anschauen

dieses Vierecks
ist ein Punk+t!

lch bin sozusagen der
Stuntman fur den
echten Punkt

Zu sehen ist er nicht, und wenn man die

Darstellung noch so sehr vergrofiern wiir-
de. Denn ein mathematischer Punkt hat

(‘ 2 keine Ausdehnung. Damit man sich aber
g ‘ F unk eine Vorstellung machen kann, machen wir

—O g ihn ein bisschen gréfler und zeichnen einen

mehr oder weniger dicken Batzer (in die-
sem Biichlein sogar ein kleines Wesen):

Alle Geometrie entsteht dadurch, dass
: Punkte sich bewegen
ole! ( Hier bin ich wieder!)

Der Punkt hat eine dhnliche Bedeutung wie die Zahl Null in der Algebra. Ohne
Punkt keine Geometrie. Weil der Punkt sich in keine Richtung ausdehnt, sagt man

\

auch, er habe die Dimension 0. Aber warte nur ...

T = 3,14159 26535 89793 23846 26433 83279 50288 41971 69399 37510 58209 53
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Eigentlich kann man auch
mich nicht sehen.,

Wenn sich der Punkt in eine Richtung bewegt,
entsteht etwas Neues: die Gerade.

Sie hat nur in einer Richtung eine Ausdehnung.

)
Deshalb ist sie unendlich diinn. Man sagt auch, =
sie habe die Dimension 1.
hWenn zwei von uns .‘..dann heipbe SW?
Punkten die Gerade an ich Strecke 3909
beiden Seiten begrenzen... o

Mit zwei Punkten ist eine Strecke eindeutig definiert. Damit man sich bequemer
iiber alles unterhalten kann, bekommen die Elemente in der Geometrie Namen. Sie

sind meist nur einen Buchstaben lang — wohl wegen der Schreibfaulheit der
Mathematiker.

ST Hem o, ke A

@cgkoss;: Buchstaben @ 20 ('
& a

[ch kann mich auch

in mehr als eine

Richtung
bewegen

Dann bildet der
sich bewegende, Punkt
eine Ebene

Die Ebene hat zwei Ausdehnungen, also zwei Dimensionen. Zweidimensionale

Geometrie ist ganz praktisch, denn sie hat genauso viele Dimensionen wie ein Blatt
Papier.

54 74944 59230 78164 06286 20899 86280 34825 34211 70679 82148 08651 32823
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Der Unterschied ist, dass die Ebene als abstrakte mathematische Idee unbegrenzt ist,
das Blatt Papier aber irgendwo anfangt und aufhort. Es ist sogar verschieden lang in
die beiden Richtungen.

Miss die Seiten dieses Biichleins ab; es misst ca. 21 cm in der Lange und ist 14,85 c¢cm
breit. Das ist das DIN-Format A 5.

Warum diese krummen Zahlen und warum A 5? Dieses Ritsel l6sen wir bei den
Gleichungen auf Seite 100.

Wenn ich eine fFigur
begrenze, heife ich

Eckpunk+

Jetzt wollen wir endlich was
Lustiges machen und

Hsuren bastelh

Y
WA
AATRAVRASNY

\\

§\§

N

A\

Eine ebene Figur mit nur zwei
Eckpunkten gibt es nicht.

Eine Figur mit drei Eckpunkten heif3t Dreieck.

haben den
gleichen Buchstaben

wie die gegenuber-
liegende Ecke,
nur In klein

06647 09384 46095 50582 23172 53594 08128 48111 74502 84102 70193 85211 55
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56

Meine leckeren
CO\ASchenkel sind
gleich Iang:

Von solchen Dreiecken gibt es etliche
Sonderformen.

Zum Beispiel das gleichschenklige
Dreieck.

Dreiecke konnen verwandt sein. Wenn wir das gleichschenklige Dreieck in der Mitte
falten, entstehen zwei deckungsgleiche Dreiecke. Der Fachmann sagt kongruente
Dreiecke. Das ist der héchste Verwandtschaftsgrad bei Dreiecken.

Wenn nur die Winkel gleich sind, heiflen die Dreiecke dhnlich.

Bei dhnlichen Dreiecken sind die Seiten
zwar nicht gleich, aber die entsprechen-
den Seiten stehen im gleichen Verhiltnis
zueinander. Das kann man in der Praxis

vielfaltig ausnutzen.

05559 64462 29489 54930 38196 44288 10975 66593 34461 28475 64823 37867
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Die Ahnlichkeit von Dreiecken lédsst sich zum Beispiel sehr schén zur Entfernungs-
messung verwenden.

Du stehst am Ufer eines Sees und wiirdest gern herausfinden, wie weit es bis zum ande-
ren Ufer ist. Denn du traust dir zu, 200 Meter weit zu schwimmen. Mehr ist dir zu
gefdhrlich. Entfernungen auf dem Wasser sind schwer zu schiitzen. Da siehst du am
gegeniiberliegenden Ufer mehrere Autos parken.

Hier kannst du den ,,Daumensprung“ und das Wissen tiber die Ahnlichkeit fiir die
Entfernungsmessung einsetzen. Das Verfahren beruht darauf, dass du jedes Auge
abwechselnd zukneifen kannst und dass du weif3t: Dein Arm ist 65 cm lang und
deine Pupillen haben einen Abstand von 6,5 cm.

Der Trick: Du schitzt die Lange einer Strecke am anderen Ufer und kannst daraus
berechnen, wie weit du von dieser Strecke entfernt bist.

Such dir zum
Vergleich eine Sache, ca.30 m
deren Mafie du % f '_“%{
kennst. Ein Auto /4’/% ! |
1

N

<

mit Parkabstand,
das sind ca. §m.

N
(.3
(/

Za

rechtes Auge  linkes Auge

Ein normal grofles Auto ist etwa 4,50 Meter lang. Mit Parkabstand rechnen wir der
Einfachheit halber 6 Meter. Dann sind 5 Autos grob gerechnet 30 Meter.

ca. 6,5m ¢

83165 27120 19091 45648 56692 34603 48610 45432 66482 13393 60726 02491 57
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Das Dreieck, das zwischen deinem Daumen und deinen Pupillen ist, ist dhnlich dem
Dreieck vom Daumen zu den beiden Punkten der Autoschlange, die dir der
Daumensprung angibt. Den Verhaltnisfaktor aus dem ersten Dreieck kannst du aus-
rechnen: 65 cm : 6,5 cm = 10.

Die geschitzte Linge des Daumensprungs ist 30 m. Da die Dreiecke dhnlich sind,
muss die Seebreite ca. 300 m sein, damit der Verhiltnisfaktor der Seiten im grofien
Dreieck auch wieder 10 betrigt.

Der See ist also etwa 300 Meter breit — bei deinen Schwimmbkiinsten wire es also klii-
ger, den Teich nicht zu durchqueren.

In Zukunft musst du nicht mehr so ausfiihrlich rechnen. Du kannst dir einfach mer-
ken: Geschitzte Daumensprung-Strecke mal 10 ist gleich Entfernung.

MATERIALLISTE

Zurtick zu den geometrischen Figuren: Eine
ganz spezielle Sonderform eines gleich-
schenkligen Dreiecks ist das gleichseitige
Dreieck. Es hat drei gleich lange Seiten und
daher auch drei gleiche Winkel. Auf Seite 66
werden wir das brauchen.

Auch das rechtwinklige Dreieck ist ein ganz beriihmter Sonderfall eines Dreiecks.

Durch die Schwerkraft entsteht
zwischen meinem Seil und der
Erdoberflache ein rechter Winkel

Mathes
Zeichen
ist ein @

58 41273 72458 70066 06315 58817 48815 20920 96282 92540 91715 36436 78925
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Pythagoras von Samos hat sich um diese Dreiecksform in ‘:'W’A"L(

. . |
besonderer Weise verdient gemacht. {/ _/C %‘\))
Er erforschte einen Spezialfall des rechtwinkligen Dreiecks, 77

das schon bei den Baumeistern Agyptens verwendet wurde.
Steckte man das Seil mit den 3,4 und 5 Knoten, wie abgebildet,
in den Sand, entstand an einer Ecke stets ein bildschéner rech-
ter Winkel.

Hypofenuse

(griechisch ,das B}
'DarijbergespananC”) herausgefunden hatte, das dem &dgyp-

Pythagoras tiftelte, bis er das Gesetz

tischen Handwerkszeug zu Grunde

-—«1—-——L— lag. Er errichtete tber jeder der drei
i a > Seiten ein Quadrat. Die Quadrate der
,\ 2 beiden Seiten links und rechts vom

)
__‘Ka{-he{-en rechten Winkel sind zusammenge-

ety

<9riechisch zéhlt genauso grofd wie das Quadrat
sdas Lot”) tiber der langen Seite.

Das gilt fur alle rechtwinkligen Dreiecke, nicht nur fiir die praktische dgyptische
3-4-5-Knotenschnur: Aus der einzelnen Beobachtung ist der allgemeine Lehrsatz
des Pythagoras geworden. Er kann heutzutage ganz kurz und praktisch mit Hilfe
von Variablen geschrieben werden:

az+b? =c*

Das Dreieck, um das es
5eh’r, ist gleich viermal
gezeichnet
Es gibt iiber 100 verschiedene Be- D4 b

3

weise fiir diesen Lehrsatz. Einen 2

besonders originellen in Puzzle- / Q
form zeige ich dir hier. Cz /b’-

0 o

90360 01133 05305 48820 46652 13841 46951 94151 16094 33057 27036 57595 59
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60

Die Flichen der beiden Quadrate sind gleich grof3, denn die Seiten sind jeweils a + b.
Da beide Quadrate 4 mal dasselbe rechtwinkelige Dreieck enthalten, muss die Fldche
des schraffierten Quadrats links mit der Summe der schraffierten Quadratflichen
rechts tibereinstimmen.

Ist das nicht alles wunderbar einfach: Eine
Figur mit vier Eckpunkten heif3t — jawoll —
Viereck.

Hier sind die
gegen()berliegenden
Seiten paral!e(

Wieder gibt es allerhand Sondermodelle

— das Parallelogramm zum Beispiel.

Parallel sind Geraden,wenn sie
Uberall den gleichen Abstand von-
einander haben und
sich hie schneiden
(so sehr du sie auch

verlangerst)

= 1 7w e=1
e

Ein spezielles Modell eines Parallelogramms ist das Rechteck. Hier stehen die Seiten
rechtwinklig aufeinander.

Ein noch spezielleres Modell ist das
Quadrat. Es ist ein Parallelogramm mit

Am liebsten ™

" [
avs Schokolade!

vier gleich langen Seiten und vier rechten
Winkeln.

Das Quadrat ist die ideale Figur schlech-
hin und ist deshalb auch das Maf fiir die
Flachenberechnung.

91953 09218 61173 81932 61179 31051 18548 07446 23799 62749 56735 18857
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Weil die Mapeinheit mit-
multipliziert werden muss,

ich bin der
Quadratmillimeler,
for besonders genaue Leute

(geschrieben
cm?)

Damit kann man sehr praktisch die Flache eines
Rechtecks messen. Die Formel dafiir kennen wir
ja schon.

Aber wie kann man damit die Fliche eines Drei-
ecks messen? Hier hilft ein Trick namens
Flachenverwandlung.

".durch das Runterklappen
der beiden Seitensticke (33t
sich das Drejeck in ein

gleich grofdes Rechteck

verwandeln

Dazu wird das Dreieck auf den
Boden gestellt und seine Hohe
haibiert...

Die Flache eines Dreiecks ist also gleich der /\the h
Flache eines Rechtecks, das die Grundlinie als -

Lange und seine halbe Hohe als Breite hat.

Grundlinie g

52724 89122 79381 83011 94912 98336 73362 44065 66430 86021 39494 63952 61
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Wir schreiben das
natdrlich ganz
Schick als Formel

LA

Al(engl Area)l 17
ist Eﬂiesﬂéchc m J

Bei Fldchenberechnungen stoflen wir aber sehr bald auf Probleme. Es ist leider nicht
immer so, dass sich eine Flache als ganzzahliges Vielfaches einer anderen darstellen
ldsst.

Oder umgekehrt: Eine Fldche ist zum Beispiel doppelt so grof3 wie eine andere — das
gilt aber nicht fur die Seiten.

Schon die alten Griechen sind auf dieses Problem
gestofden.

Der gelehrte Sokrates hat damit den mathematisch
nicht vorgebildeten Sklaven Menon aufs Glatteis
gefiihrt: ,Ein Quadrat hat eine Seitenlinge von
einem FufS. Wie lang ist die Seite eines Quadrats
mit der doppelten Fliche? Natiirlich war die
Antwort zundchst: ,Zwei Fufs.“

Doch ein solches Quadrat hitte natiirlich nicht

die doppelte, sondern die vierfache Fldche.

Genial, gell ¢ Aber wie lang
ist jetzt die neve Seite 2

Der Trick des Sokrates: Er betrachtet
das Quadrat als vier gleichschenklig-
rechtwinklige Dreiecke. Noch mal die

I\

vier aufen angeklebt — und schon ist

i\

W

So lang das Quadrat mit der doppelten Fliche

wie die
DiagOnale,
des kleinen Quadrats

WL

da, auf der Spitze stehend.

[

.

I

62 24737 19070 21798 60943 70277 05392 17176 29317 67523 84674 81846 76694
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Doch dank Py-fhagoras lasst Sich
die neve Seite
berechnen:

auch im
DiN-Format /{T

Die neue Seite ist ganz offensichtlich nicht einfach doppelt so lang. Die zwei Seiten
konnen miteinander nicht durch ganze Zahlen verglichen werden. Das war fiir die
alten Griechen schon ein Problem (denn nur die ganzen Zahlen sind géttlich ...).
Die Losung ist wieder einmal eine
Zahl mit unendlich vielen nicht
periodischen Dezimalstellen.

Das regelmiflige 6-Eck besteht aus 6 gleichseitigen Dreiecken. So kann man weiter-
machen mit dem regelméfligen 7, 8,9, 10...-Eck bis zu unendlich vielen Ecken. Dann
gibt es nur noch Ecken und keine Seiten mehr. Nun ist das Ganze ein Kreis. So dhn-
lich musste wohl Archimedes gedacht haben, wie du zwei Seiten weiter sehen wirst.

h viel meh By
IaCE ti?ntfbg:kr;: bﬁfgj Cregelmag?e& é-EckD

05132 00056 81271 45263 56082 77857 71342 75778 96091 73637 17872 14684 63
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~ ~ Ichreise einmal um den Mittel-
punkt und bilde So den Kreis

Wie kann ich den Umfang eines Kreises

[mmer mit festem berechnen? Und wie kann ich seine Fliche

Abstand vom Mittelp unkt: messen? Das wirft Probleme auf.

Die Strecke, Einheit for
die Langenmessung,
ist gerade —
nicht gebogen...

~und das Flachen-
messquadrat hat
Ecken, die der
Kreis
nicht hat

Das ist die bervhmte

Quadratur des Kreises,
eins der gropen Probleme

4 der Mathématik

Fie mich nicht,
atsch! Meine
Kreise haben
immer kleine

/

Die Losung ist eine Formel mit einer Kon-
stanten, eben der Kreiszahl 1 (,,Pi“), die uns
schon seit laingerem im Fufitext begleitet. Der
Umfang eines Kreises ist das Doppelte des
Radius multipliziert mit dieser unbekannten
Zahl. Die Fliche des Kreises ist das Quadrat
des Radius (Radius mal Radius) multipliziert
mit 7.

64 40901 22495 34301 46549 58537 10507 92279 68925 89235 42019 95611 21290
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Pi ist 3,14459... sohab ichs
gespeichert. Aber wie Kommt
man avf diese Zahl?

Nur durch allmahliche
Anndherung. Krei und
eckige Figuren leben in

ge’rrcnn‘fen
welten

Der Grieche Archimedes lebte zu Beginn des

dritten Jahrhunderts vor Christus in Syrakus

Und T ist die \/erbindvng
der zwei Weten! Mancher
hat dieser Zahl Sein

Leben gewidmet

(Sizilien).

Als die Stadt von den Rémern erobert wurde,
saf$ der greise Mathematiker im Garten und
zeichnete Figuren in den Sand. Sein Leben
lang war er auf der Suche nach An-
niherungen fiir die Kreiszahl . Ein rémi-
scher Legiondr betrat mit festem Schritt den
Garten. Der Greis bemerkte, dass ein Fufi in
seine Linien tritt und er sprach die berithm-
ten Worte: ,,Store meine Kreise nicht.

Fast im gleichen Augenblick setzt das
Schwert des Legionidrs seinem Leben ein
Ende.

Wie weit wire die Mathematik heute, hitte er langer leben diirfen?

21960 86403 44181 59813 62977 47713 09960 51870 72113 49999 99837 29780 65
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Kreis im fahrrad- So funktioniert die Berechnung mit An-
niherung. Man konstruiert Vielecke mit 6,
12, 24, 48, ... oder noch mehr Ecken. Also
eine Art Rosette, die einem Kreis sehr dhn-
lich wird. Die Fliche der Dreiecke in der
Rosette lasst sich berechnen.

\“\\k&\\

™

AWMy

\\

O
3
(LI TS IVIATIATNSS

kv

l |‘\\

Bei einer Rosette aus sechs
Dreiecken ist die Be-
rechnung cles Rosetten-
R lumfangs U gleich
2vu sehen:

weil es 6 9!eichSeiH36
Dreiecke gind, ist der

Umfang 6:1= 6

Mit einer sechseckigen Rosette wird  noch sehr schlecht angenéhert.

o Das ergabe einen .hcch
o g 9? recnt ungenaver Naberurge
g —\2

_U—__Z__‘__J wert von
s LT (

Mit einem 12-Eck kommt man der Sache schon niher ...

Yeb.

Im Gegensatz zum 6-Eck miissen wir hier wirklich rechnen. Wir verwenden wieder
einen Kreis mit dem Radius 1. 7 ist dann der halbe Kreisumfang, wie die obere
Formel zeigt. Der Umfang des 12-Ecks ist 12-mal die Seite. Um die 12-Eck-Seite zu
berechnen, brauchen wir zweimal die Formal von Pythagoras.

49951 05973 17328 16096 31859 50244 59455 34690 83026 42522 30825 33446
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Schon, nach Pythagoras + c2=a%+p2
berechnen wir erst dieses P =(:L>7-+ he
Dreieck: Zz

- -]
D he=1-4

i
’44/

Das ergibt einen
Néherungsweff for T
von immerhin

29 . 4|25 = 3,1058..

3% ;,/ musst diese Rechnere jetzt hicht
p Unbedingf verstehen. Du solltest nur
@enj wie verzwick? alles ist

Erst bei ziemlich vielen Ecken wird der Ndherungswert annehmbar genau.

Feinstarbeit! Noch genauer wird es, wenn man mit zwei Vielecken
arbeitet, die den Kreis auflen und innen umgeben:
Auflen und innen um den Kreis herum wird jeweils

eine Rosette gezeichnet und berechnet. Der Umfang

des Kreises muss zwischen den Umfiangen der bei-
ng? den Rosetten liegen. Je mehr Ecken man den Roset-
% ,\3 ten gonnt, umso genauer wird das Ganze.

85035 26193 11881 71010 00313 78387 52886 58753 32083 81420 61717 76691
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Archimedes fing ebenfalls mit einem

Sechseck an. Er verdoppelte diesen 117-2—
Wert viermal (bis zum 96-Eck) und 20099
engte den Wert von m damit auf das
, le
7////// //7\ Ach

Intervall von 3;—? bis 3% ein. Bis Mitte
des 17. Jahrhunderts griffen fast alle
Methode zurtick. - 3,4408‘!5 =3, 142 857
T ist eine Zahl mit unendlich vielen

Irgendwo
dazwischen

. i |
Versuche, ™ zu berechnen, auf diese thJr es.

Dezimalstellen. Du findest die ersten Archimedes: 34418674
1000 am unteren Rand dieses Kapitels. Tatsachlich: 3,4445926

Zur Veranschaulichung, wie wahnsinnig eine derart hohe Genauigkeit von 7 ist, fol-
gende absurde Handwerkergeschichte:

Stell dir vor, du bekommst von der amerikanischen Regierung den Auftrag, einen
Edelstahlring um unser gesamtes Milchstraflensystem zu legen (der Zweck dieses
Unternehmens ist strengste Geheimsache!). Der Ring muss dufSerst prézise sein und
auf einen millionstel Millimeter genau stimmen. Bevor du den Auftrag annimmst,
solltest du ausrechnen, ob der Edelstahlvorrat unseres Planeten iiberhaupt ausreicht

47303 59825 34904 28755 46873 11595 62863 88235 37875 93751 95778 18577
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und willst natiirlich auch noch ein paar duflerst genaue Berechnungen und Pline
beilegen. Wie viele Nachkommastellen von 1 wirst du benétigen, damit das Stiick
auch wirklich auf den millionstel Millimeter genau berechnet wird? Allerhéchstens
35 Stellen!

Da kannst du mal sehen, welche absolut au8erirdische und sogar auf3ergalaktische
Genauigkeit in diesem preiswerten Biichlein steckt!

Beispiel 3.1: Deine Daumenbreite als Entfernungsmessgerdt

Beispiel 3.2: Die Kunst der dgyptischen Pyramidenbauer — weitere
Knotenschniire

Beispiel 3.3: Die Mondchen des Hippokrates

80532 17122 68066 13001 92787 66111 95909 21642 01989 — die ersten 1000 69
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