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/�� ����������� ��� ���� ����� ��� ������������� ����.��� ��� ���+�
��� �������������� ���� � ��� 4���� ���	� ��� ����������	�� ?���
�������� �� ���&����$ /�� 
���� ��� ����������	�� (������� ���
����� ������	��� �����	���� �� ������������$ ��� ���� ��� ����������
�	�� (������� ���� ������������ ���� ���� ��������� ������������
���� ��� ������������ �� �� &����������� ��������� ����� ��� ���
������������ ���&����	� ���	�����$

��� ������������ ���� ��� �� �� ������ ��� �������� (�6�
����� ���� 3�������� ���	����.���$ %�� ��� �������� ����� ��	����
�� �	������� ��� ��� 
���� ��� ����������	�� (������� �� ���� ����
������� ��� �������� ��� ������ ������� �	�� &��� ���	������
�����$ �������� ���� � ������ "�	� ��� /��.���� � ��� 0������ ��
������� ��� ����������	�� ���������� ������� �� �:��������	� �
����� ���������������� �� "����	� ��� ������� �� �������� �����
������ ��� ����������� ��� ������������ �������� ���������� �����$

06���	�������� ������� ��� ������������ %6����� ��� ����� 3�����
�� ��� ��� � ���� ������ x �������� ������� ������������ ���
������� #����������� � ��� ?��� �� '���	���� �� 3����	���
�� ��.�� ����$ ���	� !��� �� x �&��� ��	� ��� %6���� ������$ ���
�������� ��� %6����� ���� ���	� ��� ������ -��������� f �������� ���
�� x ���&�� �� ��� ���	� ��� �������� !��� �� x ��������� �����
����$ �� ?���� ���� ������������������ �.��� ���� �� ��� ����������	��
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(������ �� ?���������� f(x) ���� ���� x �� �������� ��� #������
������ ��� ?���

fi(x) ≤ 0 �.� i ∈ I1,
fj(x) = 0 �.� j ∈ I2,
x ∈ B.

��.��$ !�� �	������ �.� ������ (������ ����

inf f(x)

x : fi(x) ≤ 0 �.� i ∈ I1,
fj(x) = 0 �.� j ∈ I2,
x ∈ B.

,��� ��� I1 �� I2 ���=���� ���:���� ���	�� ��� 3����	����� ��
'���	������������ )����&���* �� B ��� �� "����	� ��� ��� f ��
���� fi 7i ∈ I1 ∪ I29 ��� ������ ?������ ��2���� ���$ ���.��� ����� ��
�� ��� ,���� �� B ������� "������� ���	������ ��� x ��.��
���� ��� ��	� �	�� ��� <�=����� �� "������� � ��� ?��� ����	���
'���	���� ���� 3����	���� �	������ ����� 7��� �$"$ '��������������
�������� �.� ������� <������� �� x9$ ��� ?����� f ���+� ��������	
���� ��� fi �� ��� ���� B �����2����� ���������������� 74����������9$
8���� ������ x ��� ��� #����������� ���.��� ���+� ��������� � ����
��� (�������$ ����� "����	��� ��� ��	� �������� �����.����� ��	� ��
)���&������ (���* �������	�� �������� �&��$ /�� ���&����� 
���� ��� ���
�� � ��� 4���� �	�� ��� �������	� ����	��� 
���� ��� (�������$ 
�������
����� ��� !"��#��� ���� �����	���$ ������������� ��� ���� ���=����
���&����� 
����� ���� !��� f(x) ������ ���$
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��� ������ ��������	����� ���� �� ��� ����������	�� ?���������� ���
��������������� ���$ /� ������� ��	� ��� ����� 
��������� �� ���
��	��� ��� ������������ ���� ��� #&����� �.� ��� ������������$ !��
���	��&�� �� � ������ "�	� ��� �� ?��� ���� ��� ������ x ��� 3�
������ ����	���������� ��� x ∈ �n B ⊂ �

n �� ���� �� ����	�
����� #����������� �� ���	��� ��� �$�$ ��	� ��� ���:���� I1
�� I2 ��� ����	� ���� I1 = {1, . . . , p} �� I2 = {p + 1, . . . ,m} ���
0 ≤ p ≤ m < ∞$ !�� ������� �� ��� ������� (������ �.� ��� ��	� ���
"����	��� ��$%��������� &
�����##' 7#
(9 �����.����� ��� 7��������
�&�� )�	��������� �����������������*9J

(NLP )

inf f(x)
x : fi(x) ≤ 0 �.� i = 1, 2, . . . , p,

fj(x) = 0 �.� j = p+ 1, p+ 2, . . . , m,
x ∈ B.



�"# !�	�����	
 ��	 	������	����	 ���
�����	 #

���	� ��� /��	��&��� ��� x ∈ B ⊂ �n �� ��� ����	�� ���� I1 
I2 �	����+� ��� ���������� �� ������� ������� ��� ��� ���	��
�$"$ x ��� ������� ?����� ��� 7��� ������� �� �&����� %���������
������9 ���� ��� ���	�� ��� ����� ��� #����������� �	�� ����	�
��� 7������2��� (��������9$ /���� �����	��� ��� ���� ��� ��� "�������
�� (������� ��� ��� )�����	������� �����������* �� ������� ����	������
-���������� ������� �� ���.	���	����� ���$

��� NLP � ��� ����� ?��� ��� �������� �	� ���� �������� �� �� ����
���� �������� (������� ������ ������������ ��������������� �� ����$ %�
��	�� ������ ��� "���	��� ��

inf
x∈[0,1]

f(x), ��� f(x) := sin
1

x+ ε
+ cos

1
(x + ε)2

�.� =���� ����� ε ∈ (0, 10−200) ���+�� %	������������ 7� ������ "������� ���
p = m = 0 B = [0, 1] ⊂ �

19 ������ f ��� B �����	� ��� ��1����������
��� �� �� ���� ������ 3������ ���&�� �� ��� )���&����� "����	�*
[0, 1] ������� ���$

!�� ����� ������ ��� ��� ����� �� ���� ��� ?������ f �� fk 
1 ≤ k ≤ m ��� ��� ����

S := {x ∈ B | fi(x) ≤ 0 �.� 1 ≤ i ≤ p, fj(x) = 0 �.� p+ 1 ≤ j ≤ m}

��� ���&����� 
����� �� (NLP ) ��� ������ ?������ ��2���� ��� �.��
��$ ��� (NLP ) ������������ ��� ������� ��	� #�%����(�� ������������
��������$ %�� ������� ��� ?���

inf {f(x) | x ∈ S},

����� f(x) �.� x ∈ S ������ 
���� ���� ������� �������������������

f(x) := inf
y∈Sx

φ(x, y)

��� ����� ���&����� ���� Sx ����� �� x ���&�� ��$ "�� ����� (���
����� �� ��� -��������� f ���� ������� ���5 ��� �� ��	� �.�
��1����������� φ �	�� ��1���������� ��� �� ������ ��� ��2�����������
{x | infy∈Sx φ(x, y) ∈ �} ���� �	�� � ������ ����� ���$ !�� ����� ������
���� ���	�� ������������������� � ������ "�	� �	�� �������$
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?.� �� /����� �� 
������������� �� ��� "��������� ����� 
��������&�
������� ��� �� ���	��&+�� �	�������� (�������� � ������� <����� ���
�������$ ?.� =��� <����� �&��� ��	� �� � �������� 4���� ����� �
��� ���� �� ��� 
���� ��� ������	���� (������� ��� ������� ����
��� ����	�� ��$ "�� ���� ������� NLP ��� � ��� 4���� ��� �������
%������� ������� ���� ����� ��� ���	� ��� 
������������� ���������
����$ /�� ����� /������� ��� �	�������� (�������� ��� ��� �������J
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>9 ��$%�������������� ����#�������"�����#� �$�$ p = m = 0 B = �n$
@9 ������� 
�����##� �$�$ f �� f1, . . . , fm ��� �M �� B = �n$
A9 )��*�+� 
�����##� �$�$ f �� f1, . . . , fp ��� ����:� ?������ 7�$

��2���� @$C$@9 fp+1, . . . , fm ��� �M �� B = �n$
B9 ,������ ��$%�������� 
�����##� �$�$ f �� f1, . . . , fm ��� ��� �n ��1��

��������� �� B = �n 
C9 )�#���������$%� -��������. 
�����#�$ ����� ����� ��	� �&�2� ��� �����

�� (�������� ���������� ��� ��� B �= �
n ��� �� �$"$ �� ���	��

x ���&�� �.� ��� ������� <������� xi ��������� ��� ���� �	�
���������� � {0, 1} �����$

��� ����� <����� ����� �� ��� �������&���� '�����������$ ���
�������� ��� �� ������ ��� ���� ��� ���������1 ��� �����������	��
(������� ��������������� <����� � ������� 3��������� ���������� �.�
���	�� =������ ��������� 
������������� ����	���� ����� ���$

��	� ��� ��� �������� '����������� �	�� ���=��� ���� ��� �� ���
?���������� ��� NLP ���&��5 �$"$ �� ��� "������ ���� B �� ����
	�� x ���&�� �.� ��� ������� <������� xi ��������� ��� ���$ �
{0, 1} ����� ��	� ���	� ��� #����������� fp+i(x) := sinπxi = 0 ���$
fp+i(x) := x2

i − xi = 0 ������� �����$ ��� ����� !���� �&��� ��	� �� �������
��� (������ ����� ��� �� ������� �	��������� (������� �	������$ /����
�&��� ��	� ���	� /��.���� �������� �������� �� ?������ ��� -��� ���
3����	����� �� '���	��������������� &���J %� ��� �$"$ ��� 3�����
	��� fi(x) ≤ 0 &K������� ��� '���	��� fi(x) + x̄2

i = 0 ����� x̄i ��� ���
�������� ���$ ��	� ��� ������� '���	��������������� ���� f1(x) = 0 
$ $ $  fk(x) = 0 �� ���� '���	��������������

f1(x)2 + · · ·+ fk(x)2 = 0

�������������� �����$ � �� ����������� ?&��� )�����* �� ����
���	� ���	�� 3�������� �	��� ���� ��� ��� (������ �	�� ����	��� ��
���� ���$ ��� 3������� ���������	�� ���� ��� ?���������� ���� ��� (���
���������� �	�� ����� ���� ������ ���$

��� ������ 

!�� ���	�&����� �� � ������ "�	� �������� ��� ��� )������� ��������
���* ���� � ������ 
��� ��� �� <����� >9 ��� B9$ ����� ���������� ���
�� ��� ��� "�������� ������� �����$ !�	����� ������� ��� <�����
C9 �$�$ ��� �����������	�� ���������� 2��� �� �$"$ � ��� �������
��� �� �� !����	�����������	����� �&���� ��� ������� �.� �������
������������������� ��� ��� �� �������������	����� �����$ ��	�
��������	� �����	����� ��	� ��� 
��������&�� ��� ��� ������� �� ���
�����������	�� ����������$ ����� �������� ��� � ��� ������� ��������
��� ��������� ����� ������ ��� ������ �����:������� ��� -�������
��� �� ��� #����������� ���� ��� ���������&���������� �������



�"% &�� '	��	(�	
 �	 (�� ���)� %


������������ P ��� �$"$ ��� #������������� ��� ��� %	����$ �������
�� ��� � ��� �����������	�� ���������� ��� /����� ����� ����
�&�2� ���	��	�� ���&���� )(���������������* ����� ����	����+���� �� /��
�	����+��������$ <����������	�� (������� ��� �� ��������� �	�������
��� �� ���� �� ������� �	�� ����� ��� ����� �� 4�	���	������ ���
�:�������� ��� ��� ����� ��� 3������ �&	���$ !�� ��� ���� ����� 
����� ��	� ��� �� (������� ��� <����� @9 �� A9 �������	� �	�������
���������� 2�� ���	�� �� �	�������� ?��� ��� ����� �� 4�	���
�	������ ������� ��� ���6����� �� ��� ����� ��� 3������ ��
��� ����� ��� #����������� ���&��$

/� ��� �� ����� ����	� ������: �������� (�&��� ��� ����� ������
���$ (������� ��� <����� @9 ��� 7
����� (��������9 ��� ���� �M����
������ �����$ %����� �� ��� ������ (������� ���� �	� ���&����	� )����
����	��* ���� �� ������� ��� ������ -���� 7B = �

n9 �� �	� ����
-���� 7B = �n9 ���&��� ��� ��� (������ 7��� ������� ������9 �	�� ����
�M���� ������$ -��� ������ "�	��� ��� ����� ��	� �� 
���� �.� ���	�� P ��
����� P )�������	����* �� �������������$

������� ���� �� ���� )����* ������� �� ��������� �����������	��
(������� �� ����$ ,��� �����	�� ��� �� �������� ��� ��� �� �� �
)�������� ������������* -��� ����� ��� 
���� ��� ��������� (������� 2�
�� ��$ ��������� ���� ��� ��	� �����	���� /���	���� �� N���
��	������� ���� �.��� ���� ��	� �����������	�� (������� �������������
�M���� ������ �����$

��! "�� ���
�	��� � 	
� ���#�

!�� �	����+� ����� ���	���� ��� ���� "������� �� �� %	������������
��� ��� ������ ��� ���������� � ��� (��:��$

��� ������������� ��� ������ �������� �� � ������ "�	� �� �
����.����� ?��� ����������� �����$ ����� ���	�� ������ � ��� ��������
������ �	� ���� �������	�� (������� ���������� ��� ��� �������� ���
������� �. �������� %������� ��� /��������� 7��� ��� ��� �����������
��� ���� �� 
���� ���� ��������� ���	�� ������� ����9 �� ��� ��� "������
�	��� �� 4�����������$ 7/� ������	��� "������� �.� ��� "������� ��
4����������� ��� �$"$ ��� /��	���� ���� ���������	�� (�������4�����
� ���� ���������	�� %�.������ �� '�������� >DD> ��� ��� 4���������
��� ���.	����.��� ���$9 !�� ��� ��&��� ���� ����� ���1� ����	�� 0������
�� (��:�� ��� ��� 
.	�� � ��� %�� ���� ��� �������� �.� ��� �� ���
����� )������	���*�
������� ������� �� ��� �	�� ��� �������� ��� ���
� ��� (��:�� ��� �	������� 
�������� ��������$ ���������� ��� �����
����&�	���	�� �������� ��� �������	� ������ ��� �� �� ������� ��$

06���	� �.� ������� � ��� �������� ��� ������� (����J /��
��� -������������ ��� ����� ��������� �� ��� /��������� � ��



* � !�	�����	


���������� 0���� ��� �������$ ��� (������� ��� �� ��� ����������
��� ��&	��� ����	���� ���.��� �&�2� ���� -��	� �	�� ���� ��	� ��� (���
����������� �&���� ��� (�����������	���� &���� ���� ���� �	�� ����
������������� ����� ����$ /�� �������� �� Q������ �� �����
(������������� ����� ������� ���5 ��� (������� ���� ����� ��
���� � ���� ��� ����������� �� �����	��� ������� �� .�����	����	�
������������ ���$ ��� (������� ���� ��� ����� (�������� ����.���
����� �� ��� �� ����&��� ������� (�������� ��� �	�� ����� ����
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