Einstein’sche Gravitation

2 EINSTEIN’SCHE GRAVITATION
2.1 Spezielle Relativitatstheorie

Newtons Gravitationstheorie hatte als fundamentale Theorie der
Gravitation tber zwei Jahrhunderte lang Bestand. Auch heute wird
sie noch als Naherungstheorie mit Erfolg angewandt. Die Notwen-
digkeit einer Abanderung wurde erst lber einen Umweg erkannt
—den Elektromagnetismus. Wie kam es dazu?

Das von Galilei eingeflihrte Relativitatsprinzip postulierte die
Gleichberechtigung aller Inertialsysteme, also aller Systeme, die sich
gegeneinander mit konstanter Geschwindigkeit bewegen oder um
einen konstanten Betrag zueinander verdreht oder verschoben sind.
Die Gesetze der Elektrodynamik und insbesondere der Optik schie-
nen jedoch zu zeigen, dass es ein ausgezeichnetes Bezugssystem
gibt — ausgezeichnet dadurch, dass sich das Licht dort in alle Rich-
tungen (d.h. isotrop) mit der Geschwindigkeit c~3-10° Meter pro
Sekunde ausbreitet. Die Grundgleichungen der Elektrodynamik - die
Maxwell'schen Gleichungen —zeichnen namlich durch ihre Form die-
se Geschwindigkeit aus. Man hat dieses bevorzugte Bezugssystem
als »Ather« bezeichnet. Da man sich im 19. Jahrhundert die Ausbrei-
tung von Wellen wie diejenigen des Lichts nur innerhalb eines Medi-
ums vorstellen konnte, wies man dem Ather trotz seiner offensicht-
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lichen Unsichtbarkeit einen materiellen Charakter zu. Wie die bereits
1728 erfolgte Entdeckung der Aberration durch James Bradley — die
Verschiebung der Sternpositionen aufgrund der Geschwindigkeits-
anderung der Erde (nicht ihrer Ortsénderung) bei ihrem Umlauf um
die Sonne — zeigte, wird ein moglicher Ather nicht von der Erde mit-
gezogen. Es sollte also moglich sein, die Bewegung der Erde durch
den Ather dadurch festzustellen, dass sich die Lichtgeschwindigkeit
auf der Erde abhangig von der Bewegungsrichtung andert.

Die Vergeblichkeit aller Versuche, einen Ather nachzuweisen, hat
Albert Einstein 1905 dazu bewogen, eine Theorie zu entwickeln, die
Relativitatsprinzip und Elektrodynamik miteinander in Einklang
bringt — die Spezielle Relativitdtstheorie. Er schreibt dazu: »Die spe-
zielle Relativitatstheorie verdankt ihre Entstehung den Maxwell-
'schen Gleichungen des elektromagnetischen Feldes. Umgekehrt
werden die letzteren erst durch die spezielle Relativitatstheorie in
befriedigender Weise formal begriffen.« Die Spezielle Relativitats-
theorie beruht auf den beiden Postulaten:

« Relativitatsprinzip: Die physikalischen Gesetze haben in allen Iner-
tialsystemen die gleiche Form.

+ Konstanz der Lichtgeschwindigkeit: Die Lichtgeschwindigkeit ist
in allen Inertialsystemen konstant gleich c.

Der mathematische Unterschied zum Galilei'schen Relativitatsprin-
zip besteht in den Gleichungen, die den Ubergang von einem Inerti-
alsystem zu einem anderen beschreiben. Wahrend bei Galilei die Zeit
in allen Inertialsystemen die gleiche ist, andert sie sich bei Einstein
in Abhangigkeit von der Geschwindigkeit. Einstein wurde auf seine
Theorie tatsachlich durch eine Analyse des Gleichzeitigkeitsbegriffs
geflihrt: Welche operative Bedeutung hat es, zwei Ereignisse gleich-
zeitig zu nennen? Einstein fand, dass es keinen beobachterunabhan-
gigen Begriff von Gleichzeitigkeit gibt. Dieser hangt vom Bezugssys-
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tem (Inertialsystem) ab: Zwei Ereignisse, die in einem Inertialsystem
gleichzeitig stattfinden, tun dies nicht mehr in anderen Inertialsys-
temen. Da Raum und Zeit hier eng miteinander verknilipft werden,
nimmt der Begriff der vierdimensionalen Raumzeit die zentrale Rolle
ein. Nach dem Mathematiker Hermann Minkowski (1864—1909)
nennt man die Raumzeit der Speziellen Relativitatstheorie auch
»Minkowski-Raum«. Statt der absoluten Auffacherung der Newton-
'schen Raumzeit in Raume gleicher Zeit (Abb.6) gibt es hierfir eine
andere absolute Struktur — den Lichtkegel (siehe Abb.7). Da aus der
Relativitatstheorie folgt, dass die Lichtgeschwindigkeit nicht tber-
schritten werden kann (man wiirde dazu unendlich viel Energie be-
notigen), verlauft die Bewegung materieller Korper innerhalb des
Kegels, von der Vergangenheit (unten) in die Zukunft (oben). Vergan-
genheit und Zukunft beziehen sich auf das Ereignis im Koordinaten-
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ursprung O. Das Licht selbst Iauft auf dem Kegelmantel. Den gesam-
ten Bereich aulRerhalb des Lichtkegels bezeichnet man in Bezug auf
O als Gegenwart: Fur jedes Ereignis in diesem Bereich lasst sich ein
Inertialsystem finden, bezliglich dessen es gleichzeitig zu dem Ereig-
nis in O stattfindet.

Flr Geschwindigkeiten, die viel kleiner als die Lichtgeschwindig-
keit ¢ sind, ergibt sich wieder das Relativitatsprinzip in seiner Galilei-
'schen Form. In Abb.7 wiirde dieser Grenzfall bedeuten, dass der
Lichtkegel de facto nach unten klappt und es nur Ereignisse inner-
halb des Kegels gibt.

Eine wichtige Konsequenz der Speziellen Relativitatstheorie und
der einhergehenden Verbindung von Raum und Zeit ist die Zeitdila-
tation: Bewegte Uhren gehen langsamer. Das lasst sich am Beispiel
der »Lichtuhr« (siehe Abb.8) auf einfache Weise demonstrieren.

Ein Lichtstrahl werde zwischen zwei Spiegeln hin- und herreflek-
tiert, wobei die Periode flr einen Hin- und Ricklauf im Ruhesystem
— System A — (Abb.8a) gleich Ta betrage. Da es sich um ein periodi-
sches System handelt, kann man es als »Uhr« bezeichnen; das Hin-
und Herlaufen des Signals entspricht dem Ticken der Uhr.Von einem
im Vergleich zur Uhr mit konstanter Geschwindigkeit v bewegten
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Inertialsystem B aus betrachtet (die Bewegung erfolge senkrecht zu
den Lichtstrahlen, also parallel zu den Spiegeln), muss das Licht
einen langeren Weg zurlicklegen (Abb.8b). Da die Lichtgeschwindig-
keit aber immer konstant ist, benétigt es von B aus betrachtet mehr
Zeit — die bewegte Uhr geht langsamer, und die entsprechende Zeit
Tp ist groBer als Ta. Dieser Effekt ist ein symmetrischer: Von A aus
betrachtet geht eine entsprechende Lichtuhr in B ebenfalls langsa-
mer. Aus Abb.8 lasst sich mittels einer einfachen Rechnung (im We-
sentlichen unter Anwendung des pythagordischen Lehrsatzes) der
Zusammenhang zwischen T4 und Tg berechnen:
T, = ) >T,. (1)

v
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Man erkennt sofort, dass sich fiir Geschwindigkeiten v, die viel klei-
ner als ¢ sind, das »klassische« Ergebnis Ta=Tp ergibt.

Die Zeitdilatation muss flr jede Uhr vorliegen, nicht nur fir die
einfache Lichtuhr. Das ist eine Konsequenz des Relativitatsprinzips,
daeine Uhr ohne (oder anderer) Zeitdilatation im Vergleich zur Licht-
uhr aus dem Takt geraten musste und man deshalb innerhalb des
Inertialsystems feststellen konnte, ob sich dieses Inertialsystem mit
einer Geschwindigkeit v absolut bewegt oder nicht. Die Zeitdilata-
tion ist eine Eigenschaft der Relativbewegung in der Raumzeit, nicht
von speziellen Uhren.

Die Zeitdilatation wurde durch eine Vielzahl von Experimenten
bestatigt. So hat man beispielsweise ausgenutzt, dass Myonen —
eine schwere Variante der Elektronen — mit einer bestimmten mitt-
leren Lebensdauer zerfallen (in Elektronen und Neutrinos). In ihrem
Ruhesystem betragt diese Lebensdauer etwas mehr als zwei Mikro-
sekunden.Bringt man nun Myonen in Beschleunigern auf Geschwin-
digkeiten, die nahe an c liegen, so wird die Lebensdauer in Einklang
mit [11] ldnger —in den Experimenten bis zu hundertmal so lang. Aus
diesem Grund erreichen uns auch aus der Atmosphére (wo die Myo-
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Abb.9: Zum Zwillingsproblem

nen durch Beschuss mit kosmischer Strahlung erzeugt werden) viel
mehr Myonen als aufgrund ihrer Lebensdauer im Ruhesystem zu er-
warten waren. Man mag sich flr diesen Fall wundern, ob hier nicht
ein Widerspruch besteht.Von den atmospharischen Myonen aus be-
trachtet gilt ja die kiirzere Zerfallszeit, und es sollten also weniger
Teilchen die Erde erreichen. Die Auflésung benutzt einen Effekt, der
in Analogie zu Zeitintervallen das Verhalten von Malistaben betrifft.
Es zeigt sich namlich, dass bewegte MaRstabe verklrzt werden (so
genannte Lorentz-Kontraktion), wobei der gleiche Faktor wie in [11]
erscheint. Deshalb sehen die atmospharischen Myonen einen kiirze-
ren Abstand zur Erdoberflache, und es zerfallen entsprechend weni-
ger Teilchen, da die Erde schneller erreicht wird.

Scheinbar widerspriichliche Eigenschaften der Theorie wurden his-
torisch im Rahmen des so genannten Zwillingsproblems diskutiert
(Abb.9). Wahrend einer der Zwillinge auf der Erde bleibt, steigt der
andere in ein Raumschiff, fliegt mit groBer Geschwindigkeit ins
Weltall, um schlief8lich umzukehren und auf die Erde zuriickzuflie-
gen. Dort findet er einen Zwilling vor, der wegen der Zeitdilatation
gealtert ist. Das Argument, das einen Widerspruch herbeizufiihren
scheint, besagt, dass sich ja auch fur den reisenden Zwilling die Erde

29



Einstein’sche Gravitation

wegbewegt und schliellich wieder nahert, weshalb der Zwilling im
Raumschiff gealtert sein musse. Der Schlissel zur Auflésung des
scheinbaren Widerspruchs ist die Beobachtung, dass die Zwillinge
nicht symmetrisch behandelt werden: Nur der auf der Erde verblei-
bende ruht in einem (ndherungsweisen) Inertialsystem; der Zwilling
im Raumschiff ist beschleunigt, da er abbremsen und umkehren
muss. In Abb.9 kommt dies dadurch zum Ausdruck, dass die Raum-
zeitlinie (»Weltlinie«) des reisenden Zwillings gekrimmt ist. Die
Lange der Weltlinie ist ein Maf fiir die Zeit, die auf einer mitgefihr-
ten Uhr vergeht — man nennt diese Zeit die auf der Weltlinie vergan-
gene Eigenzeit; je langer die Weltlinie im Diagramm erscheint, desto
kirzer ist die Eigenzeit. Die Bewegung auf Geraden (freiem Fall) ent-
spricht maximaler Eigenzeit. Das liegt daran, dass es sich um eine
Gerade in der Raumzeit handelt; im Raum haben Geraden selbstver-
standlich die kiirzesten Langen.

Natirlich gilt die Spezielle Relativitatstheorie auch in beschleunig-
ten Bezugssystemen. Nur gilt hierfir das Relativitatsprinzip nicht,
und die Umrechnung auf solche Systeme ist komplizierter. Sie lasst
sich aber durchflihren und fuhrt fir die Eigenzeiten im Zwillingsprob-
lem auf das gleiche Ergebnis wie die Rechnung im Inertialsystem.

Die Spezielle Relativitatstheorie bildet auch die Grundlage fur die
Quantenfeldtheorie. Elementarteilchen werden dort beispielsweise
durch ihr Verhalten bei Wechsel des Inertialsystems definiert. Aller-
dings kann die Gravitation nicht in dieses Schema eingefligt werden.
Das erkennt man bereits daran, dass das Newton’sche Gravitations-
gesetz [1] ein Fernwirkungsgesetz ist und deshalb im Widerspruch
zu der von der Relativitatstheorie geforderten endlichen Ausbrei-
tungsgeschwindigkeit steht. Der Versuch, dieses Gesetz zu verallge-
meinern, hat gezeigt, dass der Rahmen der Speziellen Relativitatsthe-
orie dafiir zu eng ist. Der Grund liegt darin, dass die Raumzeit bei
Anwesenheit von Gravitation gekrimmt ist.
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VERTIEFUNGEN
DAs POSITIONIERUNGSSYSTEM GPS

Bei dem Global Positioning System (GPS) handelt es sich um ein von
den USA betriebenes System, mit dem es moglich ist, einen Ort auf
der Erde auf einen Meter genau (und genauer) zu bestimmen. Das
System ist mittlerweile unverzichtbar fiir die Navigation von Flug-
zeugen und Schiffen geworden und findet Anwendung unter ande-
rem auch in der prazisen Bestimmung der Erdkrustenbewegung
(Plattentektonik). Fiir seinen Betrieb miissen sowohl die Spezielle als
auch die Allgemeine Relativitatstheorie berlcksichtigt werden; an-
dernfalls kame es bereits innerhalb eines Tages zu Fehlweisungen
groler als zehn Kilometer, was das System nutzlos machen wiirde.
Als europaisches Pendant zum GPS soll in einigen Jahren das System
GALILEO eingefiihrt werden.

Das GPS besteht aus 24 Satelliten, die in etwa 20000 km Hohe um
die Erde kreisen.Von jedem Punkt der Erde aus befinden sich immer
mindestens vier Satelliten (ber dem Horizont. Die Umlaufzeit
betragt einen halben Tag, so dass jeder Beobachter einen bestimm-
ten Satelliten zweimal am Tag an der gleichen Stelle am Himmel
sieht. Die Satelliten sind mit Atomuhren ausgeristet und senden
Signale aus, die dazu dienen, Informationen tber den Zeitpunkt der
Aussendung und den Ort des Satelliten zu Gbermitteln. Das Grund-
prinzip ist die Konstanz der Lichtgeschwindigkeit. Empfangt ein Be-
obachter auf der Erde ein Signal von einem Satelliten (Abb.31), so
betragt der Abstand D zu dem Satelliten D=cAt, wobei At das Zeit-
intervall zwischen Aussendung und Empfang des Signals ist. Aller-
dings bewegen sich die Mikrowellen nicht im Vakuum, sondern in
bewegter Luft unterschiedlicher Dichte und Temperatur, so dass ¢
korrigiert werden muss.
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Abb.31: Zur Funktionsweise des GPS.

Damit der Beobachter auf der Erde seinen Ort (drei Koordinaten) und
seine Zeit (eine Koordinate) bestimmen kann, bendtigt er die Infor-
mation von mindestens vier Satelliten; sind Orte und Aussendezei-
ten der Satelliten bekannt, hat er vier Gleichungen fir vier Unbe-
kannte zur Verfigung und kann daraus die gewtlinschte Information
berechnen.

Damit dies funktioniert, miissen die Uhren auf den Satelliten syn-
chronisiert werden. Flr einen Positionsfehler von einem Meter darf
die Abweichung von der Synchronisation hochstens 4-107 s (vier
Nanosekunden) betragen. Dies ist moglich, da der relative Fehler
beim Gang der Atomuhren kleiner als 107 ist. Diese Genauigkeit
macht es verstandlich, warum Effekte der Relativitatstheorie bertick-
sichtigt werden missen. Eine bewegte Uhr geht bezliglich einer ruh-
enden Uhr langsamer, (siehe Kap.2.1, insbesondere Gleichung [11]).
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Abb.32: Relativistische Frequenzinderung (Anderung des Uhrengangs) in Abhén-
gigkeit vom Radius der Satellitenbahn.

Hingegen geht eine Uhr, die sich im Gravitationsfeld oberhalb einer
anderen Uhr befindet, gegentiiber dieser schneller (siehe Kap.2.2 und
insbesondere Gleichung [13]). Beim GPS miissen beide Effekte beriick-
sichtigt werden. In Abb.32 ist die relative Frequenzanderung einer
Atomuhr bezuglich einer festen Uhr auf dem Erdboden in Abhdngig-
keit vom Radius der Bahnorbits aufgetragen, wobei angenommen
ist, dass es sich um eine Kreisbahn handelt.

Man erkennt, dass flr ein Shuttle, das sich auf einer niedrigen Um-
laufbahn bewegt, der Geschwindigkeitseffekt der Speziellen Relativi-
tatstheorie dominiert: Die Uhr im Shuttle geht gegenulber der Erduhr
langsamer. Gravitativer Effekt und Geschwindigkeitseffekt halten
sich bei einer Hohe von g9550km die Waage. Flr die GPS-Satelliten
Uberwiegt also die gravitative Anderung des Uhrengangs.




