
KAPITEL 4

Wasser stoffatom

Das Atom der modernenPhysik kann allein durch
einepartielleDifferentialgleichungin einemabstrakten
vieldimensionalenRaumdargestelltwerden.Alle seine
Eigenschaftensind gefolgert;keine materiellenEigen-
schaftenkönnenihm in direkter Weise zugeschrieben
werden.Das heißt jedes Bild des Atoms, das unsere
Einbildungzu erfindenvermag,ist ausdiesemGrunde
mangelhaft.Ein VerständnisderatomarenWelt in jener
ursprünglichensinnlichenWeiseist unmöglich.

Heisenberg im Jahre 1945

DasWasserstoffatomist daseinfachsteatomareSystem.Eskannmit
großerGenauigkeit alsEinteilchensystembeschriebenwerdenundist
als solchesanalytischlösbar. Dahereignetes sich zum Testenele-
mentarerQuantenmechanik.Darüberhinausstellendie Präzisionsex-
perimenteamWasserstoffatom nochimmerdie genauestenTestsder
Quantenelektrodynamik(QED)dar.

Alle EigenschaftendesWasserstoffatomssind durchdie Ladung
e desElektrons,seineMasseme unddie PlanckscheKonstante�h ge-
geben.Für die Kopplungskonstanteder elektromagnetischenWech-
selwirkung benutzenwir die dimensionsloseFeinstrukturkonstante��� e2 ��� 4�	� 0

�
hc 
 .

4.1 Niveausc hema

4.1.1 Semiklassisch

Das Elektron bewegt sich im Coulomb-FelddesProtonsmit einer
mittlerenpotentiellenEnergie

�
V ���	� �hc � �r . Dabei ist

�
r der Radius

der klassischenBahn des Elektronsum das Proton (eigentlich ist�
r ��
 1� r ��� 1).

Die mittlere kinetischeEnergie desElektronsist
�

K � �
p2 � 2me,

und
�
p ist seinmittlerer Impuls (eigentlich 
 p2 � ). Im Grundzustand

desAtomsmüssendie Orts-und ImpulsverschmierungderUnschär-
ferelationgenügen.Die Unschärferelationgilt alsUngleichung.Wenn
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mansie aberals Gleichungbenutzt( � r � p � k �h), ist der Faktor k
vor dem �h vom Potentialabhängig.Um quantitative Resultateim Fall
desCoulomb-Potentialszuerhalten,mussman

�
r
�
p � �h verlangen.Das

erinnertandie de-Broglie-Regel, die verlangt,dassin stabilenKreis-
bahnenderUmfang2� r ein ganzzahligesVielfachesderde-Broglie-
Wellenlänge� � h � p seinmuss.

Hierzu eine kleine Erläuterung:Im gebundenenZustandist die
Wellenlängenicht gut definiert.Aber in einemQuantenzustandder
Größe

�
r , derkeineKnotenbesitzt,ist

�
r ���–. Um daszu zeigen,muss

maneineFourier-AnalysederSchrödinger-Wellenfunktion durchfüh-
ren.Dannzeigtsich,dassin ObjektenderGröße

�
r die Hauptbeiträge

von Wellenmit �– � �r herrühren.Wie wir spätersehenwerden,ist im
Fall desWasserstoffs

�
r derRadius,bei demdie mit r2 multiplizierte

Elektrondichteverteilungihr Maximumbesitzt.DiesenRadiusnennen
wir auchdenwahrscheinlichstenRadius.

Mit Hilfe derUnschärferelationkanndiemittlerekinetischeEner-
giegeschriebenwerdenals

�
K �

�h2

2me
�
r2 � (4.1)

DenGrundzustandsradius
�
r findetmandurchdieBedingung,dassdie

totaleEnergie desSystems

E ���
� �hc�

r
� �h2

2me
�
r2

(4.2)

minimalwird: dE � d �r � 0. DenRadiusdesMinimumsnenntmanden
BohrschenRadiusa0:

a0
� �hc
� mec2

� �–e� � (4.3)

Hierist �–e dieCompton-WellenlängedesElektrons.DieBindungsener-
gie desWasserstoffatomsim Grundzustand,auchRydbergscheKon-
stanteRy genannt,ist

E1
��� � 2mec2

2
��� � �hc

2a0

��� 1Ry ��� 13� 6eV � (4.4)

Im Grundzustandmit derHauptquantenzahln � 1hatdieWellenfunk-
tion keineKnoten,die de-Broglie-Wellenlängeist �–1 � �

r . Im ersten
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angeregtenZustand,n � 2, weist die WellenfunktioneinenKnoten
auf, die WellenlängedesElektronsist dann �–2

� �
r � 2. Für denn-ten

Zustandgilt �–n
� �

r � n. Darausfolgendie Radienunddie Bindungs-
energien: �

rn
� n2a0 � En

��� Ry� n2 � (4.5)

In Abb. 4.1sinddieKnotenderWellenfunktionendurchdiestehenden
Wellen veranschaulicht,und dasbekannteBild desWasserstoffnive-
auschemasist dargestellt.

Abb. 4.1. DasWasserstoffniveauschemain dersemiklassischenNäherung;
weiterhinwird dasElektronalsstehendeWelle interpretiert

4.1.2 Dirac-Niveauschema

Eine genaueBetrachtungdes Wasserstoffatomsbekommt man mit
Hilfe derLösungderDirac-Gleichung.In derTatbeschreibtdiesedas
Wasserstoffatom fastperfekt,da sie denSpin und die relativistische
DynamikdesElektronsberücksichtigt.WasnochzurPerfektionfehlt,
ist die BerücksichtigungdesProtonspins,derendlichenAusdehnung
desProtonsundderEffektederStrahlungskorrekturen. Diesewerden
wir unterder Hyperfeinstrukturaufspaltung und Lamb-Verschiebung
behandeln.DasNiveauschemadesWasserstoffatoms,nachderDirac-
Gleichungberechnet,ist in Abb. 4.2 skizziert. Zum Vergleich sind
auch die Energien der Niveausohne Berücksichtigungdes Spins
und der Relativität angegeben.Die Energieunterschiedewerdenals
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relativistischeKorrekturenundSpin-Bahn-Wechselwirkung gedeutet.
Die Feinstrukturaufspaltung � Efs kann man als eine Verschiebung
bezüglichdernicht-relativistischenEnergienauffassen,siebeträgt(bis
auf � 2)

� Efs
��� � 2

n3

1

j
�

1� 2
� 3

4n
Ry � (4.6)

Es ist interessantzu bemerken,dassdie mit derDirac-Gleichungbe-
rechnetenZustände,nebender Hauptquantenzahl,nur vom Gesamt-
drehimpuls j ��� � s abhängigsind.Der Bahndrehimpulsist keine
guteQuantenzahl.

Im Folgendenwollenwir nurdieGrößenordnungenverschiedener
Verschiebungenim Vergleich zu den nicht-relativistischen Energien
plausibelmachen.Das ist sehrlehrreich.Man sieht,wie elegantdie
Dirac-Gleichungdie relativistischenEffekteberücksichtigt.Anderer-
seitsist dieDirac-Gleichungnur für dasWasserstoffatomundwasser-
stoffähnlicheAtomeundIonenexakt lösbar. FürAtomemit mehreren
Elektronengibt eskeineanalytischenLösungen.

Für n � 1 kannmandie relativistischenKorrekturenzur Niveau-
verschiebungin ersterOrdnungderStörungsrechnungziemlichgenau
abschätzen,undwir werdensieausführlichbehandeln.

Abb. 4.2. Das Niveauschemades Wasserstoffatoms,berechnetnach der
Dirac-Gleichung.Zum Vergleich sind auchdie nicht-relativistischberech-
netenEnergienderNiveausangegeben
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Die Korrekturzur kinetischenEnergie beträgt

� K
��� p4

8m3
ec2 � (4.7)

Im Grundzustandist

E0
� p2

2m
�

V � (4.8)

unddie Korrekturzur kinetischenEnergie lässtsichschreibenals

� K
��� p4

8m3
ec2

��� 1

2mc2
E2

0
�

2E0
� �hc

1

r
� � 2 � �hc 
 2 1

r2 �
(4.9)

Wenn man für E0
� � 1Ry einsetztund berücksichtigt,dassim

Grundzustand
 1� r � � 1� a0 und 
 1� r2 � � 2� a2
0 ist, ergibt sich

� K
��� 5

4
� 2Ry � (4.10)

� K ist die Energie, um die sich der Grundzustandauf Grund der
kinetischenEnergie vermindert.

4.1.3 Zitterbewegung

Das Elektron ist nicht genauerzu lokalisierenals seineCompton-
Wellenlänge�–e.DiePositronen,diein der LösungderDirac-Gleichung
dasElektronbegleiten,vernichtenzeitweisedasElektronunderzeugen
es an einer anderenStelle. Das führt zu einer Verschmierungder
örtlichenElektronkoordinate,historischZitterbewegunggenannt.

Die stochastischeBewegung desElektronsinnerhalbeinesBe-
reichsvon �–e vermindertdasCoulomb-PotentialanderSteller � 0.
UmdieseKorrekturabzuschätzen,entwickelnwir dasPotentialin eine
Taylor-Reihenachr

V � r ��� r 
 � V � r 
 �� V
�

r
� 1

2
i j

!
i
!

j V
�
ri
�
r j
�
�"�"�#� (4.11)

WegendesVektorcharaktersderVerschmierungfällt beiderMittelung
überdenRaumderlineareTermweg, 
 � r � � 0, derquadratischeTerm
bekommtdie Form

1

2
i j

!
i
!

j V
�
ri
�
r j $

1

6
! 2V � � r 
 2 � (4.12)
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DieserTermist nur für r � 0 von Null verschieden,daderLaplace-
Operator, angewendetauf dasCoulomb-Potential,die Poisson-Glei-
chung,

! 2 � 1� r 
 �%� 4� � � r 
 , erfüllt.
� � r 
 ist selbstverständlichdie

DiracscheDeltafunktion.
Wennwir näherungsweisefür 
 � � r 
 2 � � �–2

e einsetzen,lautetder
KorrekturtermzumCoulomb-Potential

� D
� 1

6
�–2

e
� �hc4� � � r 
 � (4.13)

Die Energieverschiebung bekommenwir, wenn wir den Erwar-
tungswertvon � D ausrechnen.Der einzigeBeitragkommt von r �
0. Dahermüssenwir die

�
-Funktion in (4.13) durch die Elektron-

Wahrscheinlichkeitsdichte bei r � 0 ersetzen

& ' � 0
 & 2 � 1

4�
2

a3
0
� (4.14)

UnsereAbschätzungweichtnur30% abvomrichtigenWert,denman
alsDarwin-Termbezeichnet:

� D
�(� 2Ry � (4.15)

DieEnergieverschiebungim Grundzustandist danndieSummeder
beidenKorrekturen

� Efs
� � K

� � D
��� � 2

4
Ry ��� 1 � 8 ) 10� 4 eV � (4.16)

Um genaueKorrekturenangeregter Zuständezu erhalten,ist eine
Mittelung überdie ImpulsverteilungderZuständenotwendig,unsere
großzügigeAbschätzunggibt ungenaueWerte.

Betrachtenwir jetzt dasNiveaumit n � 2. Im Zustand* � 0
beträgt� fs

�+� 0 � 562 ) 10� 4 eV. Für die Zuständemit *-,� 0 muss
manzusätzlichdieSpin-Bahn-Kopplungberücksichtigen.Dieseistvon
vergleichbarerGrößewiedieanderenrelativistischenKorrekturenund
auchproportionalzu En

� 2.

4.1.4 Spin-Bahn-Aufspaltung

Aus (4.6) erkennt man, dassdie Zuständemit gleichem j , aber
unterschiedlichem* entartetsind. Dies bedeutetfür dasNiveaumit
n � 2, dassdie relativistischeEnergieverschiebung � K

� � D im
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* � 0-Zustandgleichder Summedieserbeidenund der Spin-Bahn-
Verschiebungim (* � 1 � j � 1� 2)-Zustandist.

Die Spin-Bahn-Aufspaltungim * � 1-Zustandist:

� Els
� � �h

2m2
ec

1

r3
� � ) s 
 � (4.17)

Diesist leichtnachzuvollziehen. DasvomProtonerzeugteMagnetfeld
im RuhesystemdesElektronsist nachdemBiot-SavartschenGesetz

B � e

4�	� 0c2r3
r .�/ � (4.18)

BeiderTransformationdesFeldesin dasrotierendeSystemdesAtoms
wird dasFeld mit einemFaktor 1/2 multipliziert (Thomas-Faktor).
SetztmandenDrehimpulsin (4.18)ein, ist dasFeld

B � e

8�	� 0mec2r3
�
� (4.19)

Die � s-Verschiebung(4.17)bekommtman,wennmandasMagnetfeld
mit demmagnetischenMomentdesElektrons,� � e � m 
 s, multipliziert.
Da die Wellenfunktionim Zustandmit n � 2 �0* � 1

' � r 
 � 1

24a3
0

r

a0
exp � r

a0
(4.20)

ist, berechnetsichderMittelwert von 1� r3 zu:

1

r3
� 1

24a3
0

1

0
exp � 2r

a0

r

a0

dr

a0

� 1

24a3
0
� (4.21)

Undmit

� s � 1

2
2
j � j � 1
 � * � * � 1
 � s � s � 1
�3 �h2 �

� 1
2
�h2 für j � 3� 2

� 1 �h2 für j � 1� 2
(4.22)

ist die Spin-Bahn-Aufspaltungim (n � 2 �0* � 1)-Zustand

� Els
� j � 3� 2
 � � Els

� j � 1� 2
 � 1

4
� 2E2

� 0 � 446 ) 10� 4 eV �
(4.23)

In Abb. 4.2 sind die Energieverschiebungen jeweils für die Zustände
n � 1, n � 2 undn � 3 schematischgezeichnet.
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4.2 Lamb-Verschieb ung

DieLamb-Verschiebungin denZuständenmit n � 1, * � 0undn � 2,
* � 0 ist theoretisch– soglaubtman– auf sechsStellenbekannt.In
der Tat werdendie genauestenDatender Lamb-Verschiebung durch
dieMessungderDifferenzder2s-und1s-Niveausim Wasserstoffatom
gewonnen.Wir werdendiesegrobabschätzen.

Zu derLamb-VerschiebungtragenhauptsächlichzweiStrahlungs-
korrekturenbei.Die ersteberücksichtigtdieTatsache,dassdieBewe-
gungdesElektronsdurchdieNullpunktschwingungdeselektromagne-
tischenFeldesbeeinflusstwird, die zweiteträgtderAbschirmungder
elektrischenLadungdurchdie PolarisationdesVakuumsRechnung.
Da derersteMechanismusdenHauptbeitragzur Lamb-Verschiebung
im Wasserstoffatom liefert, werdenwir hier nur diesenbeschreiben.
Die endlicheAusdehnungdesProtonsträgt zur Lamb-Verschiebung
im Wasserstoff nur1% bei.

4.2.1 Nullpunktschwingung

Zunächstwollen wir die Nullpunktschwingungdeselektromagneti-
schenFeldesabschätzen.Wir betrachtendaselektromagnetischeFeld
alseineinkohärenteSummeebenerWellenin einerBox derGrößeL3.
JedemFreiheitsgradgehörteineNullpunktenergie 1

2
�h 4 , im gegebenen

Phasenraum,L34� � �h 4 � c 
 2d � �h 4 � c 
 :
1

2
d3x � � 0 E2 �65 � 1

0 B2 
 � 1

2
L3 � 
 � 0E2 � � 
 5 � 1

0 B2 �7

� 2L3 4� � �h 4 � c 
 2d � �h 4 � c 


� 2� �h 
 3
�h 4
2 �
(4.24)

Der Faktor2 vor demIntegral kommt von denbeidenPolarisationen
desPhotons.DieHälftedesletztenAusdrucksgehörtdemelektrischen
Feld,woraus


 E2 � � 4 2 �h 4
2� 2c3 � 0

d4 (4.25)

folgt. DiesesIntegraldivergiert.JedochgenügteszurAbschätzungder
Lamb-Verschiebung, wenn mannur dasFrequenzintervall zwischen�
h 4 min � 2Ry und �h 4 max � mec2 berücksichtigt.Das werdenwir
anschließendbegründen.
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DasFeld E beschleunigtdasElektron,unddadurchverschmieren
seineKoordinaten

me
��8

r � eE � (4.26)

Benutzenwir diesenZusammenhang,um 
 � � r 
 2 � abzuschätzen.Die
zweite Zeitableitungbringt einen Faktor � � 1� 4 2 
 2 in das Integral
(4.25)über 4 :


 � � r 
 2 � � � e

m 4 2

2 4 2 �h 4 d4
2� 2c3 � 0

� 2� � �hc 
 2
� m2

ec4
) d4

4
� 2� � �hc 
 2

� m2
ec4

) ln 4 max

4 min
� (4.27)

Die KoordinatedesElektronsfluktuiertum
�

r, wasbeidesändert,
die kinetischeund die potentielleEnergie. Die Änderungder kine-
tischenEnergie ist für dasfreie und dasgebundeneTeilchengleich
undist in derRenormierungderMasseinbegriffen.Die Änderungder
potentiellenEnergie ist derBeitragzur Lamb-Verschiebung.

Jetztmüssenwir denrelevantenultraviolettenunddeninfraroten
Cut-off für die ÄnderungderpotentiellenEnergie abschätzen.

Für die obereGrenzewählenwir die Elektronmasse( �h 4 max �
mec2), da eine bessereAuflösung der Elektronkoordinate als die
Compton-Wellenlänge( �hc � mec2) nicht möglich ist. Für die untere
Grenzewählenwir eine typischeAtomenergie ( �h 4 min � 2Ry), da
die gebundenenElektronennicht stärker alsAtomradienverschmiert
sind. DieseWahl werdenwir sogleichrechtfertigen.Das Verhältnis
beträgtdann

4 max

4 min
� mec2

mec2 � 2
� 1
� 2 � (4.28)

Die FluktuationdesElektronsverschmiertdasCoulomb-Potential
(siehe(4.11)und(4.12))

� V
� 1

2

1

3
! 2V 
 � � r 
 2 � � (4.29)

Wir könnendie PoissonscheGleichunganwendenunddaskorri-
gierteCoulomb-Potentialausrechnen

! 2V ��� 4� � �hc
� � r 
9� (4.30)



54 4 Wasserstoffatom

wobei
� � r 
 wiederumdie DiracscheDeltafunktionbedeutet.Die Ver-

schmierungdesCoulomb-Potentialsbeträgtdann


 � V � � 4� � �hc
&:'

n
� 0
 & 2 
 � � r 
 2 � � 4� � �hc

1

�
mec2 �
�hc n

3 
 � � r 
 2 � �
(4.31)

In ersterOrdnungentsprichtdieseVerschmierungeinerVerschie-
bungderpotentiellenEnergie

� ELamb
��
 � V �;�

4

3�
mec2 � 5

n3
ln

1
� 2

� 8

3�
Ry � 3

n3
ln

1
� 2 �

(4.32)
UnsereAbschätzungstimmtz.B. für denZustandn � 2 innerhalb

von 20%überein.

4.3 Hyperf einstruktur

Betrachtenwir weiterhindieWechselwirkung zwischendenmagneti-
schenMomentendesProtonsunddesElektrons.DasMagnetfeldeines
magnetischenDipols,z.B. dasdesProtons,< p, ist:

B � r 
 �
5

0

4�
3r � r )=< p
 � r2 < p&

r
& 5

� 2
5

0

3
< p
� � r 
 � (4.33)

Die Dipol-Dipol-Wechselwirkungsenergie erhältman,wennmandas
SkalarproduktzwischendemMagnetfeldaus(4.33)unddemmagne-
tischenDipolmomentdesElektronsbildet undüberdie Elektronver-
teilung im Gesamtraumintegriert. Dabei hebt sich der Beitrag des
erstenSummandenauf. Übrig bleibt nur derBeitragderüberlappen-
denMomente.Für die Wechselwirkung der magnetischenMomente
desElektronsund desProtonsist nur dasKontaktpotentialVss von
Bedeutung

Vss
� r 
 ��� 2

5
0

3
< p )0< e

� � r 
 � (4.34)

Darausfolgt derWert für die Hyperfeinaufspaltung:

� Ess
��� 2

5
0

3
< p )0< e

& ' � 0
 & 2 � (4.35)

Nur die Elektronender Zuständemit * � 0 habenam Kernorteine
endlicheAufenthaltswahrscheinlichkeit. Wir werdennur die Hyper-
feinaufspaltungfür den 1s-Zustandim Wasserstoffatom berechnen.
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Die Wahrscheinlichkeit, dasElektronam Ort desProtonszu finden,
ist nach(4.14)

& ' � 0
 & 2 � 1� 2� a3
0. DenGesamtdrehimpulsdesAtoms

bezeichnetmanmit F, dasistdieSummeausdemElektrondrehimpuls
unddemSpindesKerns.Im FalledesWasserstoffatomsim 1s-Zustand
gilt F � se

�
sp. Da bekanntlich

sp ) se
� 1

2
2
F � F � 1
 � 2s � s � 1
>3 �h2 �

� 1
4
�h2 f
8
ur F � 1

� 3
4
�h2 f
8
ur F � 0

(4.36)

und < p
� 2 � 973� e � mp 
 sp sowie < e

� � � e � me
 se, beträgt die
Hyperfeinaufspaltung:

� Ess
� J � 1
 � � Ess

� J � 0
 � 2 ) 2 � 793
5

0

3

e2 � �hc 
 2
mpc2mec2

1

� a3
0

� 8�6) 2 � 793� 2 � �hc 
 3
mpc2 ) mec2

1

� a3
0� 6 ) 10� 6 eV � (4.37)

DieseEnergie entsprichtderbekannten21 cm-Strahlung,die vom in-
terstellarenWasserstoff emittiertwird undauf derErdemit Antennen

Abb. 4.3. VollständigesTermschemadesH-AtomsinklusivederHyperfein-
strukturaufspaltung
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leichtzu beobachtenist. Die LebensdauerdiesesHyperfeinübergangs
ist viele Größenordnungenzu lang (� 107 Jahre),um ihn im Labor
beobachtenzu können.Andersist esim Falle desinterstellarenWas-
serstoffs: Die Wahrscheinlichkeit für atomareStößeist dort ausrei-
chendklein, um denelektromagnetischenÜbergangzu ermöglichen.
In Abb. 4.3wird dasvollständigeTermschemadesH-Atomsinklusive
derHyperfeinstrukturaufspaltung gezeigt.

4.4 Wasser stoffähnlic he Atome

Negativ geladeneTeilchen, ? � , � � , K � ,
�
p, @ � , A � sind erfolgreich

in dasCoulomb-Feldder Atomkerneeingebautworden.Da die 1s-
Radienr B 1��� m Z 
 sind,bewegt sichdasschwereTeilchenweit in-
nerhalbderElektronenhülleundkannsehrgutalswasserstoffähnliches
Atom, jedochnicht nur mit einemProton,sondernauchmit schwere-
renAtomkernenim Zentrum,betrachtetwerden.Die Atomemit stark
wechselwirkendenTeilchen,gebundenim Coulomb-FelddesKerns,
eignensichgutzurUntersuchungderTeilchen-Kern-Wechselwirkung
bei kleinstenEnergien.Da die MassedesMyons � 200 mal kleiner
ist als die desElektrons,bewegensich die Myonen,wenn im Atom
eingefangen,nur schwachabgeschirmtvon denElektronenin Kern-
nähe.Deswegeneignensichdie myonischenAtomezur Messungder
elektromagnetischenEigenschaftenderKerne,waswir kurzschildern
wollen.

4.4.1 Myonische Atome

Die Bindungsenergienin myonischenAtomenkannmanfür diemeis-
tenZuständeausrechnen,wennmandieFormelnfür dasWasserstoff-
atomnimmt, wobei die Elektronmassedurchdie myonischeund die
LadungdesProtonsdurchdie desbetreffendenKernsersetzt.Einen
wesentlichenUnterschiedzur Abschätzungdurchdie Wasserstofffor-
melzeigendie * � 0-Zustände,insbesondereder1s1C 2-Grundzustand.
Dieswollenwir amBeispieldesmyonischenBleiatomsdemonstrieren.

In einemmyonischenAtom mit einemKern einer Punktladung
desBleis (Z � 82) wärederwahrscheinlichsteRadiusdesMyonsim
1s1C 2-Zustand

a D � a0

Zm D � me

� a0

1696
� 31fm � (4.38)
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unddie Bindungsenergie wäredann

E1
��� Z2m D

me
Ry � � 18� 92MeV � (4.39)

Experimentellbeträgtdie Bindungsenergie des 1s1C 2-Zustandesim
myonischenBlei nur E1s

��� 9 � 744MeV.
Das Myon, das sich so naheam Kern bewegt, spürt ein stark

modifiziertesCoulomb-Potential,da der Bleikern einenRadiusvon
etwa 7.11fm hat, vergleichbarmit der Ausdehnungder myonischen
Wellenfunktion.Daseffektive Coulomb-PotentialeinesBleikernsist
in Abb. 4.4 skizziert. Wir habenangenommen,dassder Kern eine
homogengeladeneKugelmit demRadiusR ist. InnerhalbdesKerns
wächstdasPotentialproportionalzu r2 � R3 und hat die Form eines
harmonischenOszillators,außerhalbdesKernsgilt die einfache1� r-
Abhängigkeit. Am KernrandR müssendie beidenFunktionenden
gleichenWert unddie gleicheAbleitunghaben.Daserreichtmanmit
folgendemAnsatz:

V � r 
 ��� Z � �hc

1

R

3

2
� 1

2

r2

R2
r E R

1

r
r F R �

(4.40)

Abb. 4.4. DaseffektiveCoulomb-PotentialeinesBleikerns.Am Randedes
Kerns r G R ist die Funktion r2H R3, die das Potential im Innerendes
Kernsbeschreibt,andieHyperbelangepasst.Dermit demOszillatorpotential
berechneteGrundzustand(durchgezogene Linie) liegtetwa1.5MeV höherals
derexperimentellbestimmte(gestrichelte Linie)



58 4 Wasserstoffatom

Das1s1C 2-Myon bewegt sichvorwiegendinnerhalbdesKerns,undwir
versuchendie Bindungsenergie mit derAnnahmeauszurechnen,dass
dieFormdesPotentialsdie einesharmonischenOszillatorssei.

Die Hamilton-FunktiondesharmonischenOszillatorsist

H � p2

2m
� m 4 2r2

2
� (4.41)

wobei – wennwir die Form desPotentials(4.40) berücksichtigen–
gilt:

4 2 � Z � �hc

m R3 � (4.42)

Der GrundzustanddesdreidimensionalenharmonischenOszillators
liegt bei3��� 2 �h 4I
 , sobeträgtdieBindungsenergie in dieserNäherung

E1s
� � 3

2

Z � �hc

R
� Z � �hc

m R3

� � 3

2

Z � �hc

R
1 � Z � �hc

m R
��� 8 � 36MeV � (4.43)

Dies ist keineschlechteAbschätzung.Der experimentelleWert liegt
etwa tiefer, dasichdasMyon nicht vollständigim Kernaufhält.
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