KAPITEL 3

Regulare Ausdrucke
und Sprachen

Wir beginnen dieses Kapitel mit der Einfithrung einer Notation namens »reguldre
Ausdriicke«. Bei diesen Ausdriicken handelt es sich um eine andere Art von sprach-
definierender Notation, fiir die wir in Abschnitt 1.1.2 ein kurzes Beispiel anfiihrten.
Man kann sich reguldre Ausdriicke auch als »Programmiersprache« vorstellen, in der
einige wichtige Anwendungen wie Suchmaschinen oder Compilerkomponenten
beschrieben werden. Reguldre Ausdriicke sind mit nichtdeterministischen endlichen
Automaten eng verwandt und konnen als »benutzerfreundliche« Alternative zur
NEA-Notation zur Beschreibung von Softwarekomponenten betrachtet werden.

In diesem Kapitel zeigen wir nach der Definition reguldrer Ausdriicke, dass diese
Ausdriicke zur Definition aller reguldren Sprachen und keiner anderen Sprachen tau-
gen. Wir erdrtern die Art und Weise, in der reguldre Ausdriicke in verschiedenen Soft-
waresystemen eingesetzt werden. Anschliefend untersuchen wir die algebraischen
Gesetze, die fiir reguldre Ausdriicke gelten. Obwohl sie den algebraischen Gesetzen
der Arithmetik stark dhneln, gibt es einige bedeutende Unterschiede zwischen der
Algebra reguldrer Ausdriicke und der Algebra arithmetischer Ausdriicke.

3.1 Regulare Ausdricke

Wir wenden unsere Aufmerksamkeit nun von maschinendhnlichen Beschreibungen
von Sprachen — deterministischen und nichtdeterministischen endlichen Automaten —
ab und einer algebraischen Beschreibung zu, ndmlich den »reguldren Ausdriicken«.
Wir werden feststellen, dass reguldre Ausdriicke genau die gleichen Sprachen definie-
ren konnen, die von den verschiedenen Arten von Automaten beschrieben werden:
die reguldren Sprachen. Im Gegensatz zu Automaten stellen reguldre Ausdriicke
jedoch ein deklaratives Verfahren zur Beschreibung der Zeichenreihen zur Verfiigung,
die akzeptiert werden sollen. Daher dienen reguldre Ausdriicke als Eingabesprache
vieler Systeme, die Zeichenreihen verarbeiten. Beispiele hierfiir sind unter anderem:

Suchbefehle wie der Unix-Befehl grep und dquivalente Befehle zur Suche nach Zei-
chenreihen, die in Webbrowsern oder Textformatiersystemen eingesetzt werden.
Diese Systeme verwenden eine reguldren Ausdriicken dhnliche Notation zur
Beschreibung von Mustern, die der Benutzer in einer Datei sucht. Verschiedene
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Suchsysteme wandeln den reguldren Ausdruck in einen DEA oder NEA um und
simulieren diesen Automaten beim Durchsuchen der gegebenen Datei.

Generatoren lexikalischer Analysekomponenten, wie z. B. Lex oder Flex. Wie Sie
wissen, handelt es sich bei einer lexikalischen Analysekomponente um die Compi-
lerkomponente, die das Quellprogramm in logische Einheiten (so genannte Token)
zerlegt. Diese logischen Einheiten kdnnen ein oder mehrere Zeichen umfassen, die
eine gemeinsame Bedeutung haben. Beispiele fiir Token sind Schliisselworter (z. B.
while), Bezeichner (z. B. ein beliebiger Buchstabe, dem null oder mehr Buchstaben
und/oder Ziffern folgen) und Operatorzeichen wie +, - und <=. Ein Generator
einer lexikalischen Analysekomponente akzeptiert Beschreibungen der Form der
Token, die im Grunde genommen reguldre Ausdriicke sind, und erzeugt einen
DEA, der erkennt, welcher Token in der Eingabe als Néachstes folgt.

3.1.1 Die Operatoren regularer Ausdriicke

Regulédre Operatoren beschreiben Sprachen. Als einfaches Beispiel sei der reguldre
Ausdruck 01" + 10" angefiihrt, der die Sprache beschreibt, die aus allen Zeichenreihen
besteht, die sich aus einer einzelnen fithrenden Null und einer beliebigen Anzahl von
nachfolgenden Einsen oder aus einer einzelnen fiihrenden Eins und einer beliebigen
Anzahl von nachfolgenden Nullen zusammensetzen. Wir erwarten von Thnen noch
nicht, dass Sie reguldre Ausdriicke interpretieren kénnen, und daher miissen Sie
unsere Aussage {iber die Sprache dieses Ausdrucks jetzt einfach erst einmal glauben.
Wir werden in Kiirze alle Symbole definieren, die in diesem Ausdruck verwendet
werden, damit Sie sich selbst davon iiberzeugen konnen, dass unsere Interpretation
dieses reguldren Ausdrucks korrekt ist. Bevor wir die Notation reguldrer Ausdriicke
beschreiben, miissen wir drei Operationen auf Sprachen vorstellen, die von den Ope-
ratoren reguldrer Ausdriicke repréasentiert werden. Es handelt sich um folgende Ope-
rationen:

1. Die Vereinigung zweier Sprachen, L und M, angegeben durch L U M, ist die
Menge aller Zeichenreihen, die entweder in L oder M oder in beiden Sprachen
enthalten sind. Wenn z. B. L = {001, 10, 111} und M = {¢, 001}, dann gilt L U M
={g, 10, 001, 111}.

2. Die Verkettung (oder Konkatenation) der Sprachen L und M ist die Menge aller
Zeichenreihen, die gebildet werden, indem eine Zeichenreihe aus L mit einer
beliebigen Zeichenreihe aus M verkettet wird. Rufen Sie sich Abschnitt 1.5.2 in
Erinnerung, in dem wir die Verkettung eines Zeichenreihenpaars definiert
haben. Eine Zeichenreihe wird an eine andere angehdngt, um das Ergebnis der
Verkettung zu bilden. Wir geben die Verkettung von Sprachen entweder durch
einen Punkt oder durch gar keinen Operator an, auch wenn der Konkatenati-
ons- oder Verkettungsoperator hdufig »Punkt« genannt wird. Wenn beispiels-
weise L = {001, 10, 111} und M = {¢, 001}, dann gilt L.M oder einfach LM = {001,
10, 111, 001001, 10001, 111001}. Die ersten drei Zeichenreihen von LM sind die
mit & verketteten Zeichenreihen aus L. Da ¢ die Identitdt der Verkettung ist,
entsprechen die resultierenden Zeichenreihen den Zeichenreihen aus L. Die
letzten drei Zeichenreihen von LM werden jedoch gebildet, indem die einzel-
nen Zeichenreihen von L mit der zweiten Zeichenreihe von M, also 001, verket-
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tet werden. Beispielsweise ergibt die Verkettung der Zeichenreihe 10 aus L mit
der Zeichenreihe 001 aus M die Zeichenreihe 10001 in LM.

3. Die Kleenesche Hille ! (oder einfach Hille oder Stern genannt) einer Sprache L
wird durch L angegeben und beschreibt die Menge aller Zeichenreihen, die
durch die Verkettung einer beliebigen Anzahl von Zeichenreihen aus L (wobei
Wiederholungen zuldssig sind, d.h. dieselbe Zeichenreihe kann mehrmals
verwendet werden) gebildet werden. Wenn z. B. L = {0, 1}, dann enthélt L’ alle
Zeichenreihen aus Nullen und Einsen. Wenn L = {0, 11}, dann enthalt L" alle
Zeichenreihen aus Nullen und Einsen, in denen die Einsen paarweise auftre-
ten, also z. B. 011, 11110 und ¢, nicht jedoch 01011 oder 101. Formal ausge-
driicktist L' die unendliche Vereinigung U, ., L’, wobei L° = {¢}, L' = L und L' fiir
i >1 gleich LL ... L (die Verkettung von i Exemplaren von L) ist.

Beispiel 3.1 Da das Konzept der Hiille einer Sprache nicht banal ist, wollen wir
einige Beispiele betrachten. Sei L = {0, 11}. Unabhédngig davon, um was fiir eine Spra-
che es sich bei L handelt, gilt stets L° = {&}; L hoch null reprasentiert die Auswahl von
null Zeichenreihen aus L. L' = L steht also fiir die Auswahl einer Zeichenreihe aus L.
Die ersten beiden Terme der Erweiterung von L" ergeben somit {s, 0, 11}.

Als Néchstes betrachten wir L2. Wir wihlen zwei Zeichenreihen aus L aus, und da
Wiederholungen zuléssig sind, gibt es vier Moglichkeiten. Diese vier Kombinationen
ergeben L2 = {00, 011, 110, 1111}. Analog hierzu ist L® die Menge der Zeichenreihen, die
sich durch Verkettung von drei aus L gewéhlten Zeichenreihen ergeben, also

{000, 0011, 0110, 01111, 1100, 11011, 11110, 111111}

Zur Berechnung von L" miissen wir L' fiir jedes i berechnen und alle diese Sprachen
vereinigen. L’ enthélt 2 Elemente. Obwohl jede Sprache L’ endlich ist, ergibt die Verei-
nigung der unendlichen Anzahl von Termen L’ im Allgemeinen wie in unserem Bei-
spiel eine unendliche Sprache.

Nehmen wir nun an, L sei die Menge aller aus Nullen bestehenden Zeichenreihen.
Beachten Sie, dass L hier unendlich ist, im Gegensatz zum vorigen Beispiel, in dem L
eine endliche Sprache war. Es ist allerdings nicht schwierig, L zu ermitteln. Wie
immer gilt: L° = {g}. L! = L. L? ist die Menge der Zeichenreihen, die gebildet werden,
indem man eine Zeichenreihe aus Nullen mit einer anderen Zeichenreihe aus Nullen
verkettet. Auch das Ergebnis ist eine Zeichenreihe aus Nullen. Jede Zeichenreihe aus
Nullen kann als Verkettung zweier Zeichenreihen aus Nullen dargestellt werden.
(Denken Sie daran, dass & eine »Zeichenreihe aus Nullen« ist; in der Verkettung
zweier Zeichenreihen kénnen wir in jedem Fall diese Zeichenreihe verwenden.) Folg-
lich gilt L?= L. Analog gilt L3= L. Folglich ist in dem speziellen Fall, in dem die Sprache
L die Menge aller aus Nullen bestehenden Zeichenreihen umfasst, die unendliche Ver-
einigung L*=L°U L1 U L%y ... gleich L.

Als letztes Beispiel wollen wir die Sprache &" = {&} betrachten. Beachten Sie, dass
@& = {¢g}, wahrend ' fiir jedes i > 1 leer ist, da wir aus einer leeren Menge keine Zei-
chenreihe auswéhlen kénnen. In der Tat stellt & eine der beiden einzigen Sprachen
dar, deren Hiille nicht unendlich ist.

1. Der Begriff »Kleenesche Hiille« geht auf S. C. Kleene zuriick, von dem die Notation der reguldren Aus-
driicke und dieser Operator stammen.
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Verwendung des Sternoperators

Der Sternoperator wurde im Abschnitt 1.5.2 zum ersten Mal erwahnt, in dem wir ihn auf
ein Alphabet anwendeten, z. B. X*. Dieser Operator bildete samtliche Zeichenreihen, deren
Symbole aus dem Alphabet X stammten. Der Kleene-Operator (oder Hillen-Operator) ist im
Grunde genommen dasselbe, obwohl ein subtiler Typunterschied zu beachten ist.

Angenommen, L sei die Sprache, die aus Zeichenreihen der Lange 1 besteht, und flir
jedes in X enthaltene Zeichen a gabe es eine Zeichenreihe ain L. Dann haben L und X
zwar dasselbe »Ausseheng, sind jedoch unterschiedlichen Typs. L ist eine Menge von Zei-
chenreihen, und X ist eine Menge von Symbolen. Andererseits bezeichnet L* dieselbe
Sprache wie T*,

3.1.2 Regulare Ausdrucke bilden

Jegliche Art von Algebra setzt auf gewissen elementaren Ausdriicken auf, fiir
gewohnlich Konstanten und/oder Variablen. Durch die Anwendung bestimmter
Operatoren auf diese elementaren Ausdriicke und auf bereits gebildete Ausdriicke
kénnen dann weitere Ausdriicke gebildet werden. Fiir gewohnlich ist zudem eine
Methode zur Gruppierung der Operatoren und ihrer Operanden erforderlich, wie
z. B. das Klammern. Die bekannte arithmetische Algebra beginnt beispielsweise mit
Konstanten (z. B. ganze und reelle Zahlen) und Variablen und erméglicht die Bildung
komplexerer Ausdriicke unter Verwendung der arithmetischen Operatoren wie +
und x.

Die Arithmetik reguldrer Ausdriicke folgt diesem Muster insofern, als dass Kon-
stanten und Variablen zur Bezeichnung von Sprachen und Operatoren fiir die in
Abschnitt 3.1.1. beschriebenen Operationen — Vereinigung, Punkt und Stern — verwen-
det werden. Wir konnen die reguldren Ausdriicke wie folgt induktiv beschreiben. In
dieser Definition legen wir nicht nur fest, was zuldssige reguldre Ausdriicke sind, son-
dern wir beschreiben fiir jeden reguldren Ausdruck E auch die von diesem Ausdruck
reprasentierte Sprache, die wir mit L(E) angeben.

INDUKTIONSBEGINN: Er besteht aus drei Teilen:

1. Die Konstanten & und & sind reguldre Ausdriicke, die die Sprache {&} bzw. &
beschreiben. Das heifst, L(¢) = {&} und L(D) = <.

2. Wenn g ein beliebiges Symbol ist, dann ist a ein reguldrer Ausdruck. Dieser
Ausdruck beschreibt die Sprache {a}. Das heifst, L(a) = {a}. Beachten Sie, dass
wir einen Ausdruck, der einem Symbol entspricht, durch Fettschrift angeben.
Die Zuordnung, d. h. dass a sich auf a bezieht, sollte offensichtlich sein.

3. Variablen, die fiir gewohnlich als kursive Grofibuchstaben wie L angegeben
werden, reprasentieren eine Sprache.

INDUKTIONSSCHRITT: Der Induktionsschritt umfasst vier Teile, jeweils einen fiir die drei
Operatoren und einen fiir die Einfithrung von Klammern.

1. Wenn E und F regulédre Ausdriicke sind, dann ist E + F ein reguldrer Ausdruck,
der die Vereinigung von L(E) und L(F) angibt. Das heifit, L(E + F) = L(E) U L(F).

2. Wenn E und F regulédre Ausdriicke sind, dann ist EF ein reguldrer Ausdruck,
der die Verkettung von L(E) und L(F) angibt. Das heifit, L(EF) = L(E)L(F).
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Beachten Sie, dass der Punkt optional fiir den Verkettungsoperator angegeben
werden kann, der fiir eine Operation auf Sprachen oder als Operator in regu-
laren Ausdriicken verwendet werden kann. Beispielsweise ist 0.1 ein regularer
Ausdruck, der gleichbedeutend ist mit 01 und die Sprache {01} beschreibt. Wir
werden den Punkt als Verkettungsoperator in reguldren Ausdriicken vermei-
den?.

3. Wenn E ein regulédrer Ausdruck ist, dann ist E” ein reguldrer Ausdruck, der die
Hiille von L(E) angibt. Das heifst L(E") = (L(E))".

4. Wenn E ein reguldrer Ausdruck ist, dann ist auch (E) — der in Klammern
gesetzte Bezeichner — ein reguldrer Ausdruck, der die gleiche Sprache wie E
beschreibt. Formal ausgedriickt: L((E)) = L(E).

Ausdricke und ihre Sprachen

Streng genommen ist ein regularer Ausdruck E einfach ein Ausdruck und keine Sprache.
Wir sollten L(E) verwenden, wenn wir auf die Sprache Bezug nehmen wollen, die von E
beschrieben wird. Es ist jedoch Ubliche Praxis, einfach »E« zu sagen, wenn eigentlich
»L(E)« gemeint ist. Wir werden diese Konvention hier verwenden, solange klar ist, dass
von einer Sprache und nicht von einem regularen Ausdruck die Rede ist.

Beispiel 3.2 Wir sollen einen reguldren Ausdruck formulieren, der die Menge der
Zeichenreihen beschreibt, die aus in abwechselnder Reihenfolge stehenden Nullen
und Einsen bestehen. Wir wollen zuerst einen reguldren Ausdruck fiir die Sprache
entwickeln, die lediglich die Zeichenreihe 01 beinhaltet. Wir kénnen dann mithilfe des
Sternoperators einen Ausdruck bilden, der fiir alle Zeichenreihen der Form 0101 ... 01
steht.

Die Grundregel fiir reguldre Ausdriicke besagt, dass 0 und 1 Ausdriicke sind, die
die Sprachen {0} bzw. {1} reprédsentieren. Wenn wir die beiden Ausdriicke verketten,
erhalten wir einen reguldren Ausdruck fiir die Sprache {01}. Dieser Ausdruck lautet
01. Als allgemeine Regel gilt, dass wir als reguldren Ausdruck zur Beschreibung einer
Sprache, die nur aus der Zeichenreihe w besteht, die Zeichenreihe w selbst als regulé-
ren Ausdruck einsetzen kénnen. Beachten Sie, dass im reguldren Ausdruck die in w
enthaltenen Symbole normalerweise in Fettschrift dargestellt werden, aber diese
Anderung der Schriftart soll es Ihnen lediglich erleichtern, Ausdriicke von Zeichenrei-
hen zu unterscheiden, und hat keine weitere Bewandtnis.

Um alle Zeichenreihen zu erhalten, die aus null oder mehr Vorkommen von 01
bestehen, verwenden wir den reguldren Ausdruck (01)". Beachten Sie, dass wir 01 in
Klammer setzen, um Verwechslungen mit dem Ausdruck 01* zu vermeiden, der die
Sprache beschreibt, die alle Zeichenreihen umfasst, die sich aus einer fithrenden Null
und einer beliebigen Anzahl von nachfolgenden Einsen zusammensetzen. Warum
dieser Ausdruck so interpretiert wird, wird in Abschnitt 3.1.3 erklért; hier soll der
Hinweis geniigen, dass der Sternoperator Vorrang vor dem Punktoperator hat und
das Argument des Sternoperators daher zuerst ausgewidhlt wird, bevor eine Verket-
tung durchgefiihrt wird.

2. Inreguldren Ausdriicken unter Unix hat der Punkt sogar eine vollig andere Bedeutung: Hier reprasen-
tiert er ein beliebiges ASCII-Zeichen.
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Allerdings ist L((01)) nicht genau die Sprache, die gewtiinscht ist. Sie umfasst nur sol-
che Zeichenreihen aus in abwechselnder Reihenfolge stehender Nullen und Einsen,
die mit null beginnen und mit 1 enden. Wir miissen zudem die Méglichkeit betrach-
ten, dass eine Eins am Anfang und/oder eine Null am Ende steht. Ein Ansatz besteht
darin, drei oder mehr reguldre Ausdriicke zu bilden, die die anderen drei Moglichkei-
ten abdecken. Das heift, (10)" repréasentiert die Zeichenreihen, die mit einer Eins
beginnen und einer Null enden, wéahrend 0(10)" fiir Zeichenreihen steht, die sowohl
mit einer Null beginnen als auch mit einer Null enden, und 1(01)" Zeichenreihen
beschreibt, die sowohl mit einer Eins beginnen als auch mit einer Eins enden. Der
gesamte reguldre Ausdruck lautet:

(01)" + (10)° + 0(10)° + 1(01)"

Beachten Sie, dass wir den Operator + verwendet haben, um die Vereinigung der vier
Sprachen zu bilden, die insgesamt sémtliche Zeichenreihen umfasst, in denen Nullen
und Einsen einander abwechseln.

Es gibt jedoch noch einen anderen Ansatz, der einen vollig anders aussehenden
reguldren Ausdruck ergibt und iiberdies etwas pragnanter ist. Wir beginnen wieder
mit dem Ausdruck (01). Wir konnen eine optionale Eins am Anfang hinzufiigen,
wenn wir Links mit dem Ausdruck ¢ + 1 verketten. Analog konnen wir mit dem Aus-
druck ¢ + 0 eine optionale Null am Ende hinzufiigen. Unter Verwendung der Defini-
tion des Operators + ergibt sich beispielsweise:

Le+1)=Le)u L) ={e}ufl}={e, 1}

Wenn wir diese Sprache mit einer beliebigen Sprache L verketten, dann erhalten wir
durch die Verkettung mit ¢ alle in L enthaltenen Zeichenreihen, wahrend die Verket-
tung von 1 mit jeder Zeichenreihe w in L die Zeichenreihe 1w ergibt. Folglich lautet ein
anderer Ausdruck zur Beschreibung der Menge der Zeichenreihen, die abwechselnd
Nullen und Einsen enthalten:

(¢ +1) (01)*(¢ + 0)

Beachten Sie, dass die Ausdriicke mit & jeweils in Klammern gesetzt werden miissen,
damit die Operatoren korrekt ausgewertet werden.

3.1.3 Auswertungsreihenfolge der Operatoren
regularer Ausdrucke

Wie in jeder anderen Algebra gelten fiir die Operatoren reguldrer Ausdriicke festge-
legte »Vorrangregeln«, das heifit, dass die Operatoren in einer bestimmten Reihen-
folge ihren Operanden zugeordnet werden. Dieses Konzept der Vorrangregel ist uns
von gewohnlichen arithmetischen Ausdriicken bekannt. Wir wissen beispielsweise,
dass im Ausdruck xy + z das Produkt xy vor der Summe berechnet wird, und daher ist
er gleichbedeutend mit dem Klammerausdruck (xy) + z und nicht mit dem Ausdruck
x(y + z). Zwei gleiche Operatoren werden in der Arithmetik von links nach rechts aus-
gewertet, sodass x —y —z gleichbedeutend ist mit (x — y) — z und nicht mit x — (y — z). Fiir
die Operatoren regularer Ausdriicke gilt die folgende Auswertungsreihenfolge:

1. Der Sternoperator hat die hochste Prioritdt. Das heif8t, er wird nur auf die
kleinste Sequenz von Symbolen auf seiner linken Seite angewandt, die einen
wohl geformten reguldren Ausdruck darstellen.
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2. Der Verkettungsoperator bzw. der Operator »Punkt« folgt an zweiter Stelle in
der Auswertungsreihenfolge. Nachdem alle Sterne ihren Operanden zugeord-
net wurden, werden die Verkettungsoperatoren ihren Operanden zugeordnet.
Das heifit, alle unmittelbar aufeinander folgenden Ausdriicke werden grup-
piert. Da der Verkettungsoperator assoziativ ist, ist es gleichgiiltig, in welcher
Reihenfolge aufeinander folgende Verkettungen gruppiert werden. Falls aber
eine Gruppierung erwiinscht ist, sollten die Ausdriicke von links nach rechts
gruppiert werden; z. B. wird 012 gruppiert in (01)2.

3. Zuletzt werden alle Vereinigungsoperatoren (+) ihren Operanden zugeordnet.
Da die Vereinigung assoziativ ist, spielt es auch hier keine Rolle, in welcher
Reihenfolge aufeinander folgende Vereinigungen gruppiert werden; eine
Gruppierung sollte aber auch in diesem Fall von links nach rechts erfolgen.

Natiirlich kann es vorkommen, dass wir die Operanden anders gruppieren mdochten,
als durch die Auswertungsreihenfolge der Operatoren vorgegeben. In diesem Fall
kénnen wir die Operanden mithilfe runder Klammern nach Belieben gruppieren.
Zudem schadet es nichts, die Operanden in Klammern zu setzen, die gruppiert wer-
den sollen, auch wenn die gewiinschte Gruppierung durch die Vorrangregeln bereits
impliziert wird.

3.1.4 Ubungen zum Abschnitt 3.1

Ubung 3.1.1 Schreiben Sie reguldre Ausdriicke fiir die folgenden Sprachen:

* a) Die Menge der Zeichenreihen {iber dem Alphabet {a, b, c}, die mindestens ein
a und mindestens ein b enthalten

b) Die Menge der Zeichenreihen aus Nullen und Einsen, deren zehntes Symbol
von rechts eine Eins ist

c) Die Menge der Zeichenreihen aus Nullen und Einsen, die mindestens ein Paar
aufeinander folgender Einsen enthalten
! Ubung 3.1.2 Formulieren Sie regulire Ausdriicke fiir folgende Sprachen:

* a) Die Menge aller Zeichenreihen aus Nullen und Einsen, derart dass alle Paare
aufeinander folgender Nullen vor allen Paaren aufeinander folgender Einsen
stehen

b) Die Menge der Zeichenreihen aus Nullen und Einsen, deren Anzahl von Nul-
len durch 5 teilbar ist
1! Ubung 3.1.3 Formulieren Sie reguldre Ausdriicke fiir folgende Sprachen:

a) Die Menge aller Zeichenreihen aus Nullen und Einsen, die die Teilzeichen-
reihe 101 nicht enthalten

b) Die Menge aller Zeichenreihen mit der gleichen Anzahl von Nullen und Ein-
sen, die so geformt sind, dass jedes Préfix weder zwei Nullen mehr als Einsen
noch zwei Einsen mehr als Nullen enthalt

c) Die Menge aller Zeichenreihen aus Nullen und Einsen, deren Anzahl von Nul-
len durch 5 teilbar und deren Anzahl von Einsen gerade ist
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! Ubung 3.1.4 Beschreiben Sie die Sprachen der folgenden reguliren Ausdriicke in
Worten:

*2) (1+¢)(0071)0
b) (0°1)°000(0 + 1)°
o (0+10)1

*1 Ubung 3.1.5 Wir haben in Beispiel 3.1 darauf hingewiesen, dass & eine der beiden

Sprachen ist, deren Hiille endlich ist. Wie lautet die andere Sprache?

3.2 Endliche Automaten und regulare Ausdrucke

Obwohl der in reguldren Ausdriicken verwendete Ansatz zur Beschreibung von Spra-
chen sich grundlegend von dem endlicher Automaten unterscheidet, reprasentieren
diese beiden Notationen die gleiche Menge von Sprachen, die wir als »regulére Spra-
chen« bezeichnet haben. Wir haben bereits gezeigt, dass deterministische endliche
Automaten und die beiden Typen nichtdeterministischer Automaten — mit und ohne
&-Ubergénge(n) — die gleiche Sprachklasse akzeptieren. Um zu zeigen, dass regulére
Ausdriicke dieselbe Klasse definieren, miissen wir zeigen, dass

1. jede Sprache, die durch einen dieser Automaten definiert wird, auch durch
einen reguldren Ausdruck definiert wird. Fiir diesen Beweis konnen wir
annehmen, dass die Sprache von einem DEA akzeptiert wird.

2. jede Sprache, die durch einen reguldren Ausdruck definiert wird, auch durch
einen dieser Automaten definiert wird. Fiir diesen Teil des Beweises ist es am
einfachsten, wenn wir zeigen, dass es einen NEA mit E—Ubergéngen gibt, der
dieselbe Sprache akzeptiert.

Abbildung 3.1 zeigt die Aquivalenzen, die wir bewiesen haben oder beweisen wer-
den. Ein Pfeil von Klasse X zu Klasse Y bedeutet, dass wir bewiesen haben, dass jede
von Klasse X definierte Sprache auch von Klasse Y definiert wird. Da der Graph stark
zusammenhangend ist (d. h. wir konnen von jedem der vier Knoten zu jedem anderen
Knoten gelangen), sehen wir, dass alle vier Klassen tatsédchlich gleich sind.

Abbildung 3.1: Plan des Beweises der Aquivalenz von vier verschiedenen Notationen flr
regulare Sprachen




3.2 Endliche Automaten und regulare Ausdrlicke

3.2.1 Von DEAs zu regularen Ausdriicken

Die Bildung eines reguldren Ausdrucks, der die Sprache eines beliebigen DEA defi-
niert, ist tiberraschenderweise nicht so einfach. In groben Ziigen erkldrt, miissen wir
Ausdriicke formulieren, die Mengen von Zeichenreihen beschreiben, die als Beschrif-
tungen bestimmter Pfade im Ubergangsdiagramm des DEA auftreten. Allerdings
diirfen diese Pfade nur eine begrenzte Teilmenge von Zustdnden passieren. In einer
induktiven Definition dieser Ausdriicke beginnen wir mit den einfachsten, die Pfade
beschreiben, die {iberhaupt keine Zustdnde passieren diirfen (d. h. es sind einzelne
Knoten oder einzelne Pfeile), und bilden dann die Ausdriicke, die die Pfade durch
zunehmend groflere Mengen von Zustianden fiithren. Schliefilich lassen wir zu, dass
die Pfade durch eine beliebige Anzahl von Zustédnden fiihren; d. h. die Ausdriicke, die
wir am Schluss erzeugen, représentieren alle moglichen Pfade. Der Gedankengang
wird im Beweis des folgenden Satzes deutlich.

Satz 3.4 Wenn fiir einen beliebigen DEA A L = L(A) gilt, dann gibt es einen reguldren
Ausdruck R, derart dass L = L(R).

BEWEIS: Angenommen, A verfiigt fiir eine ganze Zahl n tiber die Zustdnde {1, 2, ..., n}.
Gleichgiiltig, wie die Zustdnde von A geartet sind, fiir eine endliche Zahl n gibt es
immer n Zustinde, und indem wir die Zustdande umbenennen, konnen wir darauf so
Bezug nehmen, als handele es sich um die ersten n positiven ganzen Zahlen. Unsere
erste und schwierigste Aufgabe besteht darin, eine Menge von reguldren Ausdriicken
zu konstruieren, die die zunehmend umfangreicher werdende Menge von Pfaden im
Ubergangsdiagramm von A beschreiben.

Wir wollen R{ als Namen fiir den reguldren Ausdruck verwenden, dessen Spra-
che die Menge der Zeichenreihen w umfasst, sodass w die Beschriftung eines Pfades
von Zustand i zum Zustand j in A ist und der Pfad keine dazwischenliegenden Kno-
ten beriihrt, deren Nummer grofSer als k ist. Beachten Sie, dass Anfangs- und End-
punkt des Pfades nicht »dazwischenliegend« sind; es gibt also keine Beschrankung,
die besagt, dass i und/oder j kleiner gleich k sein miissen.

Abbildung 3.2 veranschaulicht die Anforderungen, die fiir die durch Rl.(jk) beschrie-
benen Pfade gelten. In dieser Abbildung reprasentiert die vertikale Richtung die
Zustande, die von unten nach oben von 1 bis n an der vertikalen Achse angetragen
sind. Die horizontale Achse représentiert die Bewegung entlang des Pfades. Beachten
Sie, dass i und j auch kleiner oder gleich k sein kénnten, obwohl wir in diesem Dia-
gramm sowohl i als auch j grofser als k dargestellt haben. Beachten Sie zudem, dass der
Pfad zweimal durch Knoten k verlduft, jedoch, mit Ausnahme der Endpunkte, nie
einen Knoten beriihrt, dessen Nummer grofer als k ist.

Zur Bildung der Ausdriicke R verwenden wir die folgende induktive Defini-
tion, wobei wir bei k = 0 beginnen und schliefilich k = n erreichen. Beachten Sie, dass
im Fall k = n die dargestellten Pfade keinerlei Beschrankungen unterliegen, da es keine
Zustande grofer n gibt.

INDUKTIONSBEGINN: k = 0. Da alle Zustdnde beginnend mit 1 aufsteigend nummeriert
sind, gilt als Beschrankung fiir Pfade, dass der Pfad keine dazwischenliegenden Kno-
ten enthalten darf. Es gibt nur zwei Arten von Pfaden, die eine solche Bedingung
erfiillen:
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Abbildung 3.2: Ein Pfad, dessen Beschriftung in der Sprache des regularen Ausdrucks R}j“)
enthalten ist

1. Ein Pfeil von Knoten (Zustand) i zu Knoten j
2. Ein Pfad mit der Lange 0, der nur aus dem Knoten i besteht

Wenn i # j, dann ist nur der Fall (1) moglich. Wir miissen den DEA A iiberpriifen und
jene Eingabesymbole 4 finden, nach deren Eingabe ein Ubergang vom Zustand i in
den Zustand j erfolgt.

a) Existiert kein solches Symbol 4, dann gilt R’ = &.
b) Gibt es genau ein solches Symbol, dann gilt R{’ = a.

c¢) Wenn es Symbolea,, a,, ..., a, gibt, die als Beschriftung der Pfeile auf dem Pfad
vom Zustand i zum Zustand j dienen, dann gilt R’ = a, + a, + ... + a,.

Wenn jedoch i = j ist, dann sind nur der Pfad der Lange 0 und alle Schleifen im Knoten
i zulassig. Der Pfad der Lange 0 wird durch den reguldren Ausdruck ¢ représentiert,
da auf diesem Pfad keine Symbole liegen. Folglich fiigen wir & zu den oben unter a)
und c) angegebenen Ausdriicken hinzu. Das heifit, im Fall (a) [keine Symbole 4] lautet
der Ausdruck ¢, im Fall (b) [ein Symbol a] erhalten wir nun den Ausdruck ¢ + a und
im Fall (c) [mehrere Symbole] lautet der Ausdruck jetzt ¢ +a, + a, + ... + a,.

INDUKTIONSSCHRITT: k > 0. Angenommen, es gibt einen Pfad vom Zustand i zum
Zustand j, der durch keinen Zustand mit einer hoheren Nummer als k fithrt. Hier sind
zwei mogliche Falle zu betrachten:

1. Zustand k liegt tiberhaupt nicht auf dem Pfad. In diesem Fall ist die Beschrif-
tung dieses Pfades in der Sprache von R{/~" enthalten.

2. Der Pfad fithrt mindestens einmal durch Zustand k. In diesem Fall konnen wir
den Pfad in mehrere Teilstiicke aufspalten, wie in Abbildung 3.3 dargestellt.
Das erste Segment fithrt vom Zustand i zum Zustand k, ohne k zu passieren,
und das letzte Segment fiihrt vom Zustand k direkt zum Zustand j, ohne k zu
passieren. Alle anderen Segmente in der Mitte fithren von k nach k, ohne k zu
passieren. Beachten Sie, dass es keine »mittleren« Segmente gibt, wenn der Pfad
den Zustand k nur einmal durchlduft, sondern lediglich einen Pfad von i nach
k und einen Pfad von k nach j. Die Menge der Beschriftungen fiir alle Pfade
dieses Typs werden durch den reguldren Ausdruck R (R{{*))*R{)
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beschrieben. Das heifst, der erste Ausdruck représentiert den Teil des Pfades,
der zum ersten Mal zum Zustand k fithrt, der zweite reprasentiert den Teil, der
nullmal, einmal oder mehrmals von k nach k fiihrt, und der dritte Ausdruck
reprasentiert den Teil des Pfades, der k zum letzten Mal verldsst und zum
Zustand j fiihrt.

Abbildung 3.3: Ein Pfad von i nach j kann an jedem Punkt, an dem er durch Zustand k fuhrt, in
Segmente aufgespaltet werden

NN NN

v v
R
(k-1) (k-1)
In R Null oder mehr Zeichen- In Rk/’

: ; k-1
reihen in Fi’,((k )

Wenn wir die Ausdriicke fiir die Pfade der oben beschriebenen beiden Typen kombi-
nieren, erhalten wir den Ausdruck

(k) _ p(k-1) (k=1) ( o (k=1) (k=1)
Rij _Ri/‘ +Rik (Rkk )*Rkj

fiir die Beschriftungen aller Pfade vom Zustand i zum Zustand j, die durch keinen
Zustand mit einer htheren Nummer als k fithren. Wenn wir diese Ausdriicke in der
Reihenfolge zunehmender oberer Indizes k bilden, dann sind alle Ausdriicke an der
richtigen Stelle verfiigbar, denn jeder Ausdruck R{’ hangt nur von Ausdriicken mit
kleineren oberen Indizes ab.

Schliefilich erhalten wir R fiir alle i und j. Wir konnen annehmen, dass Zustand
1 der Startzustand ist, auch wenn die akzeptierenden Zustidnde aus jeder beliebigen
Menge von Zustdnden bestehen kénnten. Der reguldre Ausdruck fiir die Sprache des
Automaten ergibt sich dann aus der Summe (Vereinigung) aller Ausdriicke R{},
wobei j ein akzeptierender Zustand ist.

Beispiel 3.5 Wir wollen den in Abbildung 3.4 gezeigten DEA in einen reguldren
Ausdruck umwandeln. Dieser DEA akzeptiert alle Zeichenreihen, die mindestens
eine Null enthalten. Dies geht daraus hervor, dass der Automat vom Startzustand 1 in
den akzeptierenden Zustand 2 iibergeht, sobald er die Eingabe 0 erhilt. Der Automat
bleibt danach fiir alle weiteren Eingabesequenzen im Zustand 2.

Abbildung 3.4: Ein DEA, der alle Zeichenreihen akzeptiert, die mindestens eine Null enthalten

1

Sta 0,1
tart 0 @,
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Nachfolgend sind die Anfangsausdriicke in der Konstruktion von Satz 3.4 aufgefiihrt:

R e+1

Ry o

RO |2

RS (6+0+1)

R{Y enthilt den Term &, weil Anfangs- und Endzustand gleich sind, ndmlich Zustand
1. Der Ausdruck enthélt den Term 1, weil fiir die Eingabe 1 ein Pfeil (Schleife) vom
Zustand 1 zum Zustand 1 fiihrt. Rgg) ist 0, weil ein Pfeil mit der Beschriftung 0 vom
Zustand 1 zum Zustand 2 fiihrt. Hier ist der Term & nicht gegeben, weil Anfangs- und
Endzustand verschieden sind. Als drittes Beispiel sei R{ = & angefiihrt; dieser Aus-
druck entspricht der leeren Menge, weil kein Pfeil vom Zustand 2 zum Zustand 1
fihrt.

Wir miissen jetzt den Induktionsschritt durchfiihren und komplexere Ausdriicke
erstellen, die zuerst Pfaden Rechnung tragen, die durch Zustand 1 fithren, und
anschliefSend Pfaden, die durch die Zustdnde 1 und 2 fithren. Damit erhalten wir alle
Pfade. Die Ausdriicke R{" werden nach der Regel berechnet, die im Induktionsschritt
von Satz 3.4 angegeben wurde:

R = RO + RY(RY)* R 61
In Tabelle 3.1 sind zuerst die Ausdriicke aufgefiihrt, die durch direkte Substitution
von Werten in die obige Formel berechnet wurden, und in der nachfolgenden Spalte
die vereinfachten Ausdriicke, die nachweislich dieselbe Sprache repréasentieren wie
die komplizierteren Ausdriicke.

I Tabelle 3.1: Regulare Ausdricke fur Pfade, die nur Zustand 1 passieren durfen

Direkte Substitution Vereinfacht
R e+dl+(e+1)(s+L)*(e+1) 1*
R 0+(s+1)(s+1)0 10
R D+ D(e+1)(s+1) %]
R e+0+1+J(e+1)0 (e+0+1)

Betrachten Sie beispielsweise R{). Der entsprechende Ausdruck lautet
RO +RO (R)*R(Y, den wir nach (3.1) durch Substitution von i = 1 und j = 2
erhalten.

Zum Verstandnis der Vereinfachung ist die allgemeine Grundregel zu beachten,
die besagt: Wenn R ein beliebiger reguldrer Ausdruck ist, dann gilt (¢ + R)" = R".
Gerechtfertigt wird dies dadurch, dass beide Seiten der Gleichung die Sprache
beschreiben, die aus beliebigen Verkettungen von null oder mehr Zeichenreihen aus
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L(R) bestehen. In unserem Fall liegt (¢ +1)" = 1" vor. Beachten Sie, dass beide Ausdrii-
cke eine beliebige Anzahl von Einsen angeben. Zudem gilt: (¢ +1)1" = 1". Wieder ist
feststellbar, dass beide Ausdriicke »eine beliebige Anzahl von Einsen« angeben. Folg-
lich ist der urspriingliche Ausdruck R{} &dquivalent mit 0 + 1'0. Dieser Ausdruck
beschreibt die Sprache, die die Zeichenreihe 0 und alle Zeichenreihen enthalt, die aus
einer Null mit einer beliebigen Anzahl voranstehender Einsen bestehen. Diese Spra-
che wird auch durch den einfacheren Ausdruck 1*0 reprasentiert.

Die Vereinfachung von R{} dhnelt der Vereinfachung von R{}’, die wir gerade
betrachtet haben. Die Vereinfachung von R{} und R{) hingt von zwei Regeln zur
Bedeutung von & ab. Fiir jeden reguldren Ausdruck R gilt:

1. YR =R@ = . Das heifsit, & ist ein Nulloperator der Verkettung. Wenn die
leere Menge mit einem beliebigen Ausdruck, der links oder rechts stehen
kann, verkettet wird, dann ist das Ergebnis die leere Menge. Diese Regel leuch-
tet ein, weil eine Zeichenreihe nur dann Teil des Ergebnisses einer Verkettung
ist, wenn sie Zeichenreihen beider Argumente der Verkettung enthalt. Wenn
eines der Argumente gleich O ist, tragt es keine Zeichenreihe zur Verkettung
bei und folglich gibt es kein Verkettungsergebnis, das aus Zeichenreihen bei-
der Argumente besteht.

2. @+ R=R+ =R Das heif$it, D ist der Identitatsoperator der Vereinigung.
Wenn die leere Menge mit einem Ausdruck vereinigt wird, ist das Ergebnis
immer dieser Ausdruck.

Infolgedessen kann ein Ausdruck wie & (¢ + 1)'(¢ + 1) durch & ersetzt werden. Damit
sollten die letzten beiden Vereinfachungen klar sein.

Wir wollen nun die Ausdriicke R{? berechnen. Durch Anwendung der Indukti-
onsregel mit k = 2 erhalten wir:

R =R{" + R} (RY)* R (32)
Wenn wir die vereinfachten Ausdriicke aus Tabelle 3.1 in (3.2) einsetzen, erhalten wir

die in Tabelle 3.2 aufgefiihrten Ausdriicke. Diese Tabelle enthélt zudem Vereinfachun-
gen, die nach den oben fiir Tabelle 3.1 beschriebenen Regeln gewonnen wurden.

I Tabelle 3.2: Regulare Ausdrlicke flir Pfade, die durch beliebige Zustande flihren kénnen

Direkte Substitution Vereinfacht
R 1*+1°0(c+ 0 +1)'QD 1
R 1*0+1*0(¢+0+1) (¢+0+1) 1*0(0 + 1)
R D+(c+0+1)(e+0+1) D %)
R e+0+1+(e+0+1)(s+0+1)" (¢+0+1) | (0+1)

Der letzte mit dem Automaten aus Abbildung 3.4 dquivalente reguldre Ausdruck
wird konstruiert, indem die Vereinigung aller Ausdriicke gebildet wird, die als ersten
Zustand den Startzustand und als zweiten Zustand einen akzeptierenden Zustand
angeben. In diesem Beispiel, in dem 1 der Startzustand und 2 der einzige akzeptie-
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rende Zustand ist, brauchen wir lediglich den Ausdruck R{}. Dieser Ausdruck ergibt
1°0(0 + 1). Die Interpretation dieses Ausdrucks ist einfach. Er beschreibt die Sprache,
die aus allen Zeichenreihen besteht, die mit null oder mehr Einsen beginnen und
denen eine Null und anschlieflend eine beliebige Zeichenreihe aus Nullen und Einsen
folgen. Anders ausgedriickt, die Sprache umfasst alle Zeichenreihen aus Nullen und
Einsen, die mindestens eine Null enthalten.

3.2.2 DEA durch die Eliminierung von Zustanden
in regulare Ausdriucke umwandeln

Die in Abschnitt 3.2.1 beschriebene Methode zur Umwandlung eines DEA in einen
reguldren Ausdruck funktioniert immer. Wie Sie vielleicht bemerkt haben, hdngt sie
nicht davon ab, dass der Automat deterministisch ist; sie kénnte genauso gut auf
einen NEA oder sogar einen &-NEA angewandt werden. Die Bildung des reguldren
Ausdrucks ist jedoch aufwéndig. Wir miissen fiir einen Automaten mit n Zustdnden
nicht nur etwa n® Ausdriicke konstruieren, sondern die Linge des Ausdrucks kann in
jedem der n Induktionsschritte durchschnittlich um den Faktor 4 wachsen, falls sich
die Ausdriicke nicht vereinfachen lassen. Folglich konnen die Ausdriicke selbst eine
Groflenordnung von 4" Symbolen erreichen.

Mit einem dhnlichen Ansatz lasst es sich vermeiden, an gewissen Punkten diesel-
ben Arbeitsschritte wiederholt ausfithren zu miissen. Beispielsweise wird in der Kon-
struktion von Theorem 3.4 in allen Ausdriicken mit dem oberen Index (k + 1) derselbe
Teilausdruck R{ verwendet, folglich muss dieser Ausdruck n2-mal niedergeschrie-
ben werden.

Der Ansatz zur Bildung reguldrer Ausdriicke, den wir nun kennen lernen werden,
beinhaltet das Eliminieren von Zustanden. Wenn wir einen Zustand s eliminieren,
dann werden damit auch samtliche Pfade, die durch s verliefen, aus dem Automaten
entfernt. Soll sich die Sprache des Automaten nicht d&ndern, dann miissen wir die
Beschriftungen von Pfaden, die von einem Zustand g iiber s zu einem Zustand p fiihr-
ten, Pfeilen hinzufiigen, die direkt von g nach p fiihren. Da die Beschriftung dieses
Pfeils nun unter Umstanden Zeichenreihen statt einzelner Symbole sind und da es
sogar eine unendliche Anzahl solcher Zeichenreihen geben kann, kénnen wir diese
Zeichenreihen nicht einfach als Beschriftung auflisten. Gliicklicherweise gibt es eine
einfache, endliche Mdoglichkeit, alle derartigen Zeichenreihen darzustellen: reguldre
Ausdriicke.

Wir werden daher Automaten betrachten, die als Beschriftungen regulédre Ausdrii-
cke verwenden. Die Sprache des Automaten ist die Vereinigung aller Pfade, die vom
Startzustand zu einem akzeptierenden Zustand der Sprache fiihren, die gebildet wird,
indem die Sprachen der auf dem Pfad liegenden reguldren Ausdriicke miteinander
verkettet werden. Beachten Sie, dass diese Regel konsistent ist mit der Definition der
Sprache eines jeden der verschiedenen Automaten, die wir bislang betrachtet haben.
Man kann sich jedes Symbol 4 oder ¢, falls zuldssig, auch als reguldren Ausdruck vor-
stellen, dessen Sprache aus einer einzigen Zeichenreihe, namlich {a} oder {¢}, besteht.
Wir kénnen diese Beobachtung als Grundlage eines Verfahrens zum Eliminieren von
Zustianden betrachten, das wir als Nachstes beschreiben.

Abbildung 3.5 zeigt einen generischen Zustand s, der eliminiert werden soll. Wir
nehmen an, dass der Automat, zu dem der Zustand s gehort, {iber die s vorausgehen-
den Zustande q,, g5, ..., g, und die s nachfolgenden Zustiande p,, p,, ..., p,, verfiigt. Es ist
moglich, dass einige ¢ auch p sind, aber wir unterstellen, dass s nicht zu den Zustén-
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den q oder p gehort, auch wenn, wie in Abbildung 3.5 dargestellt, von s ein Pfeil
zuriick zu s fiihrt. Wir zeigen zudem einen reguldren Ausdruck an jedem Pfeil von
einem der g-Zustande zu s. Der Ausdruck Q; dient als Beschriftung des von g; ausge-
henden Pfeils. Analog zeigen wir den reguldren Ausdruck P;, der den Pfeil von s nach
p; fiir alle j beschriftet. An s befindet sich ein Pfeil mit der Beschriftung S, der zurtick
zu s fiihrt. SchliefSlich gibt es fiir alle i und j den reguléren Ausdruck R;; an dem Pfeil,
der von ¢; nach p; fiihrt. Beachten Sie, dass einige dieser Pfeile im Automaten mdogli-
cherweise nicht vorhanden sind. Ist dies der Fall, dann nehmen wir an, dass der Aus-
druck an dem Pfeil gleich & ist.

Abbildung 3.5: Ein Zustand s, der eliminiert werden soll

R

im

Abbildung 3.6 zeigt, was passiert, wenn wir den Zustand s eliminieren. Alle Pfeile, die
vom oder zum Zustand s fiihren, wurden geldscht. Zur Kompensierung fiihren wir
fiir jeden Vorgédngerzustand ¢, von s sowie fiir jeden Nachfolgerzustand p; von s einen
reguldren Ausdruck ein, der all jene Pfade représentiert, die bei g, beginnen, zu s fiih-
ren, s null oder mehrere Male in einer Schleife beriihren und schliefllich zu p; fithren.
Der Ausdruck fiir diese Pfade lautet Q,S'P,. Dieser Ausdruck wird (mit dem Mengen-
vereinigungsoperator) zu dem Pfeil, der von g; nach p; fiithrt, hinzugefiigt. Falls es kei-
nen Pfeil g, — p; gibt, dann fithren wir mit dem reguldren Ausdruck & einen ein.
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Abbildung 3.6: Ergebnis der Eliminierung von Zustand s aus Abbildung 3.5

Ry + Q S™R

Rk1 + Qk S*F;

ka + Qk S*R,

Folgende Strategie wird zur Bildung eines reguldren Ausdrucks auf der Grundlage
eines endlichen Automaten angewandt:

1.

Wende fiir jeden akzeptierenden Zustand g das oben beschriebene Redukti-
onsverfahren an, um einen dquivalenten Automaten zu erzeugen, dessen
Pfeile mit reguldren Ausdriicken beschriftet sind. Eliminiere alle Zustdnde,
mit Ausnahme von g und dem Startzustand g,,.

Wenn g # gq,, dann sollten wir einen zwei Zustdnde umfassenden Automaten
erhalten, der wie der Automat in Abbildung 3.7 aussieht. Der reguldre Aus-
druck fiir die akzeptierenden Zeichenreihen kann auf verschiedene Arten
beschrieben werden. Eine Moglichkeit lautet (R + SUT)'SU". Zur Erlauterung:
Wir kénnen vom Startzustand beliebig oft zuriick zum Startzustand gehen,
indem wir einer Folge von Pfaden folgen, deren Beschriftungen entweder in
L(R) oder in L(SU'T) enthalten sind. Der Ausdruck SU'T reprasentiert Pfade,
die tiber einen in L(S) enthaltenen Pfad zum akzeptierenden Zustand fiihren,
moglicherweise unter Verwendung einer Folge von Pfaden, deren Beschriftun-
gen in L(U) enthalten sind, mehrmals zum akzeptierenden Zustand zur{ick-
fiihren und dann {iiber einen Pfad, dessen Beschriftungen in L(T) enthalten
sind, zum Startzustand zurtickkehren. Wir miissen dann zum akzeptierenden
Zustand gelangen, wobei wir nicht mehr zum Startzustand zurtickkehren diir-
fen, indem wir einem Pfad folgen, dessen Beschriftungen in L(S) enthalten
sind. Sobald der akzeptierende Zustand erreicht ist, konnen wir beliebig oft zu
ihm zuriickkehren, indem wir einem Pfad folgen, dessen Beschriftungen in
L(U) enthalten sind.
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Abbildung 3.7: Ein generischer, zwei Zustande umfassender Automat

R U
s 4
Start RN
O O
T

3. Falls der Startzustand zugleich ein akzeptierender Zustand ist, miissen wir
zudem eine Zustandseliminierung am urspriinglichen Automaten durchfiih-
ren, die jeden Zustand aufier dem Startzustand beseitigt. Ergebnis dieser Eli-
minierung ist ein Automat, der tiber einen Zustand verfiigt und wie der in
Abbildung 3.8 dargestellte aussieht. Der reguldre Ausdruck, der die Zeichen-
reihen beschreibt, die dieser Automat akzeptiert, lautet R".

Abbildung 3.8: Ein generischer Automat mit einem Zustand

R

Start

4. Der gewdinschte reguldre Ausdruck ist die Summe (Vereinigung) aller Aus-
driicke, die aus den reduzierten Automaten nach den Regeln (2) und (3) fiir
jeden akzeptierenden Zustand abgeleitet wurden.

Abbildung 3.9: Ein NEA, der Zeichenreihen akzeptiert, an deren zweiter oder dritter Position vor
dem Ende eine 1 steht

0,1
Start O 1 0,1 0,1
&)

Beispiel 3.6 Wir wollen den NEA aus Abbildung 3.9 betrachten, der alle Zeichenrei-
hen aus Nullen und Einsen akzeptiert, in denen entweder an der zweiten oder an der
dritten Position vor dem Ende eine Eins steht. Unser erster Schritt besteht darin, die-
sen Automaten in einen Automaten mit reguldren Ausdriicken als Beschriftungen
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umzuwandeln. Da keine Zustandseliminierung durchgefiihrt wurde, miissen wir
lediglich die Beschriftungen »0,1« durch die dquivalenten Ausdriicke 0 + 1 ersetzen.
Das Ergebnis ist in Abbildung 3.10 dargestellt.

Abbildung 3.10: Der Automat aus Abbildung 3.9 mit regularen Ausdrlicken als Beschriftungen

0+1
Start O 1 0+1 0+1
&)

Wir wollen zuerst Zustand B eliminieren. Da es sich bei diesem Zustand weder um
einen akzeptierenden Zustand noch um den Startzustand handelt, kommt er in den
reduzierten Automaten nicht vor. Folglich sparen wir uns etwas Arbeit, wenn wir ihn
zuerst eliminieren, bevor wir die beiden reduzierten Automaten entwickeln, die den
beiden akzeptierenden Zustdnden entsprechen.

Zustand B hat einen Vorgianger namens A und einen Nachfolger namens C. Diese
Zustinde werden durch die folgenden reguldren Ausdriicke (vgl. Abbildung 3.5)
beschrieben: Q, =1, P, =0 + 1, R;; = & (da kein Pfeil von A nach C fithrt) und S = &
(weil kein Pfeil von Zustand B zurtiick zu B fiihrt). Daraus ergibt sich der Ausdruck,
der als Beschriftung des neuen Pfeils von A nach C dient: & + 1°(0 + 1).

Um diesen Ausdruck zu vereinfachen, eliminieren wir zuerst die voranstehende
&, da die leere Menge in einer Vereinigung ignoriert werden kann. Der Ausdruck lau-
tet nun 1J°(0 + 1). Beachten Sie, dass der reguldre Ausdruck & gleichbedeutend ist
mit dem reguldren Ausdruck ¢, da L(&") = {&} U L(J) U L(Q) L(D) U ...

Da alle Terme aufier dem ersten leer sind, erkennen wir, dass L(Z") = {&}, was das-
selbe wie L(¢) ist. Folglich ist 1°(0 + 1) gleichbedeutend mit 1(0 + 1), was dem Aus-
druck entspricht, der in Abbildung 3.11 die Beschriftung des Pfeils A — C bildet.

Abbildung 3.11: Eliminierung von Zustand B

Start O 10 + 1) 0+1
————©

Nun miissen wir verzweigen und die Zustdnde C und D in jeweils getrennten Reduk-
tionen eliminieren. Zur Eliminierung von Zustand C gehen wir dhnlich vor, wie oben
zur Eliminierung von Zustand B beschrieben, und der resultierende Automat ist in
Abbildung 3.12 dargestellt.
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Abbildung 3.12: Ein Automat mit den Zustanden A und D

0+1

Start 10+ (0 +1) @

In der Notation des generischen Automaten mit zwei Zustanden aus Abbildung 3.7
lauten die reguldren Ausdriicke fiir den Automaten in Abbildung 3.12: R=0+1, S =
10+ 1)(0+ 1), T = und U = &J. Der Ausdruck U" kann durch ¢ ersetzt werden, d. h.
in einer Verkettung eliminiert werden. Begriinden lasst sich dies damit, dass & = &,
wie oben erldutert. Zudem ist der Ausdruck SU*T gleichbedeutend mit &, da T, einer
der Terme in der Verkettung, gleich & ist. Der allgemeine Ausdruck (R + SU'T)'SU’
lasst sich in diesem Fall daher zu RS oder (0 + 1)"1(0 + 1)(0 + 1) vereinfachen. Informell
ausgedriickt, beschreibt dieser Automat eine Sprache, die alle Zeichenreihen aus Nul-
len und Einsen enthilt, an deren drittletzter Stelle eine 1 steht. Diese Sprache stellt
einen Teil der Zeichenreihen dar, die der Automat aus Abbildung 3.9 akzeptiert.

Wir miissen nun wieder bei Abbildung 3.11 beginnen, und den Zustand D statt C
eliminieren. Da D keine Nachfolger hat, konnen wir aus Abbildung 3.5 ersehen, dass
sich keine Pfadédnderungen ergeben, und der Pfeil von C nach D wird zusammen mit
dem Zustand D eliminiert. Der resultierende zwei Zustdnde umfassende Automat ist
in Abbildung 3.13 dargestellt.

Abbildung 3.13: Zwei Zustande umfassender Automat, der aus der Elimination von D resultiert

0+1

Start O 1(0 + 1)
—a&—©

Dieser Automat unterscheidet sich von dem in Abbildung 3.12 dargestellten Automa-
ten nur durch die Beschriftung des vom Startzustand zum akzeptierenden Zustand
fithrenden Pfeils. Wir konnen daher die Regel fiir zwei Zustinde umfassende Auto-
maten anwenden und den Ausdruck vereinfachen, womit wir (0 + 1)*1(0 + 1) erhalten.
Dieser Ausdruck représentiert den zweiten Typ von Zeichenreihe, den der Automat
akzeptiert: Zeichenreihen mit einer Eins an der zweiten Position vor dem Ende.

Jetzt mussen wir die beiden Ausdriicke nur noch addieren, um den Ausdruck fir
den gesamten in Abbildung 3.9 dargestellten Automaten zu erhalten. Dieser Aus-
druck lautet:

O0+1)*1(0+ 1)+ (0+1)*1(0 + 1)(0 + 1)
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Die Reihenfolge der Eliminierung von Zustanden festlegen

Wie wir in Beispiel 3.6 gesehen haben, wird ein Zustand, der weder ein Start- noch ein
Akzeptanzzustand ist, aus allen abgeleiteten Automaten eliminiert. Folglich besteht einer
der Vorteile des Zustandseliminierungsverfahrens gegentliber der mechanischen Erzeu-
gung von regularen Ausdrlicken, die wir in Abschnitt 3.2.1 beschrieben haben, darin,
dass wir zuerst alle Zustande, die weder Start- noch akzeptierender Zustand sind, elimi-
nieren und damit ein fir alle Mal tilgen kdnnen. Wir mussen lediglich dann erneut redu-
zieren, wenn wir akzeptierende Zustande eliminieren mussen.

Auch dann kdnnen wir einige Arbeitsschritte zusammenfassen. Wenn es beispielsweise
drei akzeptierende Zustande p, g und rgibt, kdnnen wir p eliminieren und dann verzweigen,
um entweder q oder r zu eliminieren, und somit den Automaten fur den akzeptierenden
Zustand r bzw. g erzeugen. Wir kdnnen dann erneut mit allen drei akzeptierenden Zustan-

den beginnen und sowohl g als auch r eliminieren, um den Automaten flr p zu erhalten.

3.2.3 Regulare Ausdriicke in Automaten umwandeln

Wir werden nun den in Abbildung 3.1 skizzierten Plan vervollstdndigen, indem wir
zeigen, dass jede Sprache L = L(R) fiir einen reguldren Ausdruck R auch L = L(E) fiir
einen ¢-NEA E ist. Der Beweis besteht aus einer strukturellen Induktion {iber den
Ausdruck R. Wir beginnen, indem wir zeigen, wie der Automat fiir die Anfangsaus-
driicke ¢ und & konstruiert wird. Wir zeigen anschlieffend, wie diese Automaten zu
grofleren Automaten zusammengefasst werden, die die Vereinigung, Verkettung und
Hiille der von den kleineren Automaten akzeptierten Sprachen akzeptieren.

Alle dabei konstruierten Automaten sind ¢-NEAs mit einem einzigen akzeptieren-
den Zustand.

Satz 3.7 Jede Sprache, die durch einen reguldren Ausdruck definiert wird, wird
auch durch einen endlichen Automaten definiert.

BEWEIS: Angenommen, L = L(R) fiir einen reguldren Ausdruck R. Wir zeigen, dass
L = L(E) fiir einen &-NEA E mit

1. genau einem akzeptierenden Zustand
2. keinen Pfeilen zum Startzustand
3. keinen Pfeilen, die vom akzeptierenden Zustand ausgehen

Der Beweis wird durch strukturelle Induktion iiber R erbracht, wobei wir der induk-
tiven Definition von reguldren Ausdriicken, die in Abschnitt 3.1.2. vorgestellt wurde,
folgen.

INDUKTIONSBEGINN: Er gliedert sich in drei Teile, die in Abbildung 3.14 dargestellt sind.
In Teil (a) wird gezeigt, wie der Ausdruck & zu behandeln ist. Es ldsst sich einfach zei-
gen, dass die Sprache des Automaten {¢} ist, da der einzige Pfad vom Startzustand zu
einem akzeptierenden Zustand mit & beschriftet ist. Teil (b) zeigt die Konstruktion fiir
@. Offensichtlich gibt es keine Pfade vom Startzustand zum akzeptierenden Zustand,
und daher ist & die Sprache dieses Automaten. Schliefllich zeigt Teil (c) den Automa-
ten fiir einen reguldren Ausdruck a. Die Sprache dieses Automaten besteht aus der
einen Zeichenreihe a oder, anders ausgedriickt, L(a). Es ist leicht nachpriifbar, dass
diese Automaten die Bedingungen (1), (2) und (3) der Induktionshypothese erfiillen.



3.2 Endliche Automaten und reguldre Ausdriicke 113

Abbildung 3.14: Beginn der Konstruktion eines Automaten aus einem reguldren Ausdruck

4 M
- /

Abbildung 3.15: Der Induktionsschritt in der Konstruktion eines ¢-NEA aus einem regularen

P
Rt
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INDUKTIONSSCHRITT: Diese drei Teile der Induktion sind in Abbildung 3.15 dargestellt.
Wir nehmen an, dass die Aussage des Satzes fiir die unmittelbaren Teilausdriicke
eines gegebenen reguldren Ausdrucks wahr ist; das heifit, dass die Sprachen dieser
Teilausdriicke auch Sprachen von &-NEAs mit einem einzigen akzeptierenden
Zustand sind. Es sind vier Félle zu unterscheiden:

1.

Der Ausdruck lautet R + S fiir beliebige kleinere Ausdriicke R und S. Auf die-
sen Fall trifft der Automat in Abbildung 3.15 (a) zu. Das heifit, ausgehend von
einem neuen Startzustand kénnen wir sowohl zum Startzustand des Automa-
ten fiir R als auch zu dem des Automaten fiir S gehen. Wir erreichen den
akzeptierenden Zustand des jeweiligen Automaten, indem wir einem Pfad fol-
gen, der mit einer Zeichenreihe aus L(R) bzw. L(S) beschriftet ist. Sobald wir
den akzeptierenden Zustand von R bzw. S erreicht haben, konnen wir einem
der e-Pfeile zum akzeptierenden Zustand des neuen Automaten folgen. Folg-
lich lautet die Sprache des Automaten aus Abbildung 3.15 (a) L(R) U L(S).

Der Ausdruck lautet RS fiir beliebige kleinere Ausdriicke R und S. Der Auto-
mat fiir die Verkettung ist in Abbildung 3.15 (b) dargestellt. Beachten Sie, dass
der Startzustand des ersten Automaten zum Startzustand der Gesamtheit
wird und dass der akzeptierende Zustand des zweiten Automaten zum akzep-
tierenden Zustand der Gesamtheit wird. Begriinden ldsst sich dies damit, dass
die einzigen Pfade, die vom Start- zum akzeptierenden Zustand fiihren, zuerst
den Automaten fiir R passieren, wo sie einem Pfad folgen miissen, der mit
einer in L(R) enthaltenen Zeichenreihe beschriftet ist, und dann den Automa-
ten fiir S durchqueren, wo sie einem Pfad folgen miissen, der mit einer in L(S)
enthaltenen Zeichenreihe beschriftet ist. Daher hat der in Abbildung 3.15 (b)
dargestellte Automat genau die Pfade, die mit Zeichenreihen aus L(R)L(S)
beschriftet sind.

Der Ausdruck lautet R* fiir einen kleineren Ausdruck R. In diesem Fall ver-
wenden wir den Automaten aus Abbildung 3.15 (c). Dieser Automat hat zwei
mogliche Pfade zur Auswahl:

a) Direkt vom Startzustand zum akzeptierenden Zustand entlang eines mit ¢
beschrifteten Pfades. Dieser Pfad ermoglicht es, ¢ zu akzeptieren, das fiir
jeden beliebigen Ausdruck R in L(R*) enthalten ist.

b) Zum Startzustand des Automaten fiir R, einmal oder mehrmals durch
diesen Automaten und dann zum akzeptierenden Zustand. Diese Menge
von Pfaden erlaubt es, Zeichenreihen zu akzeptieren, die in L(R),
L(R)L(R), L(R)L(R)L(R) etc. enthalten sind, womit alle Zeichenreihen in
L(R*) abgedeckt sind, womdoglich mit Ausnahme von ¢, das durch den
unter (3a) beschriebenen direkten Pfad zum akzeptierenden Zustand
abgedeckt wird.

Der Ausdruck lautet (R) fiir einen kleineren Ausdruck R. Der Automat fiir R
dient auch als Automat fiir (R), da Klammern die durch den Automaten defi-
nierte Sprache nicht dndern.

Es ist eine einfache Beobachtung, dass der konstruierte Automat die drei in der Induk-
tionsannahme gegebenen Bedingungen erfiillt — ein akzeptierender Zustand, keine
auf den Startzustand hinweisenden oder von dem akzeptierenden Zustand ausgehen-
den Pfeile.
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Beispiel 3.8 Wir wollen nun den reguldren Ausdruck (0 + 1)'1(0 + 1) in einen e-NEA
umwandeln. Der erste Schritt besteht in der Konstruktion eines Automaten fiir 0 + 1.
Wir verwenden zwei Automaten, die gemdfs Abbildung 3.14 (c) aufgebaut wurden,
einen mit der Beschriftung 0 auf dem Pfeil und der andere mit der Beschriftung 1.
Diese beiden Automaten werden dann mit Hilfe der Vereinigungskonstruktion aus
Abbildung 3.15 (a) kombiniert. Das Ergebnis ist in Abbildung 3.16 (a) zu sehen.

Abbildung 3.16: Fur Beispiel 3.8 erzeugter Automat
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Als Néchstes wenden wir die Sternkonstruktion aus Abbildung 3.15 (c) auf Abbil-
dung 3.16 (a) an. Dieser Automat ist in Abbildung 3.16 (b) dargestellt. Die letzten bei-
den Schritte beinhalten die Anwendung der Verkettungskonstruktion aus Abbildung
3.15 (b). Zuerst verbinden wir den Automaten aus Abbildung 3.16 (b) mit einem ande-
ren Automaten, der nur die Zeichenreihe 1 akzeptieren soll. Dieser Automat stellt eine
weitere Anwendung der Grundkonstruktion aus Abbildung 3.14 (c) dar, wobei der
Pfeil die Beschriftung 1 tragt. Beachten Sie, dass wir einen neuen Automaten erstellen
miissen, damit 1 erkannt wird; der Automat aus Abbildung 3.16 (a), der 1 akzeptierte,
darf hier nicht verwendet werden. Bei dem dritten Automaten in der Verkettung han-
delt es sich um einen anderen Automaten fiir 0 + 1. Wieder miissen wir eine Kopie des
Automaten aus Abbildung 3.16 (a) erstellen; hier darf nicht die Kopie verwendet wer-
den, die Bestandteil von Abbildung 3.16 (b) ist. Der vollstindige Automat ist in Abbil-
dung 3.16 (c) dargestellt.

Beachten Sie, dass dieser &-NEA, wenn die ¢-Ubergénge eliminiert werden,
genauso aussieht wie der Automat aus Abbildung 3.13, der auch die Zeichenreihen
akzeptiert, an deren zweitletzter Position eine 1 steht.

3.2.4 Ubungen zum Abschnitt 3.2

Ubung 3.2.1 Die Ubergangstabelle eines DEA sehe wie folgt aus:

0 1

- q a, 9
3 a; 9
*05 a4 9,

* a) Formulieren Sie alle reguldren Ausdriicke R . Hinweis: Stellen Sie sich den
Zustand ¢, so vor, als handle es sich um den Zustand mit der ganzzahligen

Nummer i.

* b) Formulieren Sie alle reguldren Ausdriicke R{" . Versuchen Sie, die Ausdriicke
so weit wie moglich zu vereinfachen.

¢) Formulieren Sie alle reguldren Ausdriicke RI.(J.Z) . Versuchen Sie, die Ausdriicke
so weit wie moglich zu vereinfachen.

d) Formulieren Sie einen reguldren Ausdruck fiir die Sprache des Automaten.

* e) Konstruieren Sie das Ubergangsdiagramm fiir den DEA, und geben Sie einen
reguldren Ausdruck fiir dessen Sprache an, indem Sie Zustand g, eliminieren.
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Ubung 3.2.2 Wiederholen Sie Ubung 3.2.1 fiir den folgenden DEA:

0 1

- q 3 a;
9 a a3
*q, a G

Beachten Sie, dass Lésungen zu den Teilen (a), (b) und (e) fiir diese Ubung (auf den

Internetseiten dieses Buches) nicht verfiigbar sind.

Ubung 3.2.3 Wandeln Sie folgenden DEA in einen reguldren Ausdruck um, und ver-
wenden Sie hierbei die in Abschnitt 3.2.2 beschriebene Technik zur Zustandselimi-

nation:
0 1
—>*p s p
q p s
r r q
s q r

Ubung 3.2.4 Wandeln Sie die folgenden reguldren Ausdriicke in NEAs mit e-Uber-

gangen um:
*a) 01.
b) (0+1)01.
c) 00(0+1).

Ubung 3.2.5 Eliminieren Sie die e-Uberginge aus Threm &-NEA aus Ubung 3.2.4.
Eine Losung zu Teil (a) erscheint auf den Webseiten zu diesem Buch.

! Ubung 3.2.6 SeiA=(Q,%, 5, g0, 1974) ein e-NEA, derart dass es keine zu ¢, hinfithren-
den und keine von ¢; ausgehenden Ubergénge gibt. Beschreiben Sie fiir jede der fol-
genden Modifikationen von A die akzeptierte Sprache als Modifikation von L = L(A):

* a) Der Automat, der aus A konstruiert wird, indem ein e-Ubergang von q; nach

g, hinzugefiigt wird

* b) Der Automat, der aus A konstruiert wird, indem e-Ubergénge von g, zu jedem
Zustand hinzugefiigt werden, der von g, aus erreichbar ist (auf einem Pfad,
dessen Beschriftungen Symbole aus ¥ sowie ¢ enthalten konnen)
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¢) Der Automat, der aus A konstruiert wird, indem von jedem Zustand &-Uber-
ginge nach g, hinzugefiigt werden, von dem aus g; auf irgendeinem Pfad
erreichbar ist

d) Der Automat, der aus A konstruiert wird, indem die unter (b) und (c) geforder-
ten Modifikationen ausgefiihrt werden

*11 Ubung 3.2.7 Die Konstruktionen von Satz 3.7, mit denen wir einen regulédren Aus-

*1

druck in einen e-NEA umgewandelt haben, lassen sich auf verschiedene Weise ver-
einfachen. Folgende drei Vereinfachungen sind beispielsweise moglich:

1. Vereinigungsoperator: Statt einen neuen Start- und einen neuen akzeptieren-
den Zustand zu bilden, werden die beiden Startzustinde in einen Zustand
zusammengefiihrt, der iiber alle Uberginge aus beiden Startzustinden ver-
fiigt. Analog werden die beiden akzeptierenden Zustinde zusammengefiihrt,
wobei alle Uberginge in die beiden akzeptierenden Zustinde dann zum
zusammengefiihrten Zustand fiihren.

2. Verkettungsoperator: Der akzeptierende Zustand des ersten Automaten wird
mit dem Startzustand des zweiten zusammengefiihrt.

3. Sternoperator: Es werden einfach e-Ubergéinge vom akzeptierenden Zustand
zum Startzustand und in der umgekehrten Richtung hinzugefiigt.

Jede dieser Vereinfachungen ergibt fiir sich genommen eine korrekte Konstruktion:
d. h. der fiir einen beliebigen Ausdruck resultierende e-NEA akzeptiert die durch den
Ausdruck definierte Sprache. Welche der Vereinfachungen (1), (2), (3) lassen sich kom-
binieren, sodass man aus diesen Kombinationen wiederum einen korrekten Automa-
ten fiir jeden reguldren Ausdruck erhalt?

Ubung 3.2.8 Geben Sie einen Algorithmus an, der einen DEA A als Eingabe erhilt
und die Anzahl der Zeichenreihen mit der Linge n (fiir eine gegebene Zahl n, die
unabhédngig von der Anzahl der Zustdnde von A ist) berechnet, die von A akzeptiert
werden. Thr Algorithmus sollte sowohl in Bezug auf n als auch die Anzahl der
Zustande von A polynomial sein. Hinweis: Setzen Sie die Technik ein, die von der Kon-
struktion im Beweis von Satz 3.4 nahe gelegt wird.

3.3 Anwendungen regularer Ausdrucke

Reguldre Ausdriicke, die ein »Bild« des Musters darstellen, das erkannt werden soll,
sind das geeignete Mittel fiir Anwendungen, die nach Mustern im Text suchen. Die
reguldren Ausdriicke werden dann im Hintergrund in deterministische oder nichtde-
terministische Automaten kompiliert, die simuliert werden, um ein Programm zu
erzeugen, das Muster im Text erkennt. In diesem Abschnitt betrachten wir zwei wich-
tige Klassen auf reguldren Ausdriicken basierender Anwendungen: lexikalische Ana-
lysekomponenten und Textsuche.

3.3.1 Regulare Ausdriicke in Unix

Bevor wir die Anwendungen betrachten, stellen wir die Unix-Notation fiir erweiterte
reguldre Ausdriicke vor. Diese Notation stellt uns eine Reihe zusitzlicher Hilfsmittel
zur Verfligung. Tatsdchlich enthalten die Unix-Erweiterungen bestimmte Leistungs-
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merkmale, z. B. die Fahigkeit, Zeichenreihen zu benennen und wieder aufzurufen, die
mit einem Muster iibereingestimmt haben, sodass sogar die Erkennung gewisser
nichtregulédrer Sprachen méglich ist. Wir werden diese Leistungsmerkmale hier nicht
behandeln. Stattdessen stellen wir lediglich die Kiirzel vor, die eine pragnante Dar-
stellung komplexer reguldrer Ausdriicke erlauben.

Die erste Erweiterung der Notation reguldrer Ausdriicke betrifft die Tatsache, dass
die meisten praktischen Anwendungen mit dem ASCII-Zeichensatz arbeiten. In unse-
ren Beispielen wurden in der Regel kleine Alphabete verwendet, z. B. {0, 1}. Da es nur
zwei Symbole gab, konnten wir knappe Ausdriicke wie 0 + 1 fiir »beliebiges Zeichen«
angeben. Wenn es allerdings 128 Zeichen gibt, dann wiirde derselbe Ausdruck eine
Liste all dieser Zeichen beinhalten und seine Angabe ware daher dufierst miithsam.
Regulédre Ausdriicke im Unix-Stil erlauben es uns, mithilfe von Zeichenklassen umfang-
reiche Mengen von Zeichen so priagnant wie moglich darzustellen. Folgende Regeln
gelten fiir Zeichenklassen:

Das Symbol . (Punkt) steht fiir »ein beliebiges Zeichen«.
Die Folge [a,4, ... a,] steht fiir den reguldren Ausdruck

ay+a, + ...+,

Mit dieser Notation kénnen wir uns die Hélfte der Zeichen sparen, da wir die Plus-
zeichen nicht angeben miissen. Beispielsweise konnen wir die vier Zeichen, die in
den C-Vergleichsoperatoren vorkommen, darstellen durch [<>=!].

In eckigen Klammern kdnnen wir einen Bereich von Zeichen in der Form x-y ange-
ben, um alle Zeichen von x bis y in der ASCII-Reihenfolge auszuwdéhlen. Da die
Ziffern ebenso wie die Grof- und Kleinbuchstaben einen ordnungserhaltenden
numerischen Code besitzen, konnen wir viele Zeichenklassen, die fiir uns von
Belang sind, mit wenigen Tastatureingaben darstellen. Beispielsweise konnen die
Ziffern angegeben werden durch [0-9], die Grofibuchstaben durch [A-7Z] und die
Menge aller Buchstaben und Ziffern durch [A-Za-z0-9]. Wenn wir ein Minuszei-
chen in die Liste der Zeichen aufnehmen wollen, dann konnen wir es als erstes
oder letztes Zeichen angeben, sodass es nicht mit seiner Bedeutung als Operator
zur Definition eines Zeichenbereichs verwechselt wird. Die Menge der Ziffern plus
Komma, Plus- und Minuszeichen, die zur Bildung von Dezimalzahlen dient, kann
beispielsweise beschrieben werden durch [-+.0-9]. Eckige Klammern und andere
Zeichen, die eine besondere Bedeutung in der Unix-Notation fiir reguldre Ausdrii-
cke haben, kénnen als Zeichen dargestellt werden, indem man ihnen einen umge-
kehrten Schrégstrich (\) voranstellt.

Fiir einige der gebrauchlichsten Zeichenklassen sind spezielle Schreibweisen defi-
niert. Zum Beispiel:

a) [:digit:] steht fiir die Menge der zehn Ziffern und ist gleichbedeutend mit
[0-9].3

3. Die Notation [:digit:] hat den Vorteil, dass sie auch bei Verwendung eines anderen Zeichencodes
als ASCIL in dem die Ziffern keine aufeinander folgenden numerischen Codes besitzen, die Zeichen
[0123456789] reprasentiert, wahrend der Ausdruck [0-9] in diesem Fall die Zeichen représentieren
wiirde, die einen Zeichencode zwischen 0 und 9 haben.
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b) [:alpha:] steht ebenso wie [A-Za-z] fiir die Menge der alphabetischen Zei-
chen.

¢) [:alnum:] steht fiir die Menge aller Ziffern und Buchstaben (alphabetische und
numerische Zeichen) genau wie [A-Za-z0-9].

Zudem werden in der Unix-Notation fiir reguldre Ausdriicke einige Operatoren ver-
wendet, die bislang noch nicht vorgekommen sind. Keiner dieser Operatoren stellt
eine Erweiterung der Klasse der Sprachen dar, die sich durch reguldre Ausdriicke
beschreiben lassen, aber sie erleichtern es gelegentlich, die gewiinschte Sprache dar-
zustellen:

1. Der Operator | wird an Stelle des Pluszeichens (+) zur Angabe einer Vereini-
gung verwendet.

2. Der Operator ? bedeutet »null oder ein Vorkommen von«. Daher hat der Aus-
druck R? in Unix dieselbe Bedeutung wie der Ausdruck ¢ + R in der in diesem
Buch verwendeten Notation fiir reguldre Ausdriicke.

3. Der Operator +bedeutet »ein oder mehr Vorkommen von«. Daher ist der Unix-
Ausdruck R+ ein Kiirzel fiir den Ausdruck RR" in unserer Notation.

4. Der Operator {n} bedeutet »n Exemplare von«. Daher ist der Unix-Ausdruck
R{5} ein Kiirzel fiir den Ausdruck RRRRR in unserer Notation.

Beachten Sie, dass auch in der Unix-Notation fiir reguldre Ausdriicke Teilausdriicke
durch runde Klammern gruppiert werden kénnen, wie die in Abschnitt 3.1.2 beschrie-
benen reguldren Ausdriicke, und dass dieselbe Operatorvorrangfolge gilt (wobei ?, +
und {n}, was die Auswertungsreihenfolge betrifft, wie " behandelt werden). Der Stern-
operator hat in Unix dieselbe Bedeutung wie die in diesem Buch angegebene (in Unix
aber nicht als oberer Index geschrieben).

3.3.2 Lexikalische Analyse

Eine der édltesten Anwendungen reguldrer Ausdriicke bestand in der Spezifikation
einer Compilerkomponente, die als »lexikalische Analyse« bezeichnet wird. Diese
Komponente liest das Quelltextprogramm ein und erkennt alle Token, d. h. jene Teil-
zeichenreihen aus aufeinander folgenden Zeichen, die eine logische Einheit bilden.
Schliisselworter und Bezeichner sind iibliche Beispiele fiir Token, stellen aber nur eine
kleine Auswahl dar.

Umfassende Informationen zur Unix-Notation
fur regulare Ausdricke

Leser, die an einer kompletten Liste der in der Unix-Notation flr regulare Ausdriicke ver-
flgbaren Operatoren und Kirzel interessiert sind, sollten die Manualseiten zu den Kom-
mandos konsultieren. Die verschiedenen Unix-Versionen unterscheiden sich leicht, aber
mit einem Kommando wie man grep werden Sie die Notation flr das grundlegende Kom-
mando grep angezeigt bekommen. »Grep« steht flr »Global (search for) Regular Expres-
sion and Print«, Ubersetzt: »Globale (Suche nach) regularem Ausdruck und Ausgabec.
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Der Unix-Befehl Tex und dessen GNU-Version flex akzeptieren eine Liste reguldrer
Ausdriicke im Unix-5til, denen jeweils ein in eckige Klammern gesetzter Codeab-
schnitt folgt, der angibt, was die Analysekomponente tun soll, wenn sie ein Vorkom-
men des betreffenden Token findet. Eine derartige Programmfunktion wird lexical-
analyzer generator (iibersetzt: Generator einer lexikalischen Analysekomponente)
genannt, weil sie eine Beschreibung einer lexikalischen Analysekomponente als Ein-
gabe erhdlt und daraus eine Funktion generiert, die wie eine lexikalische Analyse-
komponente arbeitet.

Kommandos wie 1ex und flex haben sich als dufSerst niitzlich erwiesen, weil die
Notation der reguldren Ausdriicke genau so méchtig ist, wie es zur Beschreibung von
Token erforderlich ist. Diese Kommandos kénnen mithilfe eines Verfahrens zur
Umwandlung von reguldren Ausdriicken in DEAs eine effiziente Funktion generie-
ren, die Quelltextprogramme in Token aufschliisselt. Mit ihnen wird die Implementie-
rung einer lexikalischen Analyse zu einer in wenigen Stunden zu bewéltigenden Auf-
gabe, wiahrend die manuelle Entwicklung der lexikalischen Analyse vor der
Einfiihrung dieser auf reguldren Ausdriicken basierenden Hilfsmitte] Monate dauern
konnte. Wenn die lexikalische Analyse aus irgendeinem Grund modifiziert werden
muss, ldsst sich dies hdufig durch die Anderung einiger weniger regulérer Ausdriicke
erledigen, statt eine bestimmte Stelle in schwer verstandlichem Code zu suchen und
zu Korrigieren.

Beispiel 3.9 Listing 3.17 zeigt einen Ausschnitt einer Eingabe fiir den Befehl Tex, der
einige Token aus der Programmiersprache C beschreibt. Die erste Zeile behandelt das
Schliisselwort else, und als Aktion wird festgelegt, dass eine symbolische Konstante
(in diesem Beispiel ELSE) zur weiteren Verarbeitung an den Parser zuriickgegeben
wird. Die zweite Zeile enthilt einen reguldren Ausdruck, der Bezeichner beschreibt:
ein Buchstabe, dem null oder mehr Buchstaben und/oder Ziffern folgen. Die Aktion
besteht zundchst darin, den Bezeichner in die Symboltabelle einzutragen, sofern er
dort noch nicht vorhanden ist, d. h. Tex fiigt den gefundenen Token in einen Puffer ein,
und daher weif§ das Programm genau, welcher Bezeichner gefunden wurde. Die lexi-
kalische Analyse gibt schliefslich die symbolische Konstante ID zuriick, die in diesem
Beispiel Bezeichner représentiert.

Listing 3.17: Beispiel fir eine 1ex-Eingabe

else {return(ELSE);}

[A-Za-z] [A-Za-z0-9]* {Code, der den gefundenen Bezeichner
in die Symboltabelle eintrdgt;
return(ID);

1

>= [return(GE);}

= {return(EQ);}
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Der dritte Eintrag in Listing 3.17 betrifft das Zeichen >=, einen zwei Zeichen umfassen-
den Operator. Als letztes Beispiel zeigen wir den Eintrag fiir das Zeichen =, einen aus
einem Zeichen bestehenden Operator. In der Praxis waren Eintrége fiir alle Schliissel-
worter, alle Operatorzeichen und Satzzeichen, wie Kommas und Klammern, und Fami-
lien von Konstanten wie Zahlen und Zeichenreihen vorhanden. Viele dieser Eintrage
sind sehr einfach; sie stellen nur eine Folge von einem oder mehreren speziellen Zeichen
dar. Andere dhneln eher Bezeichnern, deren Beschreibung die gesamte Leistungsstarke
der Notation reguldrer Ausdriicke erfordert. Ganze Zahlen, Gleitkommazahlen, Zei-
chenreihen und Kommentare sind weitere Beispiele fiir Mengen von Zeichenreihen, die
von der Verarbeitung reguldrer Ausdriicke durch Befehle wie 1ex profitieren.

Die Umwandlung einer Sammlung von Ausdriicken, wie die in Listing 3.17 darge-
stellten, in einen Automaten erfolgt ungefahr so, wie wir es formal in den vorange-
gangenen Abschnitten beschrieben haben. Wir beginnen, indem wir einen Automaten
fiir die Vereinigung aller Ausdriicke entwickeln. Dieser Automat kann im Grunde
genommen nur aussagen, dass irgendein Token erkannt worden ist. Wenn wir aller-
dings die Konstruktion von Satz 3.7 fiir die Vereinigung der Ausdriicke nachvollzie-
hen, dann gibt der Zustand des e-NEA genau dariiber Aufschluss, welcher Token
erkannt wurde.

Problematisch ist hier nur, dass mehrere Token zugleich erkannt werden kénnen.
Beispielsweise entspricht die Zeichenreihe else nicht nur dem Schliisselwort else,
sondern auch dem Ausdruck fiir Bezeichner. Die Standardlésung besteht darin, dass
der zuerst angegebene Ausdruck die Prioritdt erhélt. Wenn Schliisselworter wie else
also reserviert (nicht als Bezeichner verwendbar) sein sollen, dann geben wir sie ein-
fach vor dem Ausdruck fiir Bezeichner an.

3.3.3 Textmuster finden

In Abschnitt 2.4.1 haben wir erstmals die Vorstellung beschrieben, dass Automaten
eingesetzt werden koénnten, um effizient nach einer Menge von Wortern zu suchen,
die in einer umfangreichen Textsammlung wie dem Internet enthalten sind. Obwohl
die Werkzeuge und die Technologie hierfiir noch nicht so weit entwickelt sind wie fiir
die lexikalische Analyse, ist die Notation reguldrer Ausdriicke eine wertvolle Hilfe
zur Beschreibung der Suche nach interessanten Textmustern. Wie bei der lexikalischen
Analyse kann man von der Fahigkeit, von der natiirlichen, beschreibenden Notation
reguldrer Ausdriicke zu einer effizienten (auf Automaten basierenden) Implementie-
rung zu gelangen, erheblich profitieren.

Ein allgemeines Problem, zu dessen Losung sich die auf reguldren Ausdriicken
basierenden Techniken als niitzlich erwiesen, besteht in der Beschreibung vage defi-
nierter Klassen von Textmustern. Die Vagheit der Beschreibung garantiert praktisch,
dass wir das Muster anfangs nicht korrekt beschreiben — méglicherweise finden wir
die ganz korrekte Beschreibung niemals. Durch den Einsatz der Notation reguldrer
Ausdriicke wird es einfach, das Muster miihelos abstrakt zu beschreiben und die
Beschreibung rasch zu dndern, wenn etwas nicht stimmt. Ein »Compiler« fiir reguldre
Ausdriicke ist hilfreich, um die formulierten Ausdriicke in ausfithrbaren Code umzu-
wandeln.

Wir wollen ein umfangreicheres Beispiel fiir diese Art von Problemen studieren,
das sich in vielen Internetanwendungen stellt. Angenommen, wir mdochten eine
umfangreiche Menge von Webseiten nach Adressen durchsuchen. Wir méchten viel-
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leicht einfach eine Mailingliste erstellen. Oder wir versuchen vielleicht, Unternehmen
nach ihrem Standort zu klassifizieren, damit wir Abfragen wie »Finde das néchste
Restaurant, das in einem Radius von zehn Autominuten von meinem aktuellen Auf-
enthaltsort liegt« beantworten kénnen.

Wir werden uns im Folgenden auf das Erkennen amerikanischer Straffenangaben kon-
zentrieren. Wie sieht eine solche Straflenangabe aus? Das miissen wir herausfinden,
und wenn wir wihrend des Testens der Software erkennen, dass wir einen Fall ver-
gessen haben, dann miissen wir die Ausdriicke abdndern, um dem Fehlenden Rech-
nung zu tragen. Wir beginnen mit der Feststellung, dass amerikanische Straflenanga-
ben wahrscheinlich mit dem Wort »Street« oder dessen Abkiirzung »St« enden. Es
kommen allerdings auch die Bezeichnungen »Avenue« und »Road« sowie die ent-
sprechenden Abkiirzungen vor. Folglich konnen wir die Endung unseres regulédren
Ausdrucks etwa wie folgt formulieren:

Street|St\.|AvenuelAve\.|Road|Rd\.

Wir haben im obigen Ausdruck die Unix-Notation verwendet und als Operator fiir
die Mengenvereinigung daher den vertikalen Strich statt + angegeben. Beachten Sie
zudem, dass den Punkten ein umgekehrter Schragstrich vorangestellt ist, da der
Punkt in Unix-Ausdriicken ein Sonderzeichen ist, das fiir »ein beliebiges Zeichen«
steht. In diesem Fall wollen wir nur, dass der Punkt die Abkiirzungen abschliefst.

Einer Straflenbezeichnung wie Street muss der Stralenname voranstehen. In der
Regel handelt es sich beim Namen um einen Grofbuchstaben, dem einige Kleinbuch-
staben folgen. Wir konnen dieses Muster mit dem Unix-Ausdruck [A-Z][a-z]*
beschreiben. Manche Straflennamen bestehen allerdings aus mehreren Woértern, z. B.
Rhode Island Avenue in Washington DC. Nachdem wir erkannt haben, dass Angaben
dieser Form nicht erkannt wiirden, &ndern wir unsere Beschreibung von Straflenna-
men wie folgt ab:

'[A-Z][a-z]*( [A-Z][a-z]*)*!

Der obige Ausdruck beginnt mit einer Gruppe, die aus einem GrofSbuchstaben und
null oder mehr Kleinbuchstaben besteht. Anschliefend folgen null oder mehr Grup-
pen, die aus einem Leerzeichen, einem weiteren Grofbuchstaben und null oder mehr
Kleinbuchstaben bestehen. Das Leerzeichen ist in Unix-Ausdriicken ein gewohnliches
Zeichen. Damit der obige Ausdruck in einer Unix-Kommandozeile aber nicht so aus-
sieht, als handele es sich um zwei durch ein Leerzeichen voneinander getrennte Aus-
driicke, miissen wir den gesamten Ausdruck in Anfithrungszeichen setzen. Die
Anfiihrungszeichen sind nicht Teil des eigentlichen Ausdrucks.

Nun miissen wir die Hausnummer in die Adresse aufnehmen. Die meisten Haus-
nummern bestehen aus einer Folge von Ziffern. Manchen ist jedoch ein Buchstabe
nachgestellt, wie in »123A Main St.«. Daher umfasst der Ausdruck, den wir fiir die
Hausnummer formulieren, einen optionalen Grofsbuchstaben am Ende: [0-9]+[A-Z]?.
Beachten Sie, dass wir den Unix-Operator + fiir »eine oder mehr« Ziffern und den
Operator ? fiir »null oder einen« Groflbuchstaben verwenden. Der gesamte Ausdruck,
den wir zur Beschreibung der Strafsenangabe entwickelt haben, lautet:

'[0-9]+[A-Z]? [A-Z][a-z]*( [A-Z][a-z]*)*
(Street|St\.|Avenue|Ave\.|Road|Rd\.)"

123



124

Kapitel 3 — Regulare Ausdriicke und Sprachen

Dieser Ausdruck sollte einigermafien funktionieren. In der Praxis werden wir jedoch
erkennen, dass Folgendes fehlt:

1. Straflen, die nicht als Street, Avenue oder Road bezeichnet werden. Beispiels-
weise fehlen hier die Bezeichnungen »Boulevard«, »Place«, »Way« und deren
Abkiirzungen

2. Strafsennamen, die ganz oder teilweise aus Zahlen bestehen, wie »42nd Street«
3. DPostfacher und andere Zustelladressen

4. Straflennamen, die nicht mit einer Bezeichnung wie »Street« enden. Ein Bei-
spiel hierfiir ist E1 Camino Real im Silicon Valley. Da dieser Name spanisch ist
und »die konigliche Strafle« bedeutet, ware »El Camino Real Street« redun-
dant. Wir miissen also komplette Angaben wie »2000 El Camino Real« bertick-
sichtigen.

5. Alle moglichen sonderbaren Sachen, die wir uns kaum vorstellen kénnen. Sie
etwa?

Nachdem wir einen Compiler fiir reguldre Ausdriicke haben, ist es viel leichter, lang-
sam ein Modul zu entwickeln, das simtliche Stralenangaben erkennt, als wenn wir
jede Anderung direkt in einer konventionellen Programmiersprache vornehmen
miissten.

3.3.4 Ubungen zum Abschnitt 3.3

Ubung 3.3.1 Geben Sie einen reguldren Ausdruck an, der Telefonnummern in allen
moglichen Varianten beschreibt. Beriicksichtigen Sie internationale Nummern ebenso
wie die Tatsache, dass die Vorwahlen und die lokalen Anschlussnummern in verschie-
denen Landern eine unterschiedliche Anzahl von Stellen besitzen.

Ubung 3.3.2 Geben Sie einen reguldren Ausdruck an, der Gehaltsangaben reprasen-
tiert, wie sie in Stellenanzeigen erscheinen. Beachten Sie, dass das Gehalt pro Stunde,
pro Monat oder pro Jahr angegeben werden kann. Die Gehaltsangabe kann mdgli-
cherweise ein Wahrungssymbol oder eine andere Einheit wie »K« enthalten. In der
ndheren Umgebung der Gehaltsangabe befinden sich moglicherweise Worter, die
diese als solche identifizieren. Tipp: Sehen Sie sich Stellenanzeigen in der Zeitung
oder Online-Joblistings an, um sich eine Vorstellung davon zu machen, welche Muster
unter Umstdnden angebracht sind.

Ubung 3.3.3 Am Ende von Abschnitt 3.3.3 haben wir einige mogliche Verbesserun-
gen fiir Ausdriicke angefiihrt, die Stralenangaben beschreiben. Modifizieren Sie den
dort entwickelten Ausdruck, sodass er alle aufgefiihrten Moglichkeiten abdeckt.

3.4 Algebraische Gesetze fur regulare Ausdrucke

In Beispiel 3.5 wurde verdeutlicht, dass es moglich sein muss, reguldre Ausdriicke zu
vereinfachen, damit die Ausdriicke handhabbar bleiben. Wir haben dort einige Ad-
hoc-Argumente dafiir angefiihrt, warum ein Ausdruck durch einen anderen ersetzt
werden kann. In allen Féllen ging es im Grunde genommen immer darum, dass die
Ausdriicke in dem Sinn djuivalent waren, als sie dieselbe Sprache definierten. In die-
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sem Abschnitt stellen wir eine Gruppe von algebraischen Gesetzen vor, nach denen
sich die Frage der Aquivalenz von Ausdriicken auf einer etwas abstrakteren Ebene
behandeln lasst. Statt bestimmte reguldre Ausdriicke zu untersuchen, betrachten wir
Paare von reguldren Ausdriicken mit Variablen als Argumente. Zwei Ausdriicke mit
Variablen sind djuivalent , wenn wir die Variablen durch beliebige Sprachen ersetzen
konnen und die beiden Ausdriicke auch dann stets dieselbe Sprache beschreiben.

Es folgt ein Beispiel fiir dieses Verfahren aus der Algebra der Arithmetik. Die Aus-
sage 1 +2 =2 + 1 ist eine Sache. Dies ist ein Beispiel fiir das Kommutativgesetz der
Addition, das sich leicht iiberpriifen ldsst, indem der Additionsoperator auf beide Sei-
ten angewandt und das Ergebnis 3 = 3 berechnet wird. Das Kommutativgesetz der Addi-
tion sagt allerdings mehr aus: Es besagt, x + iy =y + x, wobei x und y Variablen sind, die
durch zwei beliebige Zahlen ersetzt werden konnen. Das heifit, wir konnen zwei Zah-
len in beliebiger Reihenfolge addieren und erhalten stets das gleiche Ergebnis, gleich-
gliltig welche Zahlen wir verwenden.

Wie fiir arithmetische Ausdriicke gilt auch fiir reguldre Ausdriicke eine Reihe von
Gesetzen. Viele dieser Gesetze dhneln den Gesetzen der Arithmetik, wenn man die
Vereinigung von Mengen der Addition und die Verkettung der Multiplikation gleich-
setzt. Es gibt jedoch einige Bereiche, in denen diese Analogie nicht stimmt, und es gibt
auch einige Gesetze, die fiir reguldre Ausdriicke gelten und die keine Entsprechung in
der Arithmetik haben; dies gilt insbesondere fiir den Sternoperator. Die néchsten
Unterabschnitte bilden einen Katalog der wichtigsten Gesetze. Wir schliefien diesen
Abschnitt mit einer Erdrterung der Verfahren, mit denen man priifen kann, ob ein
angenommenes Gesetz fiir reguldre Ausdriicke tatsdchlich ein Gesetz ist, d. h. ob es
fiir alle Sprachen gilt, die fiir die Variablen eingesetzt werden kénnen.

3.4.1 Assoziativitat und Kommutativitat

Kommutativitd ist die Eigenschaft eines Operators, die besagt, dass wir die Reihen-
folge der Operanden vertauschen kénnen, ohne dass sich das Ergebnis dadurch
dndert. Oben wurde ein Beispiel aus der Arithmetik angefiihrt: x + y = y + x. Assoziati-
vitd ist die Eigenschaft eines Operators, die es zulédsst, dass Operanden unterschied-
lich gruppiert werden, wenn der Operator zweimal angewandt wird. Beispielsweise
lautet das Assoziativgesetz der Multiplikation (x x y) x z = x x (v x z). Die folgenden
drei Gesetze dhnlicher Art gelten fiir reguldre Ausdriicke:

L +M =M + L. Dieses Gesetz, das Kommutativgesetz der Mengenvereinigung, besagt,
dass zwei Sprachen in beliebiger Reihenfolge vereinigt werden konnen.

(L+ M)+ N =L+ M+ N). Dieses Gesetz, das Assoziativgesetz der Mengenvereini-
gung, besagt, dass drei Sprachen vereinigt werden kénnen, indem man entweder
zuerst die Vereinigung der ersten beiden oder zuerst die Vereinigung der letzten
beiden bildet. Beachten Sie, dass wir aus der Kombination dieses Gesetzes mit dem
Kommutativgesetz der Mengenvereinigung schlieflen kénnen, dass jede beliebige
Sammlung von Sprachen in beliebiger Reihenfolge und Gruppierung vereinigt
werden kann, ohne dass sich das Ergebnis der Vereinigung dndert. Eine Zeichen-
reihe ist also genau dannin L, UL, U ... U L, enthalten, wenn sie in einer oder meh-
reren der Sprachen L, enthalten ist.

(LM)N = L(MN). Dieses Gesetz, das Assoziativgesetz der Verkettung, besagt, dass drei
Sprachen verkettet werden kénnen, indem entweder die ersten beiden zuerst oder
die letzten beiden zuerst verkettet werden.
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In dieser Liste fehlt das »Gesetz« LM = ML, das besagen wiirde, dass die Verkettung
kommutativ ist. Dieses Gesetz ist allerdings falsch.

Beispiel 3.10 Betrachten Sie die reguldren Ausdriicke 01 und 10. Diese Ausdriicke
beschreiben die Sprachen {01} bzw. {10}. Da sich diese Sprachen unterscheiden, kann
kein allgemeines Gesetz LM = LM gelten. Wire es giiltig, konnten wir den regulédren
Ausdruck 0 fiir L und den Ausdruck 1 fiir M einsetzen und féalschlicherweise folgern,
dass 01 = 10.

3.4.2 Einheiten und Annihilatoren

Die Einheit beziiglich eines Operators ist ein Wert, fiir den gilt, dass bei Anwendung
des Operators auf die Einheit und einen anderen Wert der andere Wert das Ergebnis
bildet. Beispielsweise ist 0 die Einheit beziiglich der Addition, da0 + x =x + 0 =x, und
1 ist die Einheit beziiglich der Multiplikation, da 1 x x = x x 1 = x. Der Annihilator
beziiglich eines Operators ist ein Wert, fiir den gilt, dass bei Anwendung des Opera-
tors auf den Annihilator und einen anderen Wert der Annihilator das Ergebnis bildet.
Beispielsweise ist 0 der Annihilator beziiglich der Multiplikation, da 0 x x =x x 0 = 0.
Es gibt keinen Annihilator fiir die Addition.

Es gibt drei Gesetze fiir reguldre Ausdriicke, die diese Konzepte betreffen und
nachfolgend aufgefiihrt sind.

@+ L =L+ Q= L. Dieses Gesetz stellt fest, dass & die Einheit beziiglich der Men-
genvereinigung ist. Das heifit, & vermittelt in Verbindung mit der Vereinigung die
Identitatsfunktion, weil L vereinigt mit & identisch L ist. Dieses Gesetz wird des-
halb das Identitdtsgesetz der Vereinigung genannt.

éL = Le = L. Dieses Gesetz stellt fest, dass ¢ die Einheit beziiglich der Verkettung ist.
Das heif$t, ¢ vermittelt in Verbindung mit der Verkettung die Identitadtsfunktion,
weil L verkettet mit & identisch L ist. Dieses Gesetz wird deshalb das Identitatsge-
setz der Verkettung genannt.

@L = L& = &. Dieses Gesetz stellt fest, dass & der Annihilator der Verkettung ist.

Diese Gesetze sind michtige Werkzeuge zur Vereinfachung von Ausdriicken. Wenn
beispielsweise die Vereinigung verschiedener Ausdriicke vorliegt, von denen einige
gleich & sind oder zu & vereinfacht wurden, dann kénnen die betreffenden Ausdrii-
cke aus der Vereinigung eliminiert werden. Analog gilt, wenn eine Verkettung ver-
schiedener Ausdriicke vorliegt, von denen einige gleich ¢ sind oder zu ¢ vereinfacht
wurden, dann kénnen die betreffenden Ausdriicke aus der Verkettung eliminiert wer-
den. Schliefilich gilt, wenn eine beliebige Anzahl von Ausdriicken verkettet wird und
nur einer dieser Ausdriicke gleich & ist, dann kann die gesamte Verkettung durch &
ersetzt werden.

3.4.3 Distributivgesetze

Ein Distributivgesetz betrifft zwei Operatoren und behauptet, dass ein Operator auf
jedes Argument des anderen Operators einzeln angewandt werden kann. Das
gebrauchlichste Beispiel aus der Arithmetik ist das Distributivgesetz der Multiplika-
tion beztiglich der Addition, das heifst: x x (¥ + z) = x x y + x x z. Da die Multiplikation
kommutativ ist, ist es gleichgiiltig, ob die Multiplikation links oder rechts von der
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Summe steht. Es gibt jedoch ein analoges Gesetz fiir reguldre Ausdriicke, das wir in
zwei Formen angeben miissen, da die Verkettung nicht kommutativ ist. Diese Gesetze
lauten:

L(M + N) = LM + LN. Dieses Gesetz wird als linkes Distributivgesetz der Verket-
tung beziiglich der Vereinigung bezeichnet.

(M + N)L = ML + NL. Dieses Gesetz wird als rechtes Distributivgesetz der Verket-
tung beziiglich der Vereinigung bezeichnet.

Wir wollen nun das linke Distributivgesetz beweisen. Das andere Gesetz wird auf
dhnliche Weise bewiesen. Der Beweis bezieht sich ganz allgemein auf Sprachen. Er
hédngt nicht davon ab, ob die Sprachen durch reguldre Ausdriicke beschrieben
werden.

Satz 3.11 Wenn L, M und N Sprachen sind, dann gilt:
LIMUN)=LMULN

BEWEIS: Der Beweis dhnelt einem anderen Beweis zu einem Distributivgesetz, der in
Satz 1.10 vorgestellt wurde. Wir miissen zeigen, dass eine Zeichenreihe w genau dann
in L(M U N) enthalten ist, wenn sie in LM U LN enthalten ist.

(Nur-wenn-Teil) Wenn w in L(M U N) enthalten ist, dann gilt w = xy, wobei x Ele-
ment von L und y Element von M oder von N ist. Wenn y in M enthalten ist, dann ist
xy in LM enthalten und daher auch in LM U LN.

Ahnlich gilt: Wenn y in N enthalten ist, dann ist xy in LN enthalten und daher auch
in LM ULN.

(Wenn-Teil) Angenommen, w sei in LM U LN enthalten. Dann ist w Element von
LM oder von LN. Sei zunédchst w in LM. Dann ist w = xy, wobei x Element von L und y
Element von M ist. Da y Element von M ist, ist y auch in M U N enthalten. Folglich ist
xy in L(M U N) enthalten. Wenn w nicht in LM enthalten ist, dann ist w mit Sicherheit
in LN enthalten. Ein dhnliches Argument wie zuvor zeigt, dass w in L(M U N) enthal-
ten ist.

Beispiel 3.12 Betrachten Sie den reguldren Ausdruck 0+01". Wir kénnen den Aus-
druck 0 aus der Vereinigung »herauslosenc, aber zuerst miissen wir erkennen, dass
der Ausdruck 0 als Verkettung von 0 mit & dargestellt werden kann. Das heifst, wir
wenden das Identititsgesetz der Verkettung an, um 0 durch 0¢ zu ersetzen, wodurch
wir den Ausdruck 0¢ + 01" erhalten. Nun kénnen wir das linke Distributivgesetz
anwenden, um diesen Ausdruck durch 0(¢ + 1°) zu ersetzen. Wenn wir weiter erken-
nen, dass ¢ in L(1*) enthalten ist, dann wissen wir, dass & + 1" = 1, und kénnen den
urspriinglichen Ausdruck vereinfachen zu 01'.

3.4.4 Das Ildempotenzgesetz

Ein Operator wird als idempotent bezeichnet, wenn seine Anwendung auf zwei Ope-
randen mit dem gleichen Wert eben diesen Wert als Ergebnis hat. Die {iblichen arith-
metischen Operatoren sind nicht idempotent. Im Allgemeinen gilt x + x # x und x x x
#x, obwohl es einige Werte fiir x gibt, bei denen die Gleichheit gilt (z. B. 0 + 0 = 0). Ver-
einigung und Durchschnitt sind jedoch gebréduchliche Beispiele fiir idempotente Ope-
ratoren. Fiir reguldre Ausdriicke konnen wir daher folgendes Gesetz formulieren:
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L + L = L. Dieses Gesetz, das Idempotenzgesetz fiir die Vereinigung, besagt, dass
die Vereinigung von zwei identischen Ausdriicken eben diesen Ausdruck ergibt,
d. h. wir kénnen die Vereinigung der beiden Ausdriicke durch ein Exemplar dieses
Ausdrucks ersetzen.

3.4.5 Gesetze beziglich der Hiillenbildung

Es gibt eine Reihe von Gesetzen, die den Sternoperator und seine Unix-Varianten +
und ? betreffen. Wir werden diese Gesetze im Folgenden auffiihren und erkldren,
warum sie giiltig sind.

(L) = L". Dieses Gesetz besagt, dass durch die Anwendung des Sternoperators auf
einen Ausdruck, der bereits abgeschlossen ist, die Sprache nicht verdndert wird.
Die Sprache von (L") besteht aus allen Zeichenreihen, die durch Verkettung der in
der Sprache von L" enthalten Zeichenreihen gebildet werden. Diese Zeichenreihen
setzen sich aber wiederum aus Zeichenreihen der Sprache L zusammen. Folglich
ist jede in (L')" enthaltene Zeichenreihe auch eine Verkettung von Zeichenreihen
aus L und somit in der Sprache von L enthalten.

& = &. Die Hiille von & enthélt nur die Zeichenreihe ¢, wie wir in Beispiel 3.6 eror-
tert haben.

& = ¢. Es ldsst sich leicht tiberpriifen, dass die einzige Zeichenreihe, die durch die
Verkettung einer beliebigen Anzahl von leeren Zeichenreihen gebildet werden
kann, die leere Zeichenreihe selbst ist.

L+ =LL" = L'L. Sie wissen, dass L* definiert ist als L + LL + LLL + ... . Zudem gilt
L*=g+L+LL+LLL + .... Daraus folgt:

LL*=Le+LL+LLL+LLLL ...

Wenn wir uns in Erinnerung rufen, dass Le = L, dann erkennen wir, dass die un-
endlichen Ausdriicke fiir LL" und fiir L* identisch sind. Der Beweis, dass L+ = L*L
gilt, ist dhnlich zu fiihren.*

L" = L* + ¢. Dies ist leicht zu beweisen, da L* jeden Term aus L* enthalt, mit Aus-
nahme von &. Beachten Sie, dass der Zusatz + ¢ nicht erforderlich ist, wenn die
Sprache L die Zeichenreihe ¢ bereits enthalt; fiir diesen Sonderfall gilt: L+ =L".

L? = ¢ + L. Diese Regel ist nicht anders als die Definition des ?-Operators.

3.4.6 Gesetze fur regulare Ausdriicke entdecken

Jedes der obigen Gesetze wurde formal oder informell bewiesen. Man kénnte nun
eine unendliche Vielzahl fiir reguldre Ausdriicke geltender Gesetze vermuten. Gibt es
eine allgemeine Methodologie, die Beweise giiltiger Gesetze erleichtert? Es zeigt sich,
dass die Giiltigkeit eines Gesetzes sich auf die Frage der Gleichheit zweier Sprachen
reduzieren ldsst. Interessanterweise ist diese Technik eng mit den Operatoren fiir

4. Beachten Sie, dass also jede Sprache L und ihre Hiille L* kommutativ sind (beziiglich der Verkettung):
LL" = L'L. Diese Regel widerspricht der Tatsache nicht, dass die Verkettung im Allgemeinen nicht kom-
mutativ ist.
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reguldre Ausdriicke verkniipft und kann nicht auf Ausdriicke, die andere Operatoren
(wie z. B. den Durchschnitt) enthalten, erweitert werden.

Um dieses Verfahren zu demonstrieren, wollen wir ein vermutetes Gesetz
betrachten:

(L + My = (L'My

Dieses Gesetz besagt Folgendes: Wenn L und M Sprachen sind und der Sternoperator
auf deren Vereinigung angewandt wird, dann erhalten wir dieselbe Sprache wie
durch die Anwendung des Sternoperators auf die Sprache L'M’, das heifst der Anwen-
dung des Sternoperators auf alle Zeichenreihen, die aus null oder mehr Elementen
von L gefolgt von null oder mehr Elementen von M bestehen.

Zum Beweis dieses Gesetzes nehmen wir zuerst an, dass die Zeichenreihe w in der
Sprache von (L + M)" enthalten sei.> Wir kénnen dann sagen, w = w,w, ... w, fiir ein k,
wobei jede Zeichenreihe w; in L oder M enthalten ist. Daraus folgt, dass jede Zeichen-
reihe w; in der Sprache von L’'M" enthalten ist. Dies ldsst sich wie folgt begriinden:
Wenn w, in L enthalten ist, dann wéhle die Zeichenreihe w, aus L; diese Zeichenreihe
ist auch in L enthalten. Wahle keine Zeichenreihen aus M; das heifst, wahle ¢ aus M".
Wenn w, in M enthalten ist, dann ist die Argumentation dhnlich. Nachdem bewiesen
wurde, dass jedes w, in L'M" enthalten ist, folgt daraus, dass w in der Hiille dieser
Sprache enthalten ist.

Um den Beweis zu vervollstindigen, miissen wir zudem die Umkehrung bewei-
sen, dass Zeichenreihen, die in (L*M")" enthalten sind, auch in (L + M)" enthalten sind.
Wir tibergehen diesen Teil des Beweises, da unser Ziel nicht im Beweis dieses Gesetzes
besteht, sondern in der Hervorhebung der folgenden wichtigen Eigenschaft regularer
Ausdriicke:

Jeder reguldre Ausdruck mit Variablen kann als konkreter reguldrer Ausdruck (ein
Ausdruck ohne Variablen) betrachtet werden, wenn man sich jede Variable als ein
bestimmtes Symbol vorstellt. Beispielsweise konnen im Ausdruck (L + M)" die Variab-
len L und M durch die Symbole a bzw. b ersetzt werden, womit wir den reguldren Aus-
druck (a + b)" erhalten.

Die Sprache des konkreten Ausdrucks gibt uns Aufschluss iiber die Form der Zei-
chenreihen der Sprache, die aus dem urspriinglichen Ausdruck gebildet wird, wenn
wir die Variablen durch Sprachen ersetzen. In unserer Analyse von (L + M)" haben wir
so beobachtet, dass jede Zeichenreihe w, die aus einer Folge von Elementen aus L oder
M besteht, in der Sprache (L + M)" enthalten ist. Wir kommen zu diesem Schluss, wenn
wir die Sprache des konkreten Ausdrucks (a + b)" betrachten, bei der es sich offen-
sichtlich um die Menge aller aus den Zeichen a und b bestehenden Zeichenreihen han-
delt. Wir konnten jede in L enthaltene Zeichenreihe fiir ein Vorkommen von 4 einset-
zen, und wir kénnten jede in M enthaltene Zeichenreihe fiir ein Vorkommen von b
einsetzen, wobei durchaus verschiedene Zeichenreihen fiir die verschiedenen Vor-
kommen von a und b verwendet werden kénnen. Wenn wir diese Substitutionen an
allen in (a + b)* enthaltenen Zeichenreihen vornehmen, dann erhalten wir alle Zei-
chenreihen, die gebildet werden, indem Zeichenreihen aus L und/oder M in beliebi-
ger Reihenfolge miteinander verkettet werden.

5. Der Einfachheit halber werden wir die reguldren Ausdriicke und ihre Sprachen als identisch behandeln
und im Text nicht ausdrticklich durch den Vorsatz »die Sprache von« vor jedem reguldren Ausdruck
unterscheiden.
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Die obige Aussage mag offensichtlich erscheinen, aber wie im Exkurs »Uber reguldre
Ausdriicke hinausgehende Erweiterungen des Tests konnen fehlschlagen« hervorge-
hoben wird, ist sie nicht einmal wahr, wenn andere Operatoren zu den drei Operato-
ren reguldrer Ausdriicke hinzugefiigt werden. Wir beweisen im néchsten Satz das all-
gemeine Prinzip fiir reguldre Ausdriicke.

Satz 3.13 Sei E ein reguldrer Ausdruck mit den Variablen L,, L,, ..., L,,. Bilde den
konkreten reguldren Ausdruck C, indem jedes Vorkommen von L; durch das Symbol 4;
mitj=1,2,..,mersetzt wird. Dann gilt fiir beliebige Sprachen L,, L,, ..., L,,, dass ]ede
Zeichenreihe w aus L(E) dargestellt werden kann als w = w,w, ... w,, wobei jede Zei-
chenreihe w; in einer der Sprachen L; und die Zeichenreihe g, a; ...a; in der Sprache
L(C) enthalten ist. Weniger formal ausgedruckt Wir koénnen L(E) konstruleren indem
wir jede in L(C) enthaltene Zeichenreihe, die wir hier a; a; ...a; nennen, nehmen und

fiir jede der Symbole a; eine Zeichenreihe aus der zugehérigen Sprache L; einsetzen.
BewEIs: Der Beweis ist eine strukturelle Induktion tiber den Ausdruck E.

INDUKTIONSBEGINN: Die Basisfille sind gegeben, wenn E aus &, & oder einer Variablen L
besteht. In den ersten beiden Fallen gibt es nichts zu beweisen, da der konkrete Aus-
druck C mit E identisch ist. Wenn E eine Variable L ist, dann gilt L(E) = L. Der konkrete
Ausdruck C ist einfach a, wobei a das L entsprechende Symbol ist. Folglich ist L(C) =
{a}. Wenn wir das Symbol 4 in dieser einen Zeichenreihe durch eine beliebige Zeichen-
reihe aus L ersetzen, dann erhalten wir die Sprache L, die gleich L(E) ist.

INDUKTIONSSCHRITT: Es sind drei Félle zu unterscheiden, die vom letzten Operator von E
abhédngen. Nehmen wir zuerst an, E = F + G, d. h. die Vereinigung ist der letzte Ope-
rator. Seien C und D die konkreten Ausdriicke, die aus F bzw. G gebildet werden,
indem konkrete Symbole fiir die Sprachvariablen in diese Ausdriicke eingesetzt wer-
den. Beachten Sie, dass sowohl in F als auch in G alle Vorkommen einer bestimmten
Variablen durch dasselbe Symbol ersetzt werden miissen. Wir erhalten dann fiir E den
konkreten Ausdruck C + D, und L(C + D) = L(C) + L(D).

Angenommen, w ist eine in L(E) enthaltene Zeichenreihe, wenn die Sprachvariab-
len von E durch bestimmte Sprachen ersetzt werden. Dann ist w Element von L(F)
oder von L(G). Nach der Induktionsannahme erhalten wir w, indem wir mit einer kon-
kreten Zeichenreihe aus L(C) oder L(D) beginnen und fiir die Symbole Zeichenreihen
der entsprechenden Sprachen substituieren. Folglich kann die Zeichenreihe w in
jedem Fall konstruiert werden, indem wir mit einer konkreten Zeichenreihe aus L(C +
D) beginnen und dieselben Ersetzungen von Symbolen durch Zeichenreihen durch-
fiihren.

Wir miissen zudem die Fille betrachten, in denen E gleich FG oder F ist. Die Argu-
mentation dhnelt allerdings der oben fiir die Vereinigung beschriebenen, und wir
iiberlassen die Vervollstindigung dieses Beweises dem Leser.

3.4.7 Test eines fur regulare Ausdrucke geltenden
Gesetzes der Algebra

Wir konnen nun den Test zur Beantwortung der Frage, ob ein Gesetz fiir reguldre Aus-
driicke giiltig ist, formulieren und beweisen. Der Test zur Beantwortung der Frage, ob
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E = F wahr ist, wobei E und F zwei reguldare Ausdriicke mit der gleichen Menge von
Variablen sind, lautet:

1. Wandle E und F in konkrete reguldre Ausdriicke C und D um, indem jede Vari-
able durch ein konkretes Symbol ersetzt wird.

2. Priife, ob L(C) = L(D). Falls dies zutrifft, dann ist E = F wahr und somit ein giil-
tiges Gesetz, andernfalls ist das »Gesetz« falsch. Beachten Sie, dass wir den
Test zur Beantwortung der Frage, ob zwei reguldre Ausdriicke dieselbe Spra-
che definieren, erst in Abschnitt 4.4 behandeln werden. Wir kénnen jedoch
Ad-hoc-Methoden einsetzen, um die Gleichheit von Sprachpaaren zu ent-
scheiden, fiir die wir uns interessieren. Rufen Sie sich dazu auch in Erinne-
rung: Wenn zwei Sprachen nicht gleich sind, dann geniigt zum Beweis die
Angabe eines Gegenbeispiels, ndmlich einer einzigen Zeichenreihe, die zu
einer der beiden Sprachen gehort, aber nicht zur anderen.

Satz 3.14 Der obige Test identifiziert fiir reguldre Ausdriicke geltende Gesetze kor-
rekt.

BEWEIS: Wir werden zeigen, dass L(E) = L(F) genau dann fiir alle Sprachen gilt, die fiir
die Variablen von E und F eingesetzt werden, wenn L(C) = L(D).

(Nur-wenn-Teil) Angenommen, L(E) = L(F) gilt fiir alle moglichen Sprachen, die
fiir die Variablen eingesetzt werden kénnen. Wihle fiir jede Variable L das konkrete
Symbol g, das L in den Ausdriicken C und D ersetzt. Dann gilt fiir diesen Fall L(C) =
L(E) und L(D) = L(F). Da L(E) = L(F) gegeben ist, folgt L(C) = L(D).

(Wenn-Teil) Angenommen, L(C) = L(D). Nach Satz 3.13 werden L(E) und L(F)
jeweils konstruiert, indem die konkreten Symbole der Zeichenreihen in L(C) und L(D)
durch Zeichenreihen der Sprache, der diese Symbole zugeordnet sind, ersetzt werden.
Wenn die Zeichenreihen von L(C) und L(D) gleich sind, dann sind auch die beiden
Sprachen, die auf diese Weise konstruiert werden, gleich, d. h. L(E) = L(F).

Beispiel 3.15 Betrachten Sie den Gesetzesvorschlag (L + M) = (L'M’)". Wenn wir die
Variablen L und M durch die konkreten Symbole a und b ersetzen, dann erhalten wir
die reguldren Ausdriicke (a + b)" = (a'b’)". Es ldsst sich miihelos nachweisen, dass
beide Ausdriicke die Sprache beschreiben, die alle aus den Symbolen a und b beste-
henden Zeichenreihen umfasst. Folglich stehen die beiden konkreten Ausdriicke fiir
dieselbe Sprache, und das Gesetz gilt.

Betrachten Sie L" = L'L" nun als weiteres Beispiel fiir ein Gesetz. Die konkreten
Sprachen lauten a” bzw. a'a’, und jede dieser Sprachen umfasst die Menge aller aus
dem Symbol a bestehenden Zeichenreihen. Auch hier stellen wir fest, dass das gefun-
dene Gesetz giiltig ist, d. h. die Verkettung einer abgeschlossenen Sprache mit sich
selbst ergibt eben diese Sprache.

Als letztes Beispiel betrachten Sie das angebliche Gesetz L + ML = (L + M)L. Wenn
wir die Symbole 2 und b fiir die Variablen L und M wéhlen, dann erhalten wir die kon-
kreten Ausdriicke a + ba = (a + b)a. Die Sprachen dieser Ausdriicke sind allerdings
nicht gleich. Beispielsweise ist die Zeichenreihe aa in der Sprache des zweiten, nicht
aber des ersten enthalten. Folglich ist dieses angebliche Gesetz falsch.
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Uber regulire Ausdriicke hinausgehende Erweiterungen
des Tests konnen fehlschlagen

Lassen Sie uns eine erweiterte Algebra fur regulére Ausdriicke betrachten, die den
Schnittmengenoperator enthalt. Wie wir in Satz 4.8 sehen werden, wird interessanter-
weise die Menge der beschreibbaren Sprachen durch das Hinzufligen des Operators N
zu den drei Operatoren flr regulare Ausdrlcke nicht erweitert. Allerdings wird dadurch
der Test fir die Glltigkeit algebraischer Gesetze ungliltig.

Betrachten Sie das »Gesetz« Ln M~ N= L n M; das heif3t, die Schnittmenge von belie-
bigen drei Sprachen ist identisch mit der Schnittmenge der ersten beiden Sprachen. Die-
ses Gesetz ist offenkundig falsch. Sei beispielsweise L = M = {a} und N = &. Der auf der
Konkretisierung von Variablen basierende Test wirde den Unterschied hier nicht auf-
decken. Das heif3t, wenn wir L, M und N durch die Symbole a, b und c ersetzen wurden,
dann wirden wir testen, ob {a} » {b} N {c} = {a} N {b}. Da beide Seiten gleich der leeren
Menge sind, waren die Sprachen gleich, und der Test wirde implizieren, dass das
»Gesetz« gilt.

3.4.8 Ubungen zum Abschnitt 3.4

Ubung 3.4.1 Priifen Sie die Giiltigkeit folgender Identititen reguldrer Ausdriicke:

*a) R+S5=S+R

b) R+S)+T=R+(S+T7)

) (RS)T=R(ST)

d) R(S5+T)=RS+RT

e) R+S)T=RT+ST
) RY=K

g) (¢ +R)=NK

h) (RS =([R+S)

! Ubung 3.4.2 Beweisen Sie die Wahrheit oder Falschheit der folgenden Aussagen
iiber reguldre Ausdriicke:

*

a) R+Sy=R+§

b) (RS +R)'R =R(SR + R)’

* ) (RS +R)RS = (RR'S)’

d) (R+5S)S=(RS)

e) S(RS +S)R = RR'S(RR'S)

)
)




3.5 Zusammenfassung von Kapitel 3

Ubung 3.4.3 In Beispiel 3.6 haben wir den folgenden reguliren Ausdruck ent-
wickelt:

O0+1)*1(0+1)+ (0+1)1(0+1)(0+ 1)

Entwickeln Sie unter Verwendung der Distributivgesetze zwei verschiedene, einfa-
chere, dquivalente Ausdriicke.

ﬂbung 3.4.4 Am Anfang von Abschnitt 3.4.6 haben wir einen Teil des Beweises, dass
(L'M)" = (L + M)’, dargestellt. Vervollstindigen Sie den Beweis, indem Sie zeigen, dass
in (L'M*)" enthaltene Zeichenreihen auch in (L + M)* enthalten sind.

! Ubung 3.4.5 Vervollstindigen Sie den Beweis von Satz 3.13, indem Sie die Falle
behandeln, in denen der reguldre Ausdruck E die Form FG oder die Form F" hat.

3.5 Zusammenfassung von Kapitel 3

Regulire Ausdritke : Diese algebraische Notation beschreibt genau dieselben Spra-
chen wie endliche Automaten: die reguldren Sprachen. Als Operatoren fiir regu-
lare Ausdriicke sind die Vereinigung, die Verkettung (auch Konkatenation oder
»Punktoperator« genannt) und der Sternoperator (oder Kleenesche Hiille) defi-
niert.

Regulire Ausdritke in der Praxis : Systeme wie Unix und verschiedene Unix-Befehle
verwenden eine erweiterte Notation fiir reguldre Ausdriicke, die viele Kiirzel fiir
gebrdauchliche Ausdriicke bietet. Zeichenklassen erlauben es, Symbolmengen ein-
fach darzustellen, wahrend Operatoren, wie »ein oder mehr Vorkommen von«
und »hochstens ein Vorkommen von« die reguldren Operatoren fiir reguldre Aus-
driicke ergdnzen.

Auivalenz von requliven Ausdrii cken und endlichen Automaten: Wir kénnen einen
DEA durch eine induktive Konstruktion in einen reguldren Ausdruck umwan-
deln. In einer solchen Konstruktion werden Ausdriicke fiir Beschriftungen von
Pfaden konstruiert, die zunehmend umfangreichere Mengen von Zustinden
durchlaufen. Alternativ konnen wir ein Verfahren zur Eliminierung von Zustéan-
den einsetzen, um den reguldren Ausdruck fiir einen DEA zu bilden. In der umge-
kehrten Richtung konnen wir aus einem reguldren Ausdruck rekursiv einen -
NEA konstruieren und diesen ¢-NEA dann bei Bedarf in einen DEA umwandeln.

Die Algebra regulirer Ausdritke : Viele der algebraischen Gesetze der Arithmetik
gelten fiir reguldre Ausdriicke, obwohl es sehr wohl Unterschiede gibt. Vereini-
gung und Verkettung sind assoziativ, aber nur die Vereinigung ist kommutativ. Die
Verkettung ist beziiglich der Vereinigung distributiv. Die Vereinigung ist idempo-
tent.

Algebraische Identititen testen : Wir kénnen feststellen, ob eine Aquivalenz regulirer
Ausdriicke, die Variablen als Argumente enthalten, wahr ist, indem wir die Vari-
ablen durch verschiedene Konstanten ersetzen und testen, ob die resultierenden
Sprachen gleich sind.
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LITERATURANGABEN ZU KAPITEL 3

Das Konzept der regularen Ausdriicke und der Beweis ihrer Aquivalenz mit endlichen
Automaten ist das Werk von S. C. Kleene [3]. Die Konstruktion eines &-NEA aus einem
regularen Ausdruck, die hier vorgestellt wurde, wird als »McNaughton-Yamada-Konstruk-
tion« bezeichnet und stammt aus [4]. Der Test zur Uberpriifung der Aquivalenz von regu-
laren Ausdriicken, in dem Variablen als Konstanten behandelt werden, wurde von J.
Gischer [2] beschrieben. Dieser Bericht zeigte, dass das Hinzufligen verschiedener ande-
rer Operatoren, wie Durchschnitt oder ordnungserhaltende Durchmischung (siehe Ubung
7.3.4) den Test fehlschlagen lasst, obwohl diese Operatoren die Klasse der darstellba-
ren Sprachen nicht erweitern.

Schon vor der Entwicklung von Unix untersuchte K. Thompson die Verwendung regulérer
Ausdruicke in Kommandos wie grep, und sein Algorithmus zur Verarbeitung solcher Kom-
mandos findet sich in [5]. Die frihe Unix-Entwicklung fuhrte zur Entwicklung verschiede-
ner anderer Kommandos, die von der Notation erweiterter regularer Ausdricke stark
Gebrauch machen, z. B. das Kommando Tex von M. Lesk. Eine Beschreibung dieses
Kommandos und anderer auf regularen Ausdrlicken basierenden Techniken sind in [1]
enthalten.
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