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2.5.5 Man formuliere Spannungsvektoren in LAGRANGEScher Schreibweise.

25.6 Man formuliere die Gleichgewichtsbedingungen (2.26) und die Bewe-
gungsgleichungen (2.28) in der LAGRANGESchen Beschreibungsweise.

2.5.7 Man entwickle aus der Bewegungsgleichung (2.28) die Energiegleichung.
2.5.8 Die Spannungsleistung HIDijG ji v im verformten Korper (Volumen V)
%

beziehe man auf die Anfangskonfiguration (V). Welche konjugierten Variablen
ergeben sich?

2.5.9 Man definiere einen weiteren Spannungstensor.

2.5.10 Man ermittle die ,Dichte® der Spannungsleistung eines hydrostatischen
Spannungszustandes.

2.6 Spannungen im schadhaften Kontinuum

Aufgrund ihres strukturellen Charakters sind Schadigungen in einem Kon-
tinuum im Allgemeinen richtungsabhangig und kénnen somit bei mehraxi-
aler Beanspruchung nur tensoriell erfasst werden. Beispielsweise hat die
Orientierung von feinen Rissen ein anisotropes makroskopisches Verhalten
zur Folge.

Im tertiaren Kriechbereich treten wachsende Schaden auf, die schlief3-
lich den Kriechbruch verursachen. Der Kriechprozefd von Metallen im
tertigren Stadium ist gekennzeichnet durch die Ausbildung von mikrosko-
pischen Rissen und durch Porenbildung an Korngrenzen.

Zur Bericksichtigung von Werkstoffschadigungen, die sich im tertidren
Kriechstadium ausbilden, fuhren MURAKAMI / OHNO (1981) und BET-
TEN (1981b) einen symmetrischen Tensor zweiter Stufe ein. Ebenso be-
nutzt RABOTNOV (1968) einen symmetrischen Tensor zweiter Stufe und
definiert einen symmetrischen net-stress Tensor G durch eine lineare
Transformation

O'ij = Qijkla-kl . (243)

Darin nimmt er den vierstufigen Tensor Q as symmetrisch an. Von BET-
TEN (1982b) wird jedoch gezeigt, dass der Tensor Q in (2.43) nur sym-
metrisch bezliglich des ersten Indexpaares (ij) ist, nicht aber bezliglich des
zweiten (kl), d.h., der net-stress Tensor ist im anisotropen Schadenszu-
stand nicht symmetrisch. Bei BETTEN (1982b) wird ein net-stress Tensor
konstruiert, der in einen symmetrischen und einen antisymmetrischen Teil
zerlegt werden kann, wobei nur der symmetrische Anteil mit dem von
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RABOTNOV eingefihrten net-stress Tensor Ubereinstimmt. Zum Nachweis
dieser Zusammenhange geht BETTEN (1982b) von einem schiefsymmetri-
schen Kontinuitatstensor dritter Stufe (lIJijk) aus, formuliert ein System von
Bivektoren fuir CAUCHYs Tetraeder, das sich in einem geschadigten Zu-
stand befindet, und erhélt schliefllich einen Schadenstensor zweiter Stufe,
der beziiglich des zugrundegelegten Koordinatensystems Diagonal gestalt
hat.

Ein von den Vektoren X und Y aufgespanntes Parallelogramm kann im
dreidimensionalen Raum durch

S =X Y ={Xx Y}, (2.443)
oder in der dualen Form

dargestellt werden (Plangr6f3e). Aus den Beziehungen (2.44a,b) entnimmt
man unmittelbar die Zerlegung

Xi X

=2 XY =
SJ [Tl Y, Yj

. (2.45)

Solch ein aternierendes Produkt zweier Vektoren X und Y wird einfacher
Bivektor S genannt, der drei wesentliche, nicht verschwindende Koordina-
ten Sy3, S31, Spp besitzt. Die Absolutwerte dieser Koordinaten sind die

Projektionen der betrachteten Parallelogrammflache auf die Koordinaten-
ebenen X, =const., X, =const., Xx3=const. Somit kann der zweistufige

Tensor (2.45) as Flachenvektor (Plangrof3e) gedeutet werden, dessen
Richtung und Richtungssinn durch das Kreuzprodukt (2.44a) festgelegt
sind.

Ein differentiell kleines Tetraeder (Bild 2.2) in einem ungeschédigten
Kontinuum kann durch das System von Bivektoren

d's; = —giji (dx ) (Ax3)k /2,
d%S; = - (dxz)j(dxy)k /2,
d®S =~ (dxq) (X )k /2,
d*s = ejl(dxy); - (dxa) T(e ) — (dxa)i]/25

charakterisiert werden (Bild 2.9a), wobel die Summe auf den Nullvektor
fahrt:

(2.46)

OoOoOoOono
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dls +d?s +d3s +d?s =0, |, (2.47)

d.h., dieorientierte Oberflache des Tetraedersist null4.

undamaged configuration  anisotropic damaged conf. fictitious undamaged conf.

Bild 2.9 Systeme von Bivektoren a) ungeschadigte Konfiguration,
b) anisotrop geschadigte Konfiguration c) fiktive ungeschadigte Konfiguration

Dasselbe Tetraeder kann im geschéadigten Zustand (Bild 2.9b) durch das
folgende System von Bivektoren charakterisiert werden:

d'§ = o (dxp); (dxa)y /2 = ad's . J

22 — 42 [
d°§ = —Bijk (dx3); (dxq)x /2 =pd°S . g

33 3 0 (2.48)
d°S = —yijk (dxq)j (dx2)k /2 =S, S

44§ = kil ~ (@) 1)k ~(ckai] = kd’s;

Darin sind aij = Ogjjy, -, Yijk = Y&k Vollstandig schiefsymmetrische Ten-
soren dritter Stufe mit den wesentlichen Koordinaten aq,3 = a, B3 =B,
Y123 =Y. Man erkennt, dass sich die Vektoren dléﬁ ,...,d4§1- in Bild 2.9b
nur in ihren Langen von den entsprechenden Vektoren der schadlosen

4 Epenso ist die orientierte Oberfléche eines jeden geschlossenen Polyeders null. Dieser
Satz gilt sowohl fur konvexe a's auch nicht konvexe Polyeder.
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Konfiguration (Bild 2.9a) unterscheiden, nicht jedoch in ihren Richtungen.
Mithin wird ihre V ektorsumme im allgemeinen nicht verschwinden:

d'§ +d2S +d3S +d*S #0; |. (2.49)

Eine Ausnahme ist der isotrope Schadenszustand mit a =3 =y =k oder
der schadlose Zustand mit a =3 =y =k = 1 gemal (2.47).

Weiterhin wird in Bild 2.9¢ eine fiktive ungeschédigte K onfiguration be-
trachtet, die durch das System von Bivektoren

d's =_8ijk(d§(2)j(d§(3)k/25dl%'
4°S; = i (dRa), ()i /22075,
d®S = -k (dRy)j (AR )k /2=d°S;,
d*S =ejl(dRq)} ~ (dR3); (AR )k — (dR3)k] /2.7

charakterisiert ist, wobei analog zu (2.47) die Vektorsumme wieder ver-
schwindet:

(2.50)

OOOomO.

d's +d?S +d3S +d*S =0, |. (2.51)

Die drei Flachenvektoren d'S;, ..., d3S in (2.50) sind identisch den ent-
sprechenden Vektoren der geschédigten Konfiguration. Der vierte Vektor
d4§i hat denselben Betrag wie d4éi ; er unterscheidet sich von d*S; nach

Lange und Richtung. Daher sind die beiden Vektoren d*S; und d4S; durch

einen linearen Operator zweiter Stufe (Tensor zweiter Stufe) miteinander
verknupft:

d*S =y d's | . (252)

Vergleicht man die Systeme der Bivektoren (2.46), (2.48) und (2.50)
miteinander, so erhalt man unter Berlicksichtigung der Gleichungen (2.47)
und (2.51) in Verbindung mit der Transformation (2.52) die Beziehung

Wir€rkl[(dx2)(dXx3) +(dXxg)j(dxy)k +(dxy)j(dx2)k] =
= djjk (dX2)(dX3) K +Bijk (dX3) j(AXq)K + Vijk (AX1)(dX2)k

(2.53)
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worin die Uberschiebung i €k auf einen Kontinuitatstensor dritter Stu-
fefuhrt:
Wirtrk =Wijk = Wifjk] » (2.54)

der schiefsymmetrisch beztiglich des eingeklammerten Indexpaares [jK] ist.

Wegen aijjk =agjjk usw. sind die Terme auf der rechten Seite in (2.53)
Vektoren mit den Betragen ‘2d13‘:a1jk(dx2) (dxa) usw. (U26.4)
und mit den Richtungen der Basisvektoren 1ei , Zei ,3ei des rechtwinkli-

gen kartesischen Koordinatensystems. Somit kann die Beziehung (2.53) in
Verbindung mit (2.54) in der Form

Wiik[(dx) (dx3)k +--] =Tejaygjk (dxo)(dxa)k +,  (2.55)

geschrieben werden, aus der man unmittelbar die Zerlegung
Wijk ='e Ayjk + %€, Bojk + %, Y3jk (2.56a)

entnimmt, bzw. wegen ajjk = a€gjk etc. auch:

Wijk = ale E1jk +Bzei€2jk +y3e €3k (2.56b)
In Analogie zu (2.44b) findet man aus (2.54) die duale Form
Wik = Witjk] =€jeWir < Wir =€rkWijk /2 (2.57)
und schliefdlich die Diagonalform

Wij = Wipg€jpg /2 = diag{o, By} - (2.583)

Setzt man (2.56b) in (2.58a) ein und beachtet man 61j Elej etc., so er-

kennt man, dass der Kontinuitétstensor zweiter Stufe in Dyaden zerlegt
werden kann, die man aus den Basisvektoren bildet:

_~f1am1 24 2 3
Wij —0({ el e}ij+[3 { el e}ﬂ_y {EIE e}ij . (2.58b)
Die Beziehungen (2.57) und (2.58a) sind in Bild 2.10 veranschaulicht
(BETTEN, 1983).
Im linken Teil des Bildes2.10 wird der schiefsymmetrische Charakter
des Kontinuitdtstensors dritter Stufe gemal? (2.54) deutlich. Die drei we-
sentlichen Koordinaten a, 3, ydieses Tensors sind die Bruchteile der tra-
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genden Querschnittsflachen x4 = const., X, = const., X3 = const. des Tetra-

edersin Bild 2.9b. Diese Werte werden experimentell an Proben ermittelt,
die man aus den drei orthogonalen Richtungen X4, X5, X3 einem Werkstoff

entnommen hat.
anisotropic damage (a* B+y=*a) :

Y 0
// 0 0 -B
/s // 0 \ a 0 0
/ Vz s I=
v/ 0 0 0 Y
i 0 )72
¢ 0 % 0 0 Y
/ /
7
/U - 0 /\

Bild 2.10 Duaer Kontinuitatstensor

Schédigungen kdnnen sich bisweilen auch isotrop aushilden, wie es von
JOHNSON (1960) an der Aluminiumlegierung R.R.59 beobachtet wurde.
Fir solche Speziafédle (a ==y=y) ist der Kontinuitatstensor zweiter
Stufe ein Kugeltensor:

Wijk =WejkrOir = Wejjk < Wir = WerjkEjjk =W,  (2.59)
wéahrend der dreistufige Kontinuitétstensor im Gegensatz zu (2.54) voll-

Anstelle des Kontinuitatstensors (2.54) kann ein Schadenstensor o ein-
gefuhrt werden, der gemaid

Wijk = Eijk ~ Wijk w;j = Ojj — Wj; (2.60a,b)
definiert ist und durch die duale Beziehung
Wik = W[jk] =EjkrWir < W =€k Wijk /2 (2.60)

charakterisiert werden kann.
Der CAUCHY sche Spannungstensor Tjj in Bild 2.11aist durch die Bezie-

hung (2.2) oder auch durch die Formel (2.30) definiert.
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‘ Pi = PiVin)

X3

CAUCHY's )tensor Oj
a
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X5 6i=l3i/¢‘(n)

$q4n,dS = an,dS

net - stress tensor G
b)

Bild 2.11 Spannungstensor a) im ungeschadigten b) im geschadigten Kontinuum

In gleicher Weise kann der aktuelle net-stress Tensor Gj; in Bild 2.11b

definiert werden (BETTEN, 1982b):

PiW(n) =WikOkinj dR =pidé=6,-idéj :

(2.61a,b)

wobei die Flachenelemente dS und dS in Bild (2.11a,b) von demselben
Kraftvektor beaufschlagt werden (dR = d|5,), so dass man in Verbindung

mit (2.52) die Transformation

O'ij =

Wir Oy (2.62)

erhalt.

Analog (2.43) kann der Zusammenhang (2.62) auch durch die Transfor-

mation

Gij = (Wipdjq * BiqW p)Opq /2 = PijpqOpq »

~ —an(-D (-1 =
Gij = (Wip " Ojq + Wig 5ip)0pq/2-q’upq°pq

(2.633)

(2.63b)
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ersetzt werden, wenn man die vierstufigen Tensoren ¢ und ® einfihrt,
die wie (2.35a,b) nur beztiglich zweier Indizes symmetrisch sind:

Pijpg = Pjipg + Pijpg = Pijgp - (2.64a0)
wodurch die Symmetrie oj; =0j; und die ,Nichtsymmetrie® Gj; # 0
zum Ausdruck kommt.

Beispielsweise kann der Tensor (2.64a) gemali

Pijpg = (Wipdjq +BiqWjp + Wigdjp +BipWjq) /4 +
(2.65)
* (Wipdiq +digWjp ~Wigdjp ~BipWjq) /4

in einen symmetrischen und einen schiefsymmetrischen Teil zerlegt wer-

den (BETTEN, 1982b), wobei der symmetrische Anteil mit dem von RA-

BOTNOV (1968) eingeflihrten Tensor  gemald (2.43) Ubereinstimmt.
Die, Nichtsymmetrie" des aktuellen net-stress Tensors Gj; # G , dieim

anisotropen Schadensfall (2.58a,b), (2.62) auch durch
012/0 =B/, G3/03 =Y/B, G31/G13=0a/y (2.66)

zum Ausdruck kommt, ist ein Nachteil, der sich bei der Formulierung von
Materialgleichungen fur den tertiaren Kriechbereich auswirkt. Daher wird
von BETTEN (1983) ein symmetrischer Pseudo-net-stress Tensor t einge-
fahrt, der durch die Transformation

=Gl +wi ey /2 (267)

definiert ist und wegen (2.63b) aus dem CAUCHYschen Spannungstensor
o gemal

tij = C{ s 0pg (2.69)
hervorgeht. Darin ist
CI(Jp}q) -@J( 1 ( 1) ( 1) ( 1 @/2 (2.69)
ein symmetrischer Tensor vierter Stufe:
cD =) = =D = (D (2.70)

11pq Inpq 1qp paij -
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Im ungeschadigten Zustand (y;; = 9;;) stimmt t; mit oj; Gberein, wahrend
bei vollstandiger Schadigung (quj = Oij) der Tensor (2.69) und damit auch
tjj singular werden.

Dieinverse Transformation (2.68) ist durch

6ij =Cijpatpg (2.71)

gegeben (U 2.5.3), wobei
Cijpg E(llJiplleq"'llJiqllep)/2 (272

ein Kontinuitatstensor vierter Stufe ist, der dieselben Symmetrieeigen-
schaften besitzt wie (2.70). Aufgrund dieser Symmetrieeigenschaften kann
der Tensor (2.72) als 6x6 Matrix dargestellt werden, die wegen (2.58a,b)
die Diagonalgestalt

Cijpg =diag {C1111, C2222, Cazas: Ci212: Cososs Canarf, (2739
Cijp =di39{ o®, B% v, ap/2, By/2, VOVZ} (2.730)

besitzt, so dass die Koordinaten des Pseudo-net-stress Tensors (2.68)
durch

t11= c511/0(2 , t12=012/(aB), tz3=013/(ay),d

to1 =112, t =02/B%, tx3=023/BV).0 (274
t31 =113, t3p =tog, t33 = 0-33/V21 %
gegeben sind.

Um den ,forma“ eingefiihrten Tensor (2.67) bzw. (2.68) auch mecha-
nisch interpretieren zu kénnen, wird in (2.61b) der aktuelle net-stress Ten-
sor ¢ Uber (2.62) durch CAUCHYs Tensor ¢ ersetzt, so dass wegen

dP =dR die Beziehung
dR =0; q;}r‘l) ds, (2.753)
folgt, die wegen (2.71) und (2.72) auch durch
dR = YiptprdS; (2.75b)
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ausgedriickt werden kann. Eine Uberschiebung mit qu(i_l) fuhrt dann auf
qu(i_l) dR =ty dér oder nach Vertauschen von Indizes auf:
W dR =dR =t;;dS; . (2.76)

Damit ist der Pseudo-net-stress Tensor t in analoger Weise wie der aktuel-
le net-stress Tensor ¢ gemal (2.61b) oder wie der CAUCHYsche Span-
nungstensor ¢ gemal3 (2.30) definiert (BETTEN, 1983):

Der symmetrische Tensor t verknipft Uber die Lineartransformation
(2.76) einen Flachenelementvektor déj des , geschédigten” Kontinuums
mit einem Pseudo-Kraftvektor
5 — . (7D
dPl. = Vi de . (2.77)
Dieser ,Pseudo-Kraftvektor* stimmt im ,ungeschadigten” Zustand
(Wjj = &;j) mit dem aktuellen Kraftvektor dP; tiberein und wird bei voll-

stdndiger Schédigung (LIJiJ- = Oij) singulér.
Schliefdlich sei noch auf eine formale Analogie zwischen dem Pseu-
do-net-stress Tensor t;; und dem zweiten PIOLA-KIRCHHOFF-Tensor 'T'ij
hingewiesen, die man erkennt, wenn man (2.37) mit (2.76) und (2.36) mit
(2.77) vergleicht. Man muss wohl nicht betonen, dass dl5I in (2.36), (2.37)
und in (2.76), (2.77) unterschiedliche Bedeutung hat, so dass man dieselbe
Bezeichnung di5| belassen kann.

Ubungsaufgaben

2.6.1 Man weise (2.47) nach.

2.6.2 Man stelle die Gleichgewichtsbedingungen fur ein schadhaftes Kontinuum
auf. Dabel sollen Massenkréafte unberiicksichtigt bleiben.

2.6.3 Aus der Symmetrie gjj = Gji des CaucHyschen Spannungstensors leite
man Zerlegungen des net-stress Tensors 0; i her.

264 Manzeige |d'§)| = oy (dxo)  (Axa)y /2






