4 Lineare Bruchmechanik

4.1 Allgemeines

Wir wenden uns nun der Beschreibung des Verhaltens eines Risses zu. Aus ma-
kroskopischer, kontinuumsmechanischer Sicht fassen wir diesen als einen Schnitt
in einem Korper auf. Seine einander gegeniiberliegenden Berandungen sind die
Rifoberflichen; man nennt sie auch Rifflanken oder Rifufer (Bild 4.1). Sie sind
in der Regel belastungsfrei. Der Rif} endet an der Rififront bzw. an der Rifispitze.

Hinsichtlich der Deformation eines Risses unterscheidet man drei verschiede-
ne Rifioffnungsarten, die in Bild 4.2 dargestellt sind. Modus I kennzeichnet eine
zur z, z-Ebene symmetrische Rifl¢ffnung. Bei Modus II tritt eine antisymmetri-
sche Separation der Rifloberflichen durch Relativverschiebungen in z-Richtung
(normal zur RiBfront) auf. Schliefllich beschreibt Modus III eine Separation in-
folge Relativverschiebungen in z-Richtung (tangential zur Rififront). Die mit den
verschiedenen Rifioffnungsarten zusammenhéngenden Symmetrien sind zunéchst
nur lokal, d.h. fiir die Umgebung der Riflspitze, definiert. In bestimmten Fillen
kénnen sie jedoch auch fiir einen gesamten Korper zutreffen.

RiBoberflachen .

Bild 4.1 Bezeichnungen

Eine wichtige Rolle fiir die kontinuumsmechanische Beschreibung spielt die
Grofle der Prozefizone. Hierunter versteht man die Region in der Umgebung
einer Rififront (RiBpitze), in welcher der mikroskopisch recht komplexe Prozef
der Bindungslésung stattfindet, der mit den Mitteln der klassischen Kontinuums-
mechanik in der Regel nicht beschrieben werden kann. Soll die Kontinuumsme-
chanik auf den gesamten riflbehafteten Korper angewendet werden, mufi dem-
nach vorausgesetzt werden, dafl die Ausdehnung der Prozezone vernachlissig-
bar klein ist im Vergleich zu allen charakteristischen makroskopischen Abmes-
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sungen des Korpers. Eine solche Lokalisierung des Bruchprozesses ist in sehr
vielen Fillen gegeben. Sie ist zum Beispiel typisch fiir metallische Werkstoffe und
die meisten sproden Materialien. Allerdings tritt sie nicht in allen Féllen ein. So
kann die Prozefzone bei Beton oder bei granularen Materialien eine erhebliche
Gréfle haben und unter Umsténden sogar den gesamten Korper umfassen.

'S

Bild 4.2 RiB6éffnungsarten

In der linearen Bruchmechanik wird ein rilbehafteter Kérper im gesamten Ge-
biet als linear elastisch angesehen. Etwaige inelastische Vorgénge innerhalb oder
auflerhalb der Prozefizone um die Rif}spitze miissen deshalb auf eine kleine Re-
gion beschrinkt sein, die aus makroskopischer Sicht vernachléssigt werden kann.
Dementsprechend ist die lineare Bruchmechanik in erster Linie zur Beschreibung
des Sprodbruchs geeignet (vgl. Abschnitt 3.2.2).

Eine fundamentale Bedeutung kommt dem Rif$spitzenfeld, d.h. den Spannungen
und Deformationen in der Umgebung einer Riflspitze zu. Obwohl dieses Feld, wie
schon erwihnt, nicht direkt den Zustand in der Prozefzone beschreibt, bestimmt
es doch indirekt die Vorginge, welche in ihr ablaufen. Im nachfolgenden wird
das Rifspitzenfeld fiir den Fall eines isotropen linear elastischen Materials unter
statischer Belastung néher untersucht.

4.2 Das Rif3spitzenfeld

4.2.1 Zweidimensionale Rif}spitzenfelder

Wir betrachten das zweidimensionale Problem eines Korpers, der einen geraden
Rif} enthilt. Dabei interessieren wir uns nur fiir das Feld innerhalb einer kleinen
Umgebung vom Radius R um eine Rifispitze (Bild 4.3). Es ist zweckméBig, hierzu
die dargestellten Koordinaten mit dem Ursprung in der Rif}spitze einzufiihren.



RiBspitzenfeld 29

Bild 4.3 Umgebung der Rifispitze

Longitudinaler Schub, Modus I

Das einfachste ebene Problem ist das des longitudinalen (nichtebenen) Schub-
spannungszustandes. Hierbei treten nur Verschiebungen w senkrecht zur z,y-
Ebene auf, was zu einer Modus Il Rifi6ffnung fiihren kann. Das Rifispitzenfeld
148t sich in diesem Fall unter Verwendung einer komplexen Funktion §2(z) ermit-
teln (vgl. Abschnitt 1.5.2). Als Ansatz fiir die Losung wihlen wir

Q(z) = A2* | (4.1)

worin A eine noch freie, im allgemeinen komplexe Konstante ist. Den ebenfalls
unbekannten Exponenten A nehmen wir als reell an. Damit die Verschiebung an
der Riflspitze nichtsingular ist, wird aulerdem A > 0 vorausgesetzt; hiermit ist
dann auch die Forméanderungsenergie beschrinkt. Den Sonderfall A = 0 klammern
wir zunéchst aus; er entspricht nach (1.122) einer spannungsfreien Starrkorper-
verschiebung.

Aus (4.1) errechnet sich nach (1.122) mit z = re'#

2ir,, = W (2) — V' (2) = AP le iODe - g\pA-1eiA=De
Die Randbedingungen verlangen, dafi die Riufer (¢ = +) belastungsfrei sind:
7y (£m) = 0. Dies fiihrt auf das homogene Gleichungssystem
Ae=M _pedm —
A —Ae M =0,

Eine nichttriviale Losung existiert, wenn seine Koeffizientendeterminante ver-
schwindet. Die “Eigenwerte” A ergeben sich danach wie folgt:

sin2\r =0 — A=n/2 n=12.3,.... (4.3)

Einsetzen dieses Resultats in eine Gleichung aus (4.2) liefert schliefilich
A= (-1)"A.

Zu jedem der unendlich vielen Eigenwerte A gehort eine Eigenfunktion vom Typ

(4.1), welche die Randbedingungen erfiillt. Die Eigenfunktionen kénnen beliebig

(4.2)
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superponiert werden:
Q=A12"2 4 Agz 4+ A2?2 4 ... (4.4)

Dementsprechend lassen sich die Spannungen 7,, mit a = z,y und die Verschie-
bung w in folgender Form darstellen:

T = 120) + W) + P2 +...,

w—wy = r2eW(p) + ra®(p) + 326 (p) +....

Hierin sind 745 (¢), W (¢p), ... Funktionen vom Winkel ¢, die bis auf jeweils

einen Faktor festgelegt sind. Durch wj soll eine mogliche Starrkérperverschiebung
erfaflt werden.

Néhert man sich der Rifispitze (r — 0), dann kann das Feld alleine durch
den dominierenden ersten Term in (4.4) bzw. in (4.5) beschrieben werden; er
gehort zum kleinsten Eigenwert A = 1/2. Die zugeordneten Spannungen und
Verschiebungen sind durch

Tz KH[ — sin (@/2) 2[(III \/T .

{ - } \/ﬁ{ cos (0/2) } , w e 5 Sin (p/2) (4.6)
gegeben. Danach haben die Spannungen an der Rifispitze eine Singularitit vom
Typ r~1/2.

Das singuldre Rifispitzenfeld ist durch (4.6) bis auf den Faktor K festge-
legt. Dieser wird als Spannungsintensititsfaktor oder kurz als K-Faktor bezeich-
net, wobei der Index auf die Modus Il Ri86ffnung hindeutet. Man kann Ky als
Maf fiir die “Stédrke” des Rifispitzenfeldes ansehen, welches letztlich durch ihn
vollstindig charakterisiert wird. Umgekehrt 148t sich Kj; aus (4.6) bestimmen,
wenn in der Umgebung der Rifispitze die Spannungen oder Verschiebungen be-
kannt sind. Nach (4.6) gilt zum Beispiel

K[H = 11_1)% vV 2mr Tyz((p = 0) . (47)

(4.5)

Wie die Spannungen und Verschiebungen héingt die Gréfle des K-Faktors von der
geometrischen Form des Korpers und von seiner Belastung ab.

EVZ und ESZ, Modus I und Modus I

Fiir den ebenen Verzerrungszustand (EVZ) und den ebenen Spannungszustand
(ESZ) bestimmen wir das Rifispitzenfeld unter Verwendung der zwei komplexen
Funktionen ®(z) und ¥(z) (vgl. Abschnitt 1.5.2). Die Vorgehensweise ist dabei
analog zum longitudinalen Schub. Als Lésungsansatz findet

®(z) = A2, U(z) = B2* (4.8)

Verwendung, wobei der Exponent A wieder als reell und positiv angenommen
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wird. Aus (4.8) bestimmen wir nach (1.120) zunéchst
Op+iTry = @(2) + 0(2) + 20"(2) + V' (2)2/Z
= AN De L A\ AT e (4.9)
+ANN — 1)Ll BT e

Entlang der Riflufer ¢ = &7 miissen die Randbedingungen o, + i7,, = 0 erfiillt

sein. Sie liefern unter Beachtung von e™'™ = e!™ = —1 das homogene Gleichungs-
System _ o .
A)\e—u\w —i—Ael)‘W +BelA7r =0 ,
A/\ei)ﬂr +Ze—iA7r +Be—i/\7r =0 ’
. — . - . (4.10)
Ae*IAW +A)\61A7r +Befl)\7r =0 ,
AT +A)\e AT +BeM =0

Die letzten beiden Gleichungen sind dabei das konjugiert Komplexe der ersten
beiden. Durch Nullsetzen der Koeffizientendeterminante erhélt man eine Eigen-
wertgleichung, die auf die gleichen Eigenwerte wie beim longitudinalen Schub-
spannungszustand fiihrt:

cosddr=1 — A=n/2 n=1,2,3,.... (4.11)

Setzt man dies in eine Gleichung aus (4.10) ein, dann ergibt sich noch B =
—(=1)"nA/2 — A.
Die Spannungen o;; und Verschiebungen u; mit 7,j = x,y konnen wieder als
Summe der zu den Eigenwerten gehorigen Eigenfunktionen dargestellt werden:
oy = 1760 (0) + &) + PP+, w2
w—ug = rPu0e)  + ra?(e) + rPPaP(e) +..

Darin beschreibt wu;y eine mégliche Starrkérperverschiebung. Fiir r — 0 dominiert
der erste, in den Spannungen singulédre Term. Es ist zweckmé&Big das zugeordnete
Feld in einen symmetrischen und in einen antisymmetrischen Anteil beziiglich der
x-Achse aufzuspalten. Das symmetrische singuldre Feld entspricht einer Modus I
Rif6ffnung, wihrend das antisymmetrische Feld zu einer Modus I Rifi¢ffnung
fiihrt. Die entsprechenden Nahfelder lassen sich in der folgenden Form darstellen:

Modus I:

Oz . 1 — sin (¢/2) sin (3¢/2)
o, ¢ = ———cos(p/2){ 1+sin(p/2)sin(3p/2) 3 ,
V2mr
Tay sin (¢/2) cos (3¢/2) (4.13)

vl _ K L(/{—cos ) cos (¢/2)
o[ 2GVor 4 sin (/2) |
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Modus II :
o8 . —sin (p/2)[2 + cos (¢/2) cos (3p/2)]
oy ¢ = —== sin (¢/2) cos (¢/2) cos (3¢/2) :
V2rr
Toy cos (¢/2)[1 — sin (¢/2) sin (3¢/2)] (4.14)
uwl|l  Kup [r sin (¢/2)[k + 2 + cos ¢]
{ v } B QG\/;{ cos (p/2)[k — 2 + cos ] } '
Dabei gilt
EVZ: k=3—4v, o, =v(og +0y),

ESZ : k=0B-v)/1+v), o0,=0. (4.15)

Danach liegt die Verteilung der Spannungen und Deformationen in der Umgebung
der Rispitze eindeutig fest. Sie wird exemplarisch fiir den Modus I in Abschnitt
4.2.2 diskutiert. Die “Stérke” (Amplitude) des Riispitzenfeldes wird durch die
Spannungsintensititsfaktoren K; und Ky bestimmt. Diese hingen von der Geo-
metrie des Korpers (einschlieBlich Riff) und von seiner Belastung ab. Sie lassen
sich aus den Spannungen oder Deformationen ermitteln, sofern diese bekannt
sind. Nach (4.13) und (4.14) gelten zum Beispiel die Beziehungen

Kr =limv2mroy(p=0),  Kg=lmv2mr 7,(p=0). (4.16)
r— r—

Das Feld in der Umgebung einer Rif}spitze eines geraden Risses mit lastfreien
Rififlanken wird nach (4.5) und (4.12) aus einer Summe von Eigenfunktionen
gebildet. Von ihnen dominiert der singuléire erste Term (= Nahfeld), wenn man
sich der Rifispitze ndhert (r — 0); fiir einen hinreichend grofien Abstand r diirfen
die hoheren Terme allerdings nicht vernachlissigt werden. Es 148t sich zeigen, dafl
das Nahfeld von der gleichen Form (4.6), bzw. (4.13), (4.14) ist, wenn die Rifjufer
belastet sind (Bild 4.4a) oder wenn Volumenkrifte auftreten. Dies trifft auch auf
einen Rif} zu, der im Bereich der Rifispitze gekriimmt ist (Bild 4.4b).

a) b)
Bild 4.4 a) RiBuferbelastung, b) gekriimmter Rif}
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Die r~'/2-Singularitit ist typisch fiir eine Rifspitze. Singulire Spannungen
mit einem eventuell anderem Typ der Singularitdt konnen aber auch bei vie-
len anderen Problemen der linearen Elastizitdt auftreten. Als Beispiel sei hier
nur eine “rifdhnliche” Spitzkerbe betrachtet, deren Flanken einen Winkel 2c
bilden (Bild 4.5a). Der Ansatz (4.8) fithrt mit (4.9) und den Randbedingungen
(04 + iTpp)p=ta = 0 wieder auf ein homogenes Gleichungssystem. Dieses unter-
scheidet sich von (4.10) nur dadurch, daff an Stelle des Winkels 7 nun der Winkel
a auftritt. Durch Nullsetzen der Koeffizientendeterminante erhélt man die Eigen-
wertgleichung

sin 2 Aa = £Asin 2« . (4.17)

In Bild 4.5b ist der daraus resultierende kleinste Eigenwert dargestellt. Im Fall
2a < 7 ist A = 1; aus (4.8) folgen dann keine Spannungssingularititen. Fiir die
“einspringende Ecke” m < 2a < 27 liegt A im Bereich 1/2 < A < 1, und im
Grenzfall 2o = 27 (Rif}) ergibt sich das schon bekannte Ergebnis A = 1/2. Hierzu
gehoren dann entsprechend (4.8) Spannungssingularititen vom Typ o;; ~ 271
Auf die Angabe hoherer Eigenwerte und der Eigenfunktionen sei hier verzichtet.

PN |

&
K

Bild 4.5 a) Spitzkerbe, b) kleinster Eigenwert

4.2.2 Modus I Rifspitzenfeld

Das Modus I Ri8spitzenfeld kann durch die Beziehungen (4.13) beschrieben wer-
den. Danach sind die Spannungen o;; (und entsprechend dem Hookeschen Gesetz
auch die Verzerrungen ¢;;) singuliir vom Typ r~1/2, d.h. sie wachsen mit r — 0
unbeschrinkt an. Als Beispiel hierfiir ist in Bild 4.6a der Verlauf von o, vor der
Rifispitze (¢ = 0) schematisch dargestellt. Die Verschiebungen zeigen ein r/2-
Verhalten. Dieses fiihrt entlang der Rififlanken (p = =4) fiir positives K; zu
einer parabelfésrmigen Rifioffnung (Bild 4.6a):

vE = () = :I:%\/; (k+1). (4.18)

Ist K negativ, dann kommt es nach (4.13) formal zu einer “Uberlappung” (Durch-
dringung) der Riflufer. Physikalisch ist dies nicht mdglich. Vielmehr sind beim
Rifischlieflen die beiden Riufer in Kontakt und iiben Krifte aufeinander aus.
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a) b)
Bild 4.6 Modus I Rifspitzenfeld

Manchmal ist es zweckméflig, das Nahfeld nicht durch seine kartesischen Kom-
ponenten (4.13) sondern durch dquivalente oder abgeleitete Grolen zu beschrei-
ben. So erhiilt man zum Beispiel durch Transformation (vgl. (1.114)) die Span-
nungskomponenten in Polarkoordinaten:

oy X 5cos (¢/2) — cos (3p/2)

0, » =——=—1{ 3cos(p/2) + cos (3p0/2) } . (4.19)
427

Tro sin (/2) + sin (3p/2)

Thre Winkelabhéngigkeit ist in Bild 4.6b dargestellt.
Die Hauptspannungen in der x, y-Ebene und die Hauptrichtungen — hier mit «
bezeichnet — errechnen sich aus (1.115) zu

o1 K; 1+ sin (¢/2) 73
{ ’, } = \/%cos (p/2) { |~ sin (0/2) } : a= :l:z +oe- (4.20)

Die dritte Hauptspannung ist durch o, gegeben; sie ist nach (4.15) im EVZ und
im ESZ unterschiedlich:

K
03 = 2v cos (¢/2) (EVZ), o3=0 (ESZ). 4.21
s=wLes(f2) (VD).  oy=0 (BS).  (421)
Danach ist oy die gréfite Hauptspannung, die kleinste kann je nach Spannungs-
zustand und Winkel ¢ entweder o3 oder o5 sein.
Mit den Hauptspannungen 1d8t sich unmittelbar die maximale Schubspannung
bestimmen. Aus Tax = (Omax — Omin)/2 ergibt sich

ESZ:  Tmax = 01/2

(01 —09)/2 fiir sin(p/2)>1-2v, (4.22)

EVZ: Tmax =
{ (00 —o3)/2 fiir sin(p/2)<1-2v.
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4.2.3 Dreidimensionales Rif3spitzenfeld

In verschiedenen Féllen mufl der dreidimensionale Charakter eines Ri3problems
beachtet werden. Dies ist im allgemeinen der Fall, wenn die Rififront gekriimmt
ist. Beispiele hierfiir sind ein pfennigférmiger Innenrifl oder ein halbelliptischer
Oberflichenrif§ (Bild 4.7a). Aber auch bei einem Rif§ mit gerader Riffront in
einer ebenen Scheibe mit endlicher Dicke hat man es genaugenommen mit einem
rdumlichen Problem zu tun: der Spannungszustand dndert sich im Rifrontbereich
iiber die Dicke.

Es 1488t sich zeigen, dafl im dreidimensionalen Fall das Riflspitzenfeld lokal
vom gleichen Typ ist, wie bei ebenen Problem. Es setzt sich im allgemeinen aus
den Nahfeldern der drei Moden zusammen, wobei hinsichtlich der Deformationen
beim Modus I- und beim Modus I-Anteil vom EVZ auszugehen ist. Legt man in
einen beliebigen Punkt P der Rif}front ein lokales Koordinatensystem nach Bild
4.7b, dann gilt fiir r — 0

1
\V2rr

Darin sind 6;;(¢), ... Winkelfunktionen, die durch (4.13), (4.14) und (4.6) fest-
gelegt sind. Das Feld in der Umgebung der Riffront wird danach durch die
Spannungsintensitétsfaktoren K;, Kj, Ky vollstindig charakterisiert. Letzte-
re konnen sich entlang der Rififront dndern: K; = K;(s), .. ..

= =
a) b)

Bild 4.7 Zum dreidimensionalen Rif}spitzenfeld

[Klﬁfj(@ + Kn&{f(@ + Km&{,[-[(w)] : (4.23)

Uij =

Die Darstellung (4.23) gilt entlang der Rififront mit Ausnahme einiger beson-
derer (singulirer) Punkte. Zu ihnen zdhlen zum Beispiel ein Knickpunkt in der
Rififront oder ein Punkt, in dem eine Rififront auf eine freie Oberfléche trifft (vgl.
Punkt A in Bild 4.7a). Dort kénnen dann Spannungssingularititen auftreten, die
nicht vom Typ r—/2 sind.

4.3 K-Konzept

Wir beschrianken uns bei den folgenden Betrachtungen zunichst auf den fiir die
Anwendungen wichtigsten Fall einer reinen Modus I Ril6ffnung. Das zugehorige
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Rif}spitzenfeld ist, wie schon erw#hnt, durch den Spannungsintensitiatsfaktor K;
eindeutig charakterisiert. Dieses K-bestimmte Feld dominiert in einem nach au-
en begrenzten Bereich um die Riflspitze, der in Bild 4.8 schematisch durch den
Radius R gekennzeichnet ist. Auflerhalb von R kénnen die hheren Terme nicht
vernachléssigt werden.

plastische Zone .-~~~

\% K;—bestimmtes Feld

|

Bild 4.8 K-Konzept

Die Giiltigkeit des K;-bestimmten Feldes ist aber auch nach innen begrenzt,
weil die lineare Elastizitdtstheorie unterhalb einer bestimmten Schranke von r
die tatsichlichen Gegebenheiten nicht mehr richtig beschreibt. Dies schon alleine
deshalb, weil kein reales Material unbeschrinkt grofie Spannungen ertrigt. Die
formal auftretenden singulidren Verzerrungen widersprechen zudem den Voraus-
setzungen der linearen Elastizitét (kleine Verzerrungen). Bei den meisten realen
Materialien kommt es vielmehr aufgrund der zur Riflspitze hin stark ansteigenden
Spannungen zu plastischem Flielen oder allgemeiner, zu inelastischen Deforma-
tionen. Auflerdem befindet sich an der Rifispitze die kleine, aber immerhin endli-
che Prozefizone. Thre charakteristische Abmessung ist in Bild 4.8 mit p, diejenige
der plastischen Zone mit r, bezeichnet.

Wir setzen nun voraus, dafl das K;-bestimmte Gebiet grof ist im Vergleich
zur eingeschlossenen Region (= black box), welche nicht durch das Nahfeld be-
schrieben wird (p, 7, < R). Dann kann man davon ausgehen, daf§ die in ihr
ablaufenden Vorginge alleine durch das umgebende Kj-bestimmte Feld gesteuert
werden. Dies ist die Hypothese, die dem K-Konzept zugrunde liegt: der Zustand
in der Prozefizone bzw. an der Riflspitze kann indirekt durch K charakterisiert
werden. Der Spannungsintensititsfaktor wird, dhnlich wie die Spannungen selbst,
als eine Zustandsgrofle angesehen, die ein Mafl fiir die “Belastung” im Rif}spit-
zenbereich ist.

Mit dem Spannungsintensititsfaktor steht damit eine Grofle zur Verfiigung,
welche die Formulierung eines Bruchkriteriums erlaubt. Danach kommt es zum
Einsetzen des Rififortschrittes (Bruch), wenn der Spannungsintensitétsfaktor K
eine materialspezifische kritische Grofle K. erreicht:

o= . (421

Unter diesen Umstéinden liegt in der Prozefizone ein kritischer Zustand vor,



K-Faktoren 67

welcher zur Separation fiihrt. Dabei haben wir stillschweigend angenommen, daf
der Prozeizonenzustand allein durch die aktuelle Grofie von K; bestimmt ist und
nicht etwa von der Belastungsgeschichte der Rif}spitze abhéngt.

Die Grofle K. auf der rechten Seite von (4.24) nennt man Bruchzdhigkeit.
Sie ist ein Materialkennwert, der in geeigneten Experimenten bestimmt wird
(vgl. Abschnitt 4.5). Entsprechend (4.19) hat ein K-Faktor die Dimension [Span-
nung)-[Léinge]'/?; er wird in Vielfachen der Einheit Nmm=3/2 bzw. M Pamm?/?
angegeben. Die Verwendung von Spannungsintensitédtsfaktoren in einem Bruch-
kriterium geht auf G.R. lrwin zuriick.

Im Kriterium (4.24) fiir reinen Modus I wird die Beanspruchung der Rispit-
ze alleine durch K charakterisiert. Entsprechende 1-parametrige Bruchkriterien
lassen sich auch fiir reinen Modus II bzw. fiir reinen Modus Il aufstellen:

KII = KHC (MOdUS ]I) ; KIII = KIIIC (MOdUS ]]I) . (425)

Im Fall einer gemischten Beanspruchung durch K;, K und Kj; mufl dagegen
von einem allgemeinen Bruchkriterium

f(Kr, K, Knr) =0 (4.26)

ausgegangen werden.

4.4 K-Faktoren

Es gibt sehr viele Methoden zur Bestimmung von K-Faktoren. Da letztere di-
rekt mit den Feldgréflen zusammenhéngen, sind grundsétzlich alle Verfahren an-
wendbar, welche in der linearen Elastizitdt zur Bestimmung der Spannungen und
Deformationen existieren. Manchmal ist es allerdings notwendig, sie auf die Be-
sonderheit von Rifiproblemen (Spannungssingularititen) zuzuschneiden.

Analytische Methoden werden hauptsachlich verwendet, wenn man an Losungen
in geschlossener Form interessiert ist. Diese sind allerdings nur bei relativ einfa-
chen Randwertproblemen zu erzielen. Bei komplizierteren Problemen ist man auf
numerische Methoden angewiesen. Hierbei werden zum Beispiel Finite Elemente
Verfahren, Randelementverfahren oder Differenzenverfahren verwendet. Daneben
kénnen auch ezxperimentelle Methoden, wie Dehnungsmessungen im Rif}spitzen-
bereich oder die Spannungsoptik herangezogen werden.

Eine sachgerechte Behandlung aller Verfahren wiirde den Rahmen dieses Buches
sprengen. Diesbeziiglich sei der Leser auf die Spezialliteratur verwiesen. Im fol-
genden werden nur einige Losungen fiir ausgewihlte Riflkonfigurationen und Be-
lastungen diskutiert. Anschlieend wird beispielhaft auf eine Integralgleichungs-
formulierung von Riflproblemen, auf die Methode der Gewichtsfunktionen sowie
auf ein Verfahren zur Untersuchung von vielen Rissen eingegangen.
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4.4.1 Beispiele

Als einfachsten Fall betrachten wir zuerst einen geraden Rifi R der Lénge 2a in ei-
ner unendlich ausgedehnten Ebene unter einachsigem Zug o (Bild 4.9a). Hier und
bei vielen anderen Rifiproblemen ist es zweckmifig, die Losung durch Superposi-
tion zweier Teillsungen zu erzeugen. Teilproblem (1) betrifft die elastische Ebene
ohne Rif} unter der gegebenen Belastung ¢. Entlang des gedachten Schnittes R
tritt dabei die Spannung (73(,1) |r = o auf. Beim Teilproblem (2) wird die elastische
Ebene mit Rif} alleine entlang der Riufer durch genau diese Spannung, allerdings
mit umgekehrten Vorzeichen, belastet: 0382) |r = —o. Die Randbedingung des Aus-
gangsproblems (belastungsfreie Riflufer) ist nach Superposition der Teillsungen
erfiillt: oy |p = oM |r+ 05| g = 0. Beim Teilproblem (1) ist kein Rif und dement-
sprechend auch kein Spannungsintensititsfaktor vorhanden. Dies bedeutet, dafl
die K-Faktoren des Ausgangsproblems und des Teilproblems (2) iibereinstimmen.

Bild 4.9 Einzelri} unter Belastung o

Unter Verwendung der komplexen Methode lassen sich die Losungen der Teil-

probleme und des Ausgangsproblems folgendermaflen darstellen:
¢ =00+ 0@ dW(z) =10z, @ (2)=1l0[V22—a®—2], (27
4.27
=0W 4+ 9@ wW(z) =10z, VI(2)=—-10a®/V22—a?.

Fiir das Teilproblem (2) erhilt man daraus zum Beispiel fiir die Spannungen
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entlang der z-Achse (Bild 4.9b)

-1 lz] < a

=0 x 1 | | (428)
Y — T >a .
V12 — a2

Die Verschiebungen des oberen (+) und des unteren (—) RiBufers (|z| < a) erge-
ben sich zu (Bild 4.9¢)

4Gu* = —(1 + K)oz , 4Gv* = £(1 + K)ova? — 22 . (4.29)

Tg) =0, 01(/2) =o!

Den Spannungsintensitéitsfaktor kann man direkt aus dem komplexen Potential
® ermitteln. Hierzu betrachten wir zunéchst eine Rifispitze, die sich an einer
beliebigen Stelle z; befindet. Nach den Kolosovschen Formeln und (4.13), (4.14)
gilt allgemein fiir r — 0 bzw. 2 — 2y

20'(z) +2@'(2) = oy +0y
= 2(277r)"?[K;cos (¢/2) — Kpsin (¢/2)]
= (27TT)_1/2[(KI - iKH)e_i‘p/Z -+ (K[ — iKH)e—i‘P/Q] .

Mit rel = z — zq ergibt sich hieraus die Darstellung
20 (2) = (K7 — iKpp)[27 (2 — 20)] Y2 (z = 20) ,

oder umgekehrt

K; —iKyg =2V27 lim /2 — 20 ®'(2) . (4.30)

Z—r20
Fiir das konkrete Beispiel tritt aufgrund der Symmetrie nur eine Modus I Be-
lastung auf (K = 0), die an beiden Rifispitzen gleich ist. Einsetzen von (4.27)
in (4.30) liefert den Spannungsintensititsfaktor

K;=ovma. (4.31)

In einem weiteren Beispiel werde nun der Rif} nach Bild 4.10a an den Riflufern
durch entgegengesetzte Einzelkriifte belastet. Wirkt nur P (@ = 0), dann lauten
die komplexen Potentiale

() = 5 ZP — b),/jj :22 L U(2) = —20"(2) (4.32)

Durch sie werden alle Randbedingungen erfiillt. Die zugehérigen Kj-Faktoren
(K ist aus Symmetriegriinden Null) an der rechten (+) und an der linken (—)
Rifispitze ergeben sich aus (4.30) zu

P atb

Kf=—(/—/.
I vrmaV aFb

(4.33)
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Bild 4.10 Rifibelastungen

Analog erhilt man fiir eine Belastung nur durch @ (reiner Modus T)

Q atb
vmaV aFb’

Die Losungen (4.33), (4.34) kann man als Grundldsungen verwenden, mit deren
Hilfe man weitere Losungen konstruieren kann. So folgt fiir eine Riflbelastung nach
Bild 4.10b durch Superposition

P 2a

P P \/a+b+\/a—b B
I_\/7ra a—b a+b| VraaZ—p

Unter Zuhilfenahme dieses Resultats errechnet sich fiir die Riflbelastung nach

Bild 4.10c
K;= 20\/§/a _de 20\/§ [z — arcsin E] (4.36)
= ) VaZ—a22 7 L2 al ’ '

Im Sonderfall ¢ = 0 ergibt sich hieraus das schon bekannte Ergebnis (4.31). Auf
dhnliche Art erhélt man unter Verwendung von (4.33) die Losung fiir einen Rif
unter der beliebigen Belastung nach Bild 4.10d:

Kif=0, Ki=

(4.34)

(4.35)

+

1 J atx
K+ = dz . 4.

a
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Genauso kann man bei Schubbelastungen vorgehen. So ergibt sich mit (4.34) fiir
einen Rif} unter reiner Schubbelastung (Modus II) nach Bild 4.10e

Ky =71vma . (4.38)
Der Kjg-Faktor hierfiir und fiir den Fall nach Bild 4.10f stimmen iiberein.

b)
Bild 4.11 a) Kollineare Rifireihe, b) Scheibenstreifen mit Innenrif

Bild 4.11a zeigt eine periodische Reihe von kollinearen Rissen gleicher Linge
20 im unendlichen Gebiet unter einer Zugspannung o. Hierfiir lautet die Losung
in komplexen Potentialen

o 1

2\/1_ [%r

Der Spannungsintensititsfaktor K folgt hieraus mit (4.30) zu

U'(z) = —29"(2) . (4.39)

2b
K; =ov/ma Etang—z ) (4.40)
Hiernach steigt K stark an, wenn sich die Rif}spitzen einander ndhern. Dies ist auf
die gegenseitige Wechselwirkung der Risse zuriickzufiihren (vgl. Abschnitt 4.4.4).
Kommen sich die Rifispitzen sehr nahe (a — b), so ergibt sich mit der Bezeichnung

¢ =b— a aus (4.40) das Ergebnis

b
K,:o,/—\ﬁ fir  c<b. (4.41)
m

Man kann (4.40) auch als eine Niherung fiir die Konfiguration in Bild 4.11b
verwenden, wenn die Rénder hinreichend weit von den Riflspitzen entfernt sind.

In der Tabelle 4.1 sind K-Faktoren fiir einige Fille zusammengestellt. Losungen
fiir viele weitere Konfigurationen sind in den einschligigen Hand-
biichern fiir Spannungsintensitéitsfaktoren zu finden. Angaben hieriiber finden
sich im Literaturverzeichnis.
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Tabelle 4.1 K-Faktoren
K[ . g
1 L f={ 7 v
5 Kfl [Pl 1 Jatb
Ki f 1QJmaVaFb
K; _J oo Ta
3 {KH}_{T} than%
‘ Lo t-le )y
Ky Q 2mb
b 4e
5 ’?‘l K;=1,1215 oy/7a
P
T K; = o+/ma Fr(a/b)
—
6 2b [I 12@ o o 2 4
¢ L p _ 1=0,025(a/8) +0,06(a/2)
cos (ma/2b)
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Tabelle 4.1 K-Faktoren (Fortsetzung)
K; =o04/ma %—gtang—g Gr(a/b)
7 0,752+2,02+0,37(1—sinZ1)?
r= cos %
2b
K; =o0+/ma %—gtang—g Gr(a/b)
8 n g G 0923+0,199(1 - sinT4)!
= ma
o cos Gy
2
9 K; = —ovma
s
10 Ky = Zov/ma [1 —/1— (b/a)? ]
K= %\/Wa\/l —a/bGr(a/b)
_2My — 471
Mrpn (T F NMr Kml_ ma’ 37ra 1 —a/bGm(a/t)
11| ~— S N, _lp e .32 3 1
Py 2lb nIQa P | Gr=350+5+3¢2- 0,363 +0,731¢*)
Gm = %(14-%-1-%52-1-%534-%54
40,2085, e=a/b
LAy g
- K1(8) = o /7a Fi(0)
12 @ Fr=2(1,211-0,186v/sin 0 )
f 10° < 0 < 170°
1yt




