1. Unendliche Produkte holomorpher
Funktionen

Allgemeine Sitze iiber die Convergenz der
unendlichen Producte sind zum grofien
Theile bekannt. (WEIERSTRASS 1854).

Unendliche Produkte traten erstmals 1579 bei F. VIETA auf, Opera, S. 400,
Leyden 1646; er gab fiir die Kreiszahl m die Formel

\[ 111+11
222222

n, (vel. [280], S. 104 u. S. 118). J. WALLIS fand 1655, Arithmetica infinitorum,
Opera I, S. 468, das beruhmte Produkt
T 2:2 4-4 6-6 2n - 2n

2 1-3 35 57 7 (2n—1)-2n+1) 7

(vgl.[280], S. 104 u. S. 119). Aber erst L. EULER hat systematisch mit unend-
lichen Produkten gearbeitet und wichtige Produktentwicklungen aufgestellt;
vgl. Kapitel 9 seiner Introductio. Die ersten Konvergenzkriterien riithren von
CaucHy her, Cours d’Analyse, S. 562 ff. Thren festen Platz in der Analysis
fanden unendliche Produkte spétestens 1854 durch WEIERSTRASS, [275, S.
172 f£.]!

Ein Ziel dieses Kapitels ist die Herleitung und Diskussion des EULERschen
Produktes

oo 2
sinmz =7z H(l - ﬁ)
v=1

fiir die Sinusfunktion, wir geben im Paragraphen 3 1.3 zwei Beweise.

! Bereits 1847 hat EISENSTEIN in seiner lange vergessenen Arbeit [58] konsequent
unendliche Produkte benutzt. Er operiert auch mit bedingt konvergenten Pro-
dukten (und Reihen) und diskutiert sorgfiltig die damals nur wenig bekannte
Problematik der bedingten und absoluten Konvergenz; er sagt aber nichts zu
Fragen der kompakten Konvergenz. So werden unendliche Produkte bedenkenlos
logarithmiert und unendliche Reihen ohne weiteres gliedweise differenziert; diese
Sorglosigkeit mag vielleicht erkldren, warum WEIERSTRASS die EISENSTEINsche
Arbeit nirgends zitiert.
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Da unendliche Produkte in der Lehrbuchliteratur zur Infinitesimalrech-
nung in geringerem Umfange behandelt werden, stellen wir im Paragraphen
1.1 zunéchst grundlegende Fakten iiber unendliche Produkte von Zahlen und
holomorphen Funktionen zusammen. Im Paragraphen 1.2 werden normal kon-
vergente unendliche Produkte [] f, von Funktionen untersucht, insbesondere
wird der wichtige Satz iiber die logarithmische Differentiation von Produkten
hergeleitet.

1.1 Unendliche Produkte

Wir betrachten vorab unendliche Produkte von Folgen komplexer Zahlen. Im
zweiten Abschnitt wird das Notigste zur Theorie der kompakt konvergen-
ten Produkte von Funktionen gesagt. Eine detaillierte Diskussion unendlicher
Produkte findet man bei [140].

1.1.1 Unendliche Produkte von Zahlen. Ist (a,),>) eine Folge komple-

n

xer Zahlen, so heifit die Folge (H a,,) der Partialprodukte ein (unend-
v=k  /n>k

o0

liches) Produkt mit den Faktoren a,. Man schreibt [] a, oder [] a, oder
v=~k v>k

einfach []a,; im allgemeinen ist k = 0 oder k = 1.

Wiirde man nun — analog wie bei Reihen — ein Produkt [] a, konvergent
nennen, wenn die Folge der Partialprodukte einen Limes a hat, so ergiben
sich unerwiinschte Pathologien: zum einen wére ein Produkt bereits konver-
gent mit Wert 0, wenn nur ein einziges Folgenglied a, Null wéire; zum anderen
konnte ] @, Null werden auch dann, wenn kein einziger Faktor Null ist (z.B.
wenn stets |a,| < g < 1). Man wird also Vorsichtsmafinahmen gegen Nullfak-
toren und Nullkonvergenz treffen. Man fiihrt die Partialprodukte

n
Pmn ‘= GmGm41 - - - - Qn = Ha’l/) kSmSna

rv=m

ein und nennt das Produkt []a, konvergent, wenn es einen Index m gibt,
so daf} die Folge (pmn)n>m €inen Limes @,, # 0 hat. Man nennt dann a :=
ksl - -+ Gm—10y, den Wert des Produktes und schreibt suggestiv:

H(IV = agag41 .- Qmp—1a0m,m = Q.

Die Zahl a ist unabhingig vom Index m: wegen a,, # 0 gilt a, # 0
fiir alle n > m, daher hat auch fiir jedes feste [ > m die Folge
(Pin)n>1 einen Limes @; # 0, und es gilt ¢ = agagsr - ... - a—1a.
— Nicht konvergente Produkte heiflen divergent. Man zeigt sofort:
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Ein Produkt []a, ist genau dann konvergent, wenn nur endlich viele
Faktoren Null sind, und wenn die mit allen von Null verschiedenen Gliedern
gebildete Partialproduktfolge einen Limes # 0 hat.

Durch die getroffenen Einschrinkungen wird die Sonderrolle der Null
optimal beriicksichtigt. Wie fiir endliche Produkte gilt (per definitionem):

Ein konvergentes Produkt [ a, ist Null genau dann, wenn wenigstens ein
Faktor a, Null ist.

Wir notieren weiter:

oo [ee]
Falls ] a, konvergiert, so existiert a, :== [] a, fiir alle n € N. Es gilt
v=0 v=n
lima, =1 und lima,, = 1.

Beweis. Wir diirfen a := [[a, # 0 annehmen. Dann gilt @, = a/pon—1-
Wegen lim pg ,—1 = a folgt lima,, = 1. Die Gleichung lim a,, = 1 gilt, da stets
an #0und a, = @y /Gpy1- O
Beispiele.

a) Sei ag :=0,a, :=1 fiir v > 1. Es gilt [[a, = 0.

b) Seia, :=1—1/v% v > 2. Es gilt ps, = %(1 + %), also [] a, = %
v>2

c) Seia, :=1-1/v,v > 2. Es gilt ps ,, = 1/n, also lim p, ,, = 0. Das Produkt

[T av ist divergent (da kein Faktor verschwindet), wenngleich lim a,, = 1.
v>2

In 4.3.2 bendtigen wir folgende Verallgemeinerung von c):
d) Es sei ag, a1, a9, ... eine Folge reeller Zahlen mit a, > 0 und > (1 — a,)

= 4o00. Dann gilt lim [] a, = 0.
v=0
a, <exp[—>.(1—-a,)],n e Ndat <el! fiir

0
alle t € R. Wegen > (1 —a,) = +o0 folgt limpg,, = 0. O

Beweis. Es gilt 0 < pon, =

0:13

Es ist nicht sinnvoll, in Analogie zu Reihen den Begriff der absoluten Konver-
genz einzufithren. Wiirde man ein Produkt [] a, absolut konvergent nennen,
wenn [ ] |a,| konvergiert, so wiirde Konvergenz stets absolute Konvergenz im-
plizieren, hingegen wére [[(—1)” absolut konvergent, aber nicht konvergent!
— Die erste umfassende Darstellung der Konvergenztheorie unendlicher Pro-
dukte gab 1889 A. PRINGSHEIM, vgl. [218].
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Aufgabe.
oo o0
vi-1 2 V+(*1)U+l —
a) v3F1 T3 H v - 17
v=2 v=2

b) [ cos& =2 (VIETA-Produkt).
v=2

1.1.2 Unendliche Produkte von Funktionen. Es bezeichnet X einen
lokal-kompakten metrischen Raum. Bekanntlich stimmen fiir solche Rdume die
Begriffe der kompakten Konvergenz und der lokal gleichmdfsigen Konvergenz
iiberein, vgl. 1.3.1.3. Fiir eine Folge f, € C(X) von in X stetigen Funktionen
mit Werten in C heiit das (unendliche) Produkt [] f, kompakt konvergent in
X, wenn es zu jedem Kompaktum K in X einen Index m = m(K) gibt, so
dass die Folge pp, = finfmt1:- - fn,n > m, in K gleichmdfig gegen eine in
K nullstellenfreie Funktion ]?m konvergiert. Fiir jeden Punkt x € X existiert
dann

flx) = Hfu(x) € C im Sinne von Abschnitt 1;

wir nennen die Funktion f : X — C den Limes des Produktes und schreiben
/= Hfl’; auf K gilt dann f|K = (folK) ... (fmo1|K) - fin.

Es folgt unmittelbar (mit dem Stetigkeitssatz 1.3.1.2):

a) Konvergiert [ f, in X kompakt gegen f, so ist f stetig in X, und die
Folge f, konvergiert in X kompakt gegen 1.

b) Mit [ f, und [] g» konvergiert auch ] fvg, kompakt in X:

1159 = (H fu) (H gu) :

Vorrangig interessiert uns der Fall, dass X ein Gebiet in C ist, und dass
alle Funktionen f, holomorph sind. Dann ist klar auf Grund des WEIER-
sTRASSschen Konvergenzsatzes (vgl. 1.8.4.1):

c) Jedes in einem Gebiet G in C kompakt konvergente Produkt || f, von in
G holomorphen Funktionen f, hat einen in G holomorphen Limes f.

Beispiele.

2
a) Die Funktionen f, := (1—1— : )/<1+
2v—1

morph im Einheitskreis E. Es gilt

—1
2 2 2
D2.n = (1 + 3,2) /(1 + 5 i 1) € OE), also limpy, =1+ 3%

das Produkt [] f, konvergiert daher in E kompakt gegen 1+ 2z.

v=1

2]/_7_1), v > 1, sind holo-
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b) Sei f,(z) = z fiir alle v > 0. Im Einheitskreis E konvergiert das Produkt

[T f. nicht (nicht einmal punktweise), denn p,, , = 2"~ "1 ist fiir jedes

v=0
m eine Nullfolge.

Wir notieren ein wichtiges hinreichendes

Konvergenzkriterium 1.1. Es sei f, € €(X), v > 0. Es gebe ein m € N,
so dass jede Funktion f,, v > m, einen Logarithmus log f, € €(X) hat.
Konvergiert dann )", ., log f, in X kompakt gegen s € C(X), so konvergiert

[1f, in X kompakt gegen fofi ...  fm—16€xps.

Beweis. Da die Folge s, ;==Y .._ log f, in X kompakt gegen s konvergiert,
so konvergiert die Folge py,.n, = [, f» = exp s, in X kompakt gegen exp s.
Da exp s nullstellenfrei ist, folgt die Behauptung.? ad

1.2 Normale Konvergenz

Fiir Anwendungen ist das Konvergenzkriterium 1.1 kaum geeignet, weil aus
Logarithmen gebildete Reihen i.a. schwierig zu handhaben sind. Uberdies
benétigt man — in Analogie zu unendlichen Reihen — ein Kriterium, das die
kompakte Konvergenz aller Teilprodukte und aller umgeordneten Produkte ga-
rantiert. Hier erweist sich wiederum wie bei Reihen die ,normale Konvergenz*
der ,kompakten Konvergenz“ {iberlegen. Wir erinnern an diesen Konvergenz-
begriff fiir Reihen, wobei wir den Raum X wieder als lokal-kompakt anneh-
men: dann ist Y f,, fu € €, normal konvergent in X genau dann, wenn
ST fulx < oo fiir jedes Kompaktum K C X (vgl. Abschnitt 1.3.3.2). Normal
konvergente Reihen sind kompakt konvergent; normale Konvergenz bleibt er-
halten bei Ubergang zu Teilreihen und bei beliebiger Gliederumordnung (vgl.
Satz 1.3.3.1).

Wir schreiben die Faktoren eines Produktes [] f, oft in der Form f, =
1+ g,; nach 1.2.1 a) ist dann g, eine kompakt konvergente Nullfolge, falls
I1 /. kompakt konvergiert.

1.2.1 Normale Konvergenz. Ein Produkt [[f, mit f, =1+ g, € C(X)
heifit normal konvergent in X, wenn die Reihe Y g, in X normal konvergiert.
Man {iberlegt sich sofort:
Ist J] f, normal konvergent in X, so konvergiert
v>0
— fiir jede Bijektion 7 : N — N das Produkt [] f,) normal in X,
v>0

— jedes Teilprodukt [] f,, normal in X,

Jj=0

2 Den einfachen Beweis dafiir, dal kompakte Konvergenz von s, gegen s kompakte
Konvergenz von exp s, gegen exp s impliziert, findet man in 1.5.4.3 (F).
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— das Produkt [] f, kompakt in X.

Wir werden sehen, dass der Begriff der normalen Konvergenz ein guter
Konvergenzbegriff ist. Zunéchst ist nicht einmal klar, dass normal konvergente
Produkte iiberhaupt einen Limes haben. Wir zeigen sofort dariiber hinaus:

Umordnungssatz 1.2. Es sei [ [, f, normal konvergent in X. Dann gibt
es eine Funktion f : X — C, so dass fiir jede Bijektion 7 : N — N das

umgeordnete Produkt T] fr) in X kompakt gegen f konvergiert.
v>0

Beweis. Fir w € E gilt: log(1 +w) = > #w”. Es folgt:
v>1

1
|log(1+w)| < |w|(1+|w|+|w*+...), also |log(1+w)| < 2|w|, falls |w| < 3

Sei nun K C X irgendein Kompaktum und g, = f,, — 1. Es gibt ein m € N,
so dass fiir n > m gilt: |g,|x < 1. Fiir alle diese n folgt:

v—1

-1
tog fu = 3" gt € €(K). [log fuli < 2lgalic

v>1

Wir sehen Y |log fu|lxk <2 Y. |gv|x < 0o. Nach dem Umordnungssatz fiir
v>m v>m
Reihen (vgl. 1.0.4.3) konvergiert daher fiir jede Bijektion o von N,,, := {n €
N:n >m} die Reihe ) log fs(,) in K gleichmiBig gegen 3 log f,, daher
v>m v>m
konvergieren nach (1.1.2) fiir solche ¢ die Produkte [] f5) und ] f, in

v>m v>m
K gleichméBig gegen dieselbe Grenzfunktion. Da sich eine beliebige Bijektion
7 von N (= Permutation von N) nur um endlich viele Transpositionen (welche
nichts an der Konvergenz éndern) von einer Permutation ¢’ : N — N mit
o' (N;,) = N,,, unterscheidet, folgt die Existenz einer Funktion f : X — C, so

dass jedes Produkt [] fs(,) in X kompakt gegen f konvergiert. a
v>0

Korollar 1.3. Sei f = [ f, normal konvergent in X. Dann folgt:
v>0

1) Jedes Produkt fn= 11 fo konvergiert normal in X, es gilt:
v>0

f=Jofr-eo farfa
2) Ist N = EJ:N,.; eine (endliche oder unendliche) Zerlegung von N paarweise

disjunkte Teilmengen Ny, ..., Ny, ... so konvergiert jedes Produkt ] f.
VEN,
normal in X, es gilt:
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Produkte konnen kompakt konvergieren, ohne normal konvergent zu sein,
wie z.B. [ (1+9.), go := (—1)""1 /v, zeigt: Es gilt stets (1+g2,—1)(1+g2,) =
v>1

1, also ply; =1 fiir gerades und p; ,, = 14 1/n fiir ungerades n. Das Produkt

11 (1 + g,) konvergiert daher kompakt in C gegen 1. In diesem Beispiel ist
v>1
das Teilprodukt [] (1 + g2,_;) nicht mehr konvergent!
v>1
In allen spiteren Anwendungen (Sinusprodukt, JACOBIsches Tripel-Pro-
dukt, WEIERSTRASSsche Faktorielle, allgemeine WEIERSTRASS-Produkte)
werden wir stets normal konvergente Produkte vorfinden.

Aufgaben.

1) Man beweise: Sind die Produkte [] f, und []g» in X normal konvergent, so
konvergiert auch das Produkt [](f,g,) normal in X.

2) Zeigen Sie, dass die folgenden Produkte im Einheitskreis E normal konvergieren,
und beweisen Sie die Identitaten

[Jaa+2*) = i I1 ((1 21— zz”’l)) = 1.

v>0 v>1

1.2.2 Normal konvergente Produkte holomorpher Funktionen. Die
Nullstellenmenge N(f) jeder in G holomorphen Funktion f # 0 ist lokal
endlich in G und somit eine hichstens abzéhlbare unendliche Menge (vgl.
1.8.1.3). Fiir endlich viele Funktionen fo, f1 ... fn € O(G), f, # 0, gilt

N(fo-freoo - fa)=UNW) und oc(fo-fr-... fo) =D 0clfy), c€G,
0 0

wobei o.(f) die Nullstellenordnung von f in ¢ bezeichnet (I1.8.1.4). Fiir un-
endliche Produkte folgt

Satz 1.4. Es sei f = [[ fv, fo # 0, ein in G normal konvergentes Produkt
von in G holomorphen Funktionen. Dann gilt

F#0, N(f) =N, o) =) oclfy) firale ceG.

Beweis. Sei ¢ € G fixiert. Da f(c) =[] f.(c) konvergiert, gibt es einen Index
n, so dass f,(c) # 0 fir alle v > n. Nach Korollar 1.3 gilt f = fo - f1 -
ot fne1 fn, wobei f, := [[ f, € O(G) nach dem WEIERSTRASSschen

v>n
Konvergenzsatz. Es folgt

n—1

0c(f) =Y 0c(fs) + 0c(fn) mit 0c(fn) =0 (da (fu)(c) #0).

0

Damit ist die Summenregel fiir unendliche Produkte bewiesen. Speziell gilt
N(f) = UN(f,). Wegen f, # 0 ist jede Menge N(f,) und daher auch ihre
abzéhlbare Vereinigung N (f) abzéhlbar, womit auch f # 0 folgt. O
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Bemerkung. Der Satz gilt bereits, falls die Konvergenz des Produktes in G nur
kompakt ist. Der Beweis bleibt wortlich richtig, denn es ist leicht einzusehen, dass
jedes ,Restprodukt“ f, = [] fv in G kompakt konvergiert.

v>n

Im n#chsten Abschnitt bendtigen wir:
Ist f =111, fv € O(G), normal konvergent in G, so konvergiert die

Folge f, = 11 /v € O(G) in G kompakt gegen 1.

v>n

Beweis. Es sei fn, # 0. Dann ist A := N(fm) lokal endlich in G. Alle Partial-
produkte P, ,—1 € O(G),n > m, sind nullstellenfrei in G\ 4, es gilt

Fn(2) = F(2) - (1/pmm—1(2)) fiir alle z € G\A.

Nun konvergiert die Folge 1/py, n—1 in G\A kompakt gegen 1/fm. Daher
konvergiert die Folge fn € G\A kompakt gegen 1. Nach dem verschérften
Konvergenzsatz von WEIERSTRASS (vgl. 1.8.5.4) konvergiert diese Folge dann
auch in G kompakt gegen 1. a

o0
Aufgabe. Zeigen Sie, dass = [] cos & in C normal konvergiert. Bestimmen Sie
14

v=1
N(f). Zeigen Sie, dass es zu jedem k € N\{0} eine Nullstelle k-ter Ordnung von f
gibt, und unter Benutzung des Sinusproduktes aus (1.2) dass gilt:

[ee]

(2w —1 .
HCOS%ZH<”Z stlj_l).

v=1 v=1

1.2.3 Logarithmische Differentiation. Die logarithmische Ableitung
einer meromorphen Funktion h € M(G),h # 0, ist per definitionem die
Funktion h'/h € M(G) (vgl. hierzu 1.9.3.1), wo der Fall von nullstellen-
freien holomorphen Funktionen diskutiert wird). Fiir endliche Produkte
h = hth et hm,, hu € M(G) gllt

Summenformel: h'/h = W /h1 + hy/ho + -+ hl. [/ Tum.

Diese Formel iibertrégt sich auf unendliche Produkte holomorpher Funktio-
nen.

Differentiationssatz 1.5. Es sei f = [[ f, ein in G normal konvergentes
Produkt holomorpher Funktionen. Dann ist Y, f,/f, eine in G normal kon-
vergente Rethe meromorpher Funktionen, und es gilt:

F1E=>_f/f € M@G).
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Beweis. 1) Fiir alle n € N gilt (Korollar 1.3 ):

n—1
f=fof  forfn it foi=T]fo also f//f=> fl/fo+ Fulfn

v>n v=1

Da die Folge Jz in G kompakt gegen 1 konvergiert vgl. 1.2, so konvergieren die
Ableitungen f; nach WEIERSTRASS in G kompakt gegen 0. Zu jeder Scheibe
B mit B C G gibt es daher ein m € N, sodass alle f,, n > m, nullstellen-
frei in B sind und die Folge J?n/fn € O(B), n > m, in B kompakt gegen
Null konvergiert. Damit ist gezeigt, dass > f,/f, in G kompakt gegen f’/f
konvergiert.

2) Wir zeigen nun, dass > f//f, in G normal konvergiert. Sei g, :== f, — 1.
Wir miissen zu jedem Kompaktum K in G einen Index m angeben, so dass
jede Polstellenmenge P(f!/f,), v > m, punktfremd zu K ist und dass gilt:

ST ol =D lgb/fulk <00 vgl L1111 (1.1)

v>m v>m

Wir withlen m so grof}, dass alle Mengen N(f,) N K, v > m, leer sind und
dass mi}r{l |f,(2)] > 3 fiir alle v > m (dies ist méglich, da die Folge f, kompakt
z€

gegen 1 konvergiert). Nun gibt es nach den CAUCHYschen Abschitzungen
fiir Ableitungen ein Kompaktum L O K in G und eine Konstante M >

0, so dass fiir alle v gilt |g,|x < M|g,|r vgl. Korollar 1.8.3.3. Damit gilt

9,/ folx - (min|fu(2))~" < 2M]g,[p fir v > m. Da 3]g,[r < oo mach
Voraussetzung, so folgt (1.1). O

Der Differentiationssatz ist fiir konkrete Rechnungen ein wichtiges
Hilfsmittel, wir werden ihn z.B. im néichsten Kapitel zur Herleitung des
EULER-Produkts fiir den Sinus heranziehen, eine weitere Anwendung findet

sich in 2.2.3. Der Satz gilt wortlich, wenn man das Wort ,,normal“ durch
ykompakt“ ersetzt (Beweis).

Unter Benutzung des Differentiationssatzes kann man zeigen:

Ist f holomorph im Nullpunkt, so lisst sich f in einer Kreisscheibe B um
0 in eindeutiger Weise als ein Produkt

f(z)=b" JJ(1+b,2"), bb, €C, kEN,
v=1

darstellen, das in B normal gegen f konvergiert.

Dieser Satz wurde 1929 von J.F. RITT bewiesen [228]. Es wird nicht be-
hauptet, dass das Produkt in der grifiten Kreisscheibe um 0, wo f holomorph
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ist, konvergiert. Uberzeugende Anwendungen dieser Produktentwicklung, die
ein multiplikatives Analogon zur Taylorentwicklung ist, scheint es nicht zu
geben.

1.3 Das Sinusprodukt sinwz = 7z [[ (1 — 22/v?)
v=1

Das Produkt [] (1 — 22/v2) ist in C normal konvergent, da Y 2?/v? in C
v=1 v=1

normal konvergiert. EULER hat 1734 erkannt

o0 2
Sinﬂ'Z:ﬂ’ZH (1—;) , z€C. (1.2)

v=1

Wir geben fiir diese Formel zwei Beweise.

1.3.1 Standardbeweis (mittels logarithmischer Differentiation und
der Partialbruchreihe des Cotangens). Mit f, := 1—22/v? und f(z) :=
mz [ fo gilt
v=1
2z I 2z
Ll = R also f'(2)/f(z) = Pl Z SRR
v=1

22 —v

Hier steht rechts die Funktion 7 cot wz (vgl. Satz 1.11.2.1). Da diese auch die
logarithmische Ableitung von sin 7z ist, so gilt 3

f(2) = ¢sinmz mit ¢ € C*. Wegen ;%% =1= lli%% folgt ¢ = 1.

Durch Einsetzen spezieller Werte fiir z in (1.2) entstehen interessante (und
uninteressante) Formeln. Fiir z := % folgt die Produktformel

(WALLIS 1655).

Fiir z := 1 erhélt man die triviale Gleichung = ] (1 — %), (vgl. Beispiel

1.1,b); hingegen entsteht fiir z := i wegen sinmi = £(e™ — e~ ™) die bizarre

Formel
3 Sind f # 0,9 # 0 zwei in einem Gebiet G meromorphe Funktionen mit gleicher

logarithmischer Ableitung, so gilt f = c¢g mit ¢ € C*. — Zum Beweis bemerkt
man, dass fiir f/g € .#(G) gilt: (f/g)' = 0.
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v=1
a 1 e —e ™
1+—= )= ———.
I (1) =5

Mit Hilfe von sin z cos z = %sin 2z und Korollar 1.3 erhilt man

cosTzsinmz =z ]O_O[ (1 - (%)2) = Wzylojl (1 - (%)2) 10_0[ (1 — (32 1)2)’

v=1 v=1

also die EULERsche Produktdarstellung das Cosinus:

cosmz = ﬁ <1—(2V4i21)2>, zeC. (1.3)

Mittels seines Sinusproduktes konnte EULER 1734/35 grundsétzlich alle Zah-
len ¢(2n) := Y v~2" berechnen, n = 1,2,... (vgl. hierzu auch 1.11.3.2). So
v=1

folgt z.B. sofort ((2) = ¢72: Da f,(2) := ﬁ (1—22/12) =1— <2n: V—Z) 24

v=1

1
. kompakt gegen f(z ) (sinmz)/(mz) = 1— §m22% + ... strebt, so konver-
giert 5 f7/(0) = Z ? gegen 3 f"(0) = —g7°. O
Mit Hilfe der WALLISSChen Formel lasst smh das GAUSSsche Fehlerintegral

N

o—9

e~ dz elementar bestimmen. Fiir I, := f z"e du gilt:
0

2I, = (n—1)I,_2, n>2 (partielle Integration).
Hieraus entsteht durch Induktion, da I; = =
2Ly =1-3-5-...-(2k — Iy, 2Ips1 = k!, keN. (1.4)
Da I, 41 + 2tl, +t21, 1 = fﬂc” Yz +1t)2%e —=’dg fiir alle ¢ € R, so folgt
I? < I, 11,1, also 2I? <nI?_,.

Mit (1.4) erhélt man nun

(k1) 2 (2
4k+2 2k_|_1-[2k‘+1 <12k <I2k‘ 1‘[2k+1 W.

Dies lésst sich auch so schreiben:

(k1)?

1
4k+2(1+€k) mit 0 <ep < —.

2k

I, =
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Tragt man hier Iy gemif (1.4) ein, so entsteht

2:4-6-... (2k)]2
1-3-5-...-(2k— D22k + 1)

212 = (1+ek).

Wegen lime, = 0 und der WALLISschen Formel folgt 213 = %71', also
i e dy = /. 0
0

Diese Herleitung gab 1890 T.-J. STIELTJES: Note sur ’integral [ e v’ du,
0
Nouv. Ann. Math. 9, 3. Ser., 479 — 480 (1890); (Euvres Complétes 2, 263-264.

Aufgaben. Beweisen Sie:

2.4.6-.

1. 1
s 5.7 (2n+1)f

VT,

1
2

1
2 1" 1;[ < 21/+ 1)2 )
3. €% — ¥ = (a — b)ze2 (@ D) H(l + (a — b)?2? /42 7?),
v=1
1 ! it (-1)"z
4. cos(iﬂz) - sln(iwz) = };[1 (1 + S )

1.3.2 Charakterisierung des Sinus durch die Verdopplungsformel.
Wir kennzeichnen die Sinusfunktion durch Eigenschaften, die fiir das Produkt
2 [1(1 — 22 /v?) einfach zu verifizieren sind. Die Gleichung sin 2z = 2sin 2 cos 2
ist eine

Verdopplungsformel: sin2mz = 2sinwzsinm(z + %), z € C.

Um mit ihrer Hilfe den Sinus zu charakterisieren, zeigen wir zunéchst

Lemma von Herglotz 1.6 (multiplikative Form).* Es sei G C C ein
Gebiet, das ein Intervall [0,7),r > 1, umfasst. Es sei g € O(G) nullstellenfrei
in [0,7), und es gelte eine multiplikative Verdopplungsformel

9(22) = cg(2)g(z + %), falls z,z+ %, 2z€10,7r) (mit ceC"). (1.5)

bz b

Dann folgt g(z) = ae®> mit 1 = acez®.

4 Wir erinnern an das in (I.11.2.2) besprochene

Lemma von Herglotz (additive Form). Es sei [0,7) C G mit r > 1. Es sei

h € O(G), und es gelte die additive Verdopplungsformel 2h(2z) = h(z)+h(z+3),

falls z, z + %, 2z € [0,7). Dann ist h konstant.

Beweis. Sei t € (1,7) und M := max{|h'(2)| : z € [0,t]}. Da 4h'(2z) = h'(z) +
1

h'(z 4+ %) und da mit z auch immer 3z und 1(z 4+ 1) in [0,¢] liegen, so folgt

4M < 2M, also M = 0. Der Identitéitssatz gibt A’ = 0, also h = const.
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Beweis. Die Funktion h := ¢'/g € M(G) ist tiberall in [0,r) holomorph, es
gilt 2h(22) = 2¢/(22)/g(22) = h(z) + h(z + 3), falls 2,z + 3,2z € [0, 7). Nach
dem Lemma von HERGLOTZ (additive Form) ist h konstant (1.5). Es folgt
g = bg mit b € C, also g(z) = ae®*. Mit (1.5) folgt noch acezb = 1. O

Es ergibt sich nun schnell:

Satz 1.7. Es sei [ eine ungerade ganze Funktion, die in [0,1] nur in 0 und 1
verschwinde, und zwar von erster Ordnung. Es gelte eine

Verdopplungsformel: f(2z) = cf(2)f(z —1—1

2), z€C, wobei ceC*. (1.6)

Dann folgt f(z) = 2¢ tsinmz.

Beweis. Die Funktion g(z) := f(z)/sinmz ist holomorph und nullstellenfrei
in einem Gebiet G D [0,7), r > 1; es gilt g(22) = 3cg(2)g(z + 3). Nach
HERGLOTZ folgt f(z) = aeb? sin7z mit ace2® = 2. Da f(—z) = f(z), so folgt
weiter b = 0. a

Wir benutzen die Verdopplungsformel des Sinus noch zur Herleitung ei-
nes Integrals, das im Anhang zu 4.3.5 zum Beweis der JENSENschen Formel

benétigt wird.
1

/logsinﬂt dt = —log2 (1.7)
0

Beweis. Man hat, wenn man zunéchst die Existenz des Integrals unterstellt:

Nl

3 3
1 1
/logsin 27t dt = 5 log 2 +/logsin7rt dt + /log sinm(t + 5) dt. (1.8)
0 0 0

Mit 7 := 2¢ links und 7 := ¢ + 5 ganz rechts folgt (1.7) direkt. — Das zweite
Integral rechts in (1.8) existiert, wenn das erste existiert (setze t+ 3 =1—17).
Das erste Integral existiert, da g( ) :=t~!sin 7t stetig und nullstellenfrei in

[0, 1] ist.? O

1.3.3 Beweis der Eulerschen Formel mit Hilfe von Lemma 1.6. Die

Funktion
o0

s(z) ==z H(l — 22 /v?)

v=1
® Sei f(t) = tfng(t) n € N, wobei g stetig und nullstellenfrei in [0,7] ist, r > 0.
Dann existiert flogf (t) dt. Das ist klar, da flogt dt existiert (denn zlogx — x

ist Stammfunktlon und es gilt hm dlogd = O)
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ist ganz und ungerade und hat Nullstellen genau in den Punkten von Z,

und zwar von erster Ordnung. Da s'(0) = lir% s(z)/z = 1, so folgt sinmz =
zZ—

ws(z) aus Satz 1.7, falls s einer Verdopplungsformel geniigt. Dies wird direkt
verifiziert. Da s normal konvergiert, so gilt nach Korollar 1.3:

s(22) = 22 - ﬁ ( Z>z> f[ (1 - (21/4?1)» (1.9)

1

2 [T (1~ g =)

Man rechnet aus (!)

() (- ) - KR8 (- ) o

Damit folgt, wenn man Beispiel a) aus (1.1.2) beachtet:

(- ) (- )~ 0 11 (- 2557)
).

DN | =

=2s(z +

Daher ist (1.9) eine Verdopplungsformel: s(2z) = 4a='s(z)s(z + 3) mit

a:=[[(1-2=%)#0.

Dieser multiplikative Beweis geht auf den amerikanischen Mathematiker
E.H. MOORE zuriick; in seiner 1894 erschienenen Arbeit [177] wird viel gerech-
net. Der Leser bemerke die enge Verwandtschaft mit dem SCHOTTKYschen

o0
Beweis der Gleichung wcotmz = 5+ > ( L — l) aus Satz 1.11.2.1; die
V=—00

z+v v

1892 erschienene Arbeit von SCHOTTKY diirfte MOORE nicht gekannt haben.

1.3.4 Beweis der Verdopplungsformel fiir das Euler-Produkt nach
Eisenstein*. Lange vor MOORE hat bereits EISENSTEIN die Verdopplungs-
formel fiir s(z) nebenbei bewiesen. Er betrachtet 1847 in ([58, S. 461 ff.]) das
auf den ersten Blick kompliziert aussehende Produkt

E(w, z) = I_O[Oe (1 + u+w) = (1 + %) nhj{}o ﬁ/ (1+ V+w)

V=—00 v=—n

von zwei Variablen (w, z) € (C\Z) x C; hier bezeichnet [[. = lim [] die Ei-
n—oo _

sensteinmultiplikation (in Analogie zur Eisensteinsummation »_ ., die wir in
Abschnitt 1.11.2 einfiihrten), weiter signalisiert []’, dass der Faktor zum Index
0 fortgelassen wird. Das EISENSTEINsche Produkt E(w, z) ist im (w, z)-Raum
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(C\Z)xC normal konvergent, da [’ (1 + (VTzw)> =1T] (1 - (ZVQHWQZ)) und

v=—n v=1
> —+— in C\Z normal konvergieren (vgl. 1.11.1.3 Beispiele). Die Funktion
v=1
E(w,z) ist also stetig in (C\Z) x C und fiir festes w jeweils holomorph in
z € C. Mit E(w, z) ldsst sich elegant rechnen, so folgt direkt die

Verdopplungsformel E(2w,2z) = E(w,z)E(w + 3, 2).

Beweis.

o0

2z 5 2z
BEew2:) = Tle (1+——) T[] (1+—2—) (11
(2w,22) = ] ( +2u+2w> VI—IW( +2V—|—1+2w> (1.10)

V=—00

= FE(w,z)E(w+ %72)

EISENSTEIN benutzt die Umformung

1+Vf_w—(1+wjz)/(1+f), (1.11)

um sein ,,Doppelprodukt® auf das EULER-Produkt zuriickzufiihren:

s(w+ 2)

E(w,z) = ()

, wobei s(z) =z H(l — 22 /v?).

v>1

n n
Beweis. E(w,z) = “ lim [] (1—|—“’jz)/hm T (1+Y)

nN—=0 py=—n v=—mn

oo
= (w+2) [] (1—@’3))/(10 —% ) slwts) g
v=1

Die Verdopplungsformel fiir s(z) ist nun in der Gleichung

5(211] + 22) — _ 1 _ s(w+z)  s(wtitz)
W = B(2w, 22) = B(w, 2) E(w + PH z2) = s(w) " s(wtd)
enthalten: Da s stetig ist und da lim0 SS((wa)) = 2, so folgt
. s(2w) s(w+ i +2) 1,4 1
5(22) = lim S(w) s(w + Z)W =2s(3)"'s(2)s(z + 5). O

Die Eleganz in diesen EISENSTEINschen Schliissen wird durch die zweite Varia-
ble w moglich. EISENSTEIN bemerkt auch (loc. cit.), dass E in w periodisch ist:
E(w+1,z) = E(w, z) (Beweis durch Anderung von v in v+1); er verwendet F
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und s zu einem Beweis des quadratischen Reziprozitéitsgesetzes, die Verdopp-
lungsformel findet sich auf S. 462 unten. Die Identitit F(w, z) = s(w+2z)/s(w)
heift bei EISENSTEIN Fundamentalformel, er schreibt sie wie folgt (S. 402, der
Leser interpretiere):

H(l_ z ):sinﬁ(ﬁ—z)/oz7 0,BeC, Bladl.

gt am+ (3 sinm(/a

1.3.5 Historisches zum Sinusprodukt. EULER hat das Cosinus- und
Sinusprodukt 1734/35 gefunden und 1740 in der berithmten Arbeit De Summis
Serierum Reciprocarum, [62, I-14,73-86], publiziert: auf S. 84 findet man (mit
p:=m)

52 4 S6

S
T1.237 12345 123456
2

7
52 S 52 52
(1) (1= =) (1- =) (1- == .
< p2)< 4192)( 9p2>( 161?2) e

Zur Begriindung sagt EULER, dass die Nullstellen in der Reihe die Zahlen
D, —p, 2p, —2p, 3p, —3p etc. seien und diese folglich (analog wie ein Polynom)

_ s s 1_ s s i il
durch 1 p,1+p,1 2p71—|—2p etc. teilbar seil

1 + etc.

JOH. BERNOULLI betont in einem Brief an EULER vom 2. April 1737,
dass dieses Vorgehen nur dann legitim sei, wenn man wisse, dass die Funktion
sin z keine anderen Nullstellen in C habe als nm, n € Z: ,demonstrandum
esset nullam contineri radicem impossibilem*, [76, 2, S. 16]; weitere Kritik
iibten D. und J. BERNOULLI, vgl. [277, 264-265]. Die von EULER =z.T.
anerkannten Einwénde gaben mit den Anstofl zur Entdeckung der Formel
e¥* = cos z+1isin z; im Jahre 1743 leitet EULER hieraus seine Produktformeln
her, die ihm dann nebenbei alle Nullstellen von cosz und sin z liefern ([62,
I-14, 144-146] fiir cos z).

EULER schliefit wie folgt: wegen lim(1 + z/n)" = €7 und sinz = 5 (e —
e~ %) gilt:

1 .
sinz = % lim p,, (zz) , wobeil pp(w):=(1+w)"—(1—w)".
i n

Fiir jeden geraden Index n = 2m folgt
(W) = 2nw(1 4+ w + - - + w7 2). (1.12)

Die Wurzeln w von p, werden durch (1 + w) = ((1 — w) gegeben, wo
¢ = exp(2vmi/n) irgendeine n-te Einheitswurzel ist; daher hat po,, als
ungerades Polynom vom Grad n — 1 die n — 1 verschiedenen Nullstellen
0,£w1,...,twm—1, wobei
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2umi/n) — 1
— M:itanﬂ, v=1,...,m—1
exp(2vmi/n) + 1 n

Damit ergibt sich auf Grund von (1.12) die Faktorisierung

m—1 m—1

w w 9 o UT
pom(w) = 2nw Vl;[l (1— wu) (14—%) = 2nw 1,1;[1 (l—i—w cot 7)
Hiermit ergibt sich
o 5 (1 v\ ?
sinzzzJi_}n;o 1,1;[1 <1—z (ncotn> )

Wegen lim (%cot %) = ﬁ folgt nach Limesvertauschung die Produktfor-
n—oo

mel. Natiirlich ldsst sich dieser letzte Schritt streng begriinden (vgl. z.B. [263,
S. 42 und 56]). — Eine noch einfachere Herleitung des Sinusproduktes, die auf
der gleichen Grundidee beruht, findet man in [280, 5.4.3].

1.4 Eulersche Partitionsprodukte*
Neben dem Sinusprodukt hat EULER das Produkt

Qz,q) = [[(1+¢"2) = 1+ g2) 1+ =) (1 +¢%2) - ..

v=1

intensiv studiert. Es ist fiir jedes ¢ € E wegen Y |g|” < oo normal konvergent
in C und also eine ganze Funktion in z, die im Fall ¢ # 0 genau in den Punkten

—q~1,—q72,... Nullstellen, und zwar von erster Ordnung, hat. Aus Q(z,q)
entstehen fiir z = 1 bzw. z = —1 die im Einheitskreis holomorphen Produkte
I+ +)A+¢% ... baw. 1-q)(1—-¢>)(1—¢*) ..., ¢€E.

Thre Potenzreihen um 0 spielen, wie wir im Abschnitt (1.4.1) sehen werden,
in der Theorie der Partitionen natiirlicher Zahlen eine wichtige Rolle. Die
Entwicklung von [J(1 — ¢”) enthélt nur solche Monome g™, bei denen n eine
Pentagonalzahl %(3u2 + v) ist: dieses ist im berithmten Pentagonal-Zahlen-
Satz enthalten, den wir im Abschnitt (1.4.2) besprechen. Im Abschnitt (1.4.3)
entwickeln wir Q(z, ¢) nach Potenzen von z.

1.4.1 Partitionen natiirlicher Zahlen und Eulersche Produkte. Je-
de Darstellung einer natiirlichen Zahl n > 1 als Summe von Zahlen aus N\ {0}
heifit eine Partition von n. Mit p(n) wird die Anzahl der Partitionen von n
bezeichnet (dabei gelten zwei Partitionen als gleich, wenn sie sich héchstens
in der Reihenfolge der Summanden unterscheiden), z.B. gilt p(4) = 5, denn 4
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hat die Darstellungen4 =4,4 =3+1,4=242,4=2+1+1,4=1+1+1+1.
Man setzt noch p(0) := 1. Die Werte von p(n) wachsen astronomisch:

n [7]10/30 | 50 [ 100 | 200
p(n)|15]425604[204226[ 190569292 (3972999029388

Um die Partitionsfunktion p zu untersuchen, bildet EULER die Potenzreihe
> p(v)q”, er findet den iiberraschenden Satz [63, S. 267]:

Fiir alle g € E gilt

[Ta-a)"=> e (1.13)
v=1 v=0

Beweisskizze. Man betrachtet die geometrischen Reihen (1 —q¢")t =

> ¢"*,q € E, und macht sich klar, dass H (1—¢") ! Z pn(k)g®, q ¢
0 =1

E, n > 1, wobei p,(0) := 1 und p, (k) fur k> 1 die Anzahl der Partitionen
von k bezeichnet, deren Summanden alle < n sind. Da p,, (k) = p(k) fiir n > k,
so folgt die Behauptung durch Grenziibergang. — Einen detaillierten Beweis
findet man in [104, S. 275]. O

Es gibt viele zu (1.13) analoge Formeln. So findet man bei Euler [63,
S. 268/69]:

Es bezeichne u(n) bzw. v(n) die Anzahl der Partitionen von n > 1 in
ungerade bzw. in verschiedene Summanden. Dann folgt fiir jedes q € E:

[Ta-& D =14 u@e, [Ja+¢) =1+ v
v>1 v>1 v>1 v>1
Hieraus erhélt man wegen
1-¢* 1-¢* 1-¢°

1—qg 1-¢ 1-¢3
1 1 1

1—q¢ 1-¢ 1-—¢

die {iberraschende und keineswegs auf der Hand liegende Folgerung

I+l +)1+¢%) - =

u(n) =v(n), n>1. O

Seit EULER ordnet man jeder Funktion f : N — C die formale Potenz-
reihe F(z) = Y f(v)z¥ zu; diese Reihe konvergiert, wenn f(v) nicht zu
stark wéchst. Man nennt F' die erzeugende Funktion von f; die Produkte
[Ta—¢") LTI =217 T](1+¢¥) sind also die erzeugenden Funktionen
der Partitionsfunktionen p(n), u(n), v(n). Erzeugende Funktionen spielen eine
grofle Rolle in der Zahlentheorie, vgl. etwa [104, S. 274ff.].
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1.4.2 Pentagonal-Zahlen-Satz. Rekursionsformeln fiir p(n) und
o(n). Die Suche nach der TAYLOR-Reihe von [[(1 — ¢”) um 0 hat EULER
jahrelang beschéftigt. Die Antwort gibt sein beriihmter Pentagonal-Zahlen-
Satz.

Pentagonal-Zahlen-Satz 1.8. Fiir alle ¢ € E gilt

[[a-a) =1+ (1) g=® ) 4+ )] (1.14)
v>1 v>1
= Y (—1)rgitty)
v=—00
:1_q—q2+q5+q7—q12—q15+q22+q26
—q35—q40+q51+...

Wir werden diesen Satz in Abschnitt 5.2 aus der JAcoOBIschen Tripel- Produkt-
Identitdt herleiten.

Die Folge w(v) := %(31/2 —v), die mit 1, 5, 12, 22, 35, 51 beginnt, war bereits
bei den Griechen bekannt, vgl. [51, S. 1]. Angeblich bestimmte PYTHAGORAS
w(n), indem er regelméBige Fiinfecke, deren Kantenlédnge jeweils um 1 zunimmt,
ineinanderlegte und die Zahl aller Eckpunkte zdhlte:

PR

1+4=5 1+447=12 1+4+7+10=22

Wegen dieses Konstruktionsprinzips nennt man alle Zahlen w(v), v € Z,
Pentagonal-Zahlen, diese Bezeichnung gab der Identitét (1.14) den Namen.

Aus der wegen (1.13) und (1.14) klaren Identitét

S p)e” | [ 14+ S0 g + ¢

n>0 v>1

lassen sich durch Koeffizientenvergleich Aussagen iiber die Partitionsfunktion p ge-
winnen. Tatséchlich erhielt EULER so (vgl. hierzu auch [104, S. 286/86]): Rekursi-
onsformel fiir p(n).
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Setzt man p(n) := 0 fiir n < 0, so gilt

p(n) =pn—1)+pn—2)—pn—5)—pn-—"7) +...
=Y (=) 'p(n — w(k) + p(n — w(—k))]

E>1

Es war eine grofie Uberraschung fiir EULER, als er erkannte und mittels des
Pentagonal-Zahlen-Satzes bewies, dass fast dieselbe Formel fiir Teilersummen be-
steht. Bezeichnet o(n) := > d die Summe aller positiven Teiler der natiirlichen

dln
Zahl n > 1, so gilt die
Rekursionsformel fiir o(n). Setzt man o(v):=0 fir v <0, so gilt
on)=ocn—-1)+ocn—-2)—ocn—-5)—on—17)+...

=Y (D) o(n —w(k) + o(n — w(—k))]
k>1
fiir jede natiirliche Zahl n > 1, die keine Pentagonzahl ist. Fiir jede Zahl n =
1(3v° £v), v > 1, gilt hingegen
o(n) = (—1)"_171 +o(n— 1) +on—2)—oc(n—->5)—o(n—"7)+
= (=1)"" ln—i—z “Ho(n —w(k)) + o(n — w(—k))].
k>1

In der Literatur findet man héufig nur die erste Formel fiir alle n > 1 mit der
MaBgabe, dass der Summand o(n — n), falls er vorkommt, den Wert n hat. So hat
auch EULER die Formel angegeben. — Fiir 12 = £(3-3* — 3) hat man

0(12) = (=1)*12 4 0 (11) 4+ ¢(10) — 6(7) — 0(5) + 0(0) = 12+ 12+ 18 — 8 — 6 = 28.
Beweis der Rekursionsformel fiir o(n) nach EULER. Man bildet die logarithmische
Ableitung von (1.14). Eine einfache Umformung gibt

) vq

v oo oo

S (D = 3 (D) ()™ (1.15)

V=—00 n=—oo

Die Potenzreihe der ersten Reihe links® um 0 ist 3 o(k)q”. Multipliziert man
k=1
die Reihen aus, so entsteht eine Doppelsumme mit dem allgemeinen Glied

5 Reihen des Typs Z ay 72— heiBen LAMBERTsche Reihen. Da ¢” - (1 — ¢")™" =

18

q"", so folgt sofort (vgl. hierzu auch [139, S. 466]):
1

o

oo v
Ist die LAMBERTsche Reihe Y aulf7 normal konvergent in E, so gilt
v=1

Z“qzqu :iqu”, q€E, wobei A, =) aa.

v=1 dlv
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(—1)?0(k)g"t*™). Fasst man alle Terme mit gleichen Exponenten zusammen, so
entsteht

3 (z n—w(k») -

n=1 \k€Z

Koeffizientenvergleich in (1.15) liefert die Behauptungen. O

Elementare Beweise der Rekursionsformel fiir o(n) scheinen nicht bekannt zu
sein. — Die Funktion o(n) ldsst sich rekursiv durch die Funktion p(n) ausdriicken.
Es gilt fur alle v > 1:

o(n) = p(n—1)+2p(n—2)—5p(n—>5)—7p(n—7)+12p(n—12)+15p(n—15)—...

= ¥ (D) wkR)p(n—w(k))+w(—k)p(n—w(—k))].
k>1

Dies wurde 1884 von Chr. ZELLER bemerkt, vgl. [281]. Wir notieren noch eine For-
mel, die sich ebenfalls mittels des Pentagonal-Zahlen-Satzes herleiten ldsst:

1.4.3 Potenzreihenentwicklung von H (1 4+ ¢¥z) nach z. Wihrend

die Potenzreihenentwicklung dieser Funktion nach q nur fiir spezielle Werte von z
bekannt ist (vgl. Abschnitte 1.4.1 und 1.4.2), l&sst sich ihre Entwicklung nach z

leicht finden. Setzt man Q(z,q) := [] (1+q "2), so folgt direkt:
v>1

(1+42)Q(gz,9) = Q(2,9); (1.16)
aus dieser Funktionalgleichung erh&lt man sofort:
V(u+1)

(1+qz _1+Z 0 1—q) ﬂ_qy)z”, (,2) €eExC. (1.17)

v>1

u:jS

Beweis. Fiir festes ¢ € E sei Y a,z” die Taylorreihe von Q(z,q). Es gilt ap = 1,
v>0
und (1.16) liefert die Rekursionsformel

avqg’ +ay—1¢" =a,, dh. a, = 137111,71 fir v>1.
Es folgt (z.B. durch Induktion), dass a, = q2”(”+1)[(1 —q) .- (1=g)] O
Fiir z = 1 sehen wir
2 3 q ¢
1491 +¢)14+q¢) ... =1+ +
1+l +a)l+d) I~ T-al-0

q6
1-q¢)(1-¢*)(1—¢3

1

+ +....

Schreibt man ¢* statt ¢ in (1.17) und setzt man z = ¢~ ', so folgt
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2

= 2v—1\ _ o g
[[a+q )*1+;(1—q2)(1—q4)-~~-'(1—‘12”)’

v=1

oder ausgeschrieben

3 q q4
1+q9@1+gq )(1+q5)"":1+1—q2+(1—q2)(1—q4)
q9
oo -oma=—¢ "

Diese Herleitung und mehr findet man in [63, S. 251 ff].

Das Produkt Q(z,q) ist einfacher als das Sinusprodukt. Nicht nur, dass sich
die normale Konvergenz bereits mittels der geometrischen Reihe ergibt, auch die
Funktionalgleichung (1.16), die an die Stelle der Verdopplungsformel fiir s(z) tritt,
folgt miihelos und ist iiberdies ergiebiger.

Aufgabe. Man zeige, dass fiir alle (q,2) € E x C gilt:

o0

IR = ¢ v
®) Hl—q”z71+VZ:1(1—q)-(1—q2)~----(1—qV) '

v=1
1
b) ’n:ll—q”z:

2

— q y
D D o ) O ) B () B s B R

Man vergleiche die Ergebnisse fiir z = 1.

Hinweis. Im Falle a) betrachte man zunéchst [] ﬁ, 1 < n < co. Man verschaffe
v=1

sich jeweils Funktionalgleichungen und simuliere den Beweis von (1.17); im Falle a)

fithre man abschliefend den Grenziibergang n — oo aus. — Die Gleichung b) findet

sich z.B. in den Fundamenta, [130, 232-233].

1.4.4 Historisches zu Partitionen und zum Pentagonal-Zahlen-Satz.
Schon G.W. LEIBNIZ fragte Joh. BERNOULLI 1699 in einem Brief, ob er die Funktion
p(n) studiert habe; er bemerkte, dass dieses Problem nicht leicht, aber wichtig sei
(Math. Schriften, ed. GERHARDT, Bd. II1/2, S. 601). EULER wurde 1740 von PH.
NAUDE (Berliner Mathematiker franz. Herkunft) gefragt, auf wie viele Weisen sich
eine gegebene natiirliche Zahl n als Summe von s verschiedenen natiirlichen Zahlen
darstellen lasse. EULER hat diese und verwandte Fragen mehrfach behandelt, er wur-
de so zum Vater eines neuen Gebietes der Analysis, das er ,Partitio Numerorum*
nannte. Bereits im April 1741, kurz vor seiner Abreise nach Berlin, legte er erste
Resultate der Petersburger Akademie vor, [62, -2, 163-193]. Am Ende dieser Arbeit
spricht er den Pentagonal-Zahlen-Satz aus, nachdem er durch Ausmultiplizieren der
ersten 51 Faktoren von [[(1—q ¥) die Anfangsglieder der Pentagonal-Zahlen-Reihe
bis zum Summanden ¢°' bestimmt hatte, loc. cit. S. 191/192. Es dauerte dann aller-
dings fast noch 10 Jahre, bis er den Satz beweisen konnte (Brief an GOLDBACH vom
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9. Juni 1750, [54, 1, 522-524]). In der Introductio handelt das Kapital 16 ausfiihrlich
,von der Zerlegung der Zahlen in Teile“, der Pentagonal-Zahlen-Satz wird erwéhnt
und angewendet, S. 269.

Die Rekursionsformel fiir die Funktion p(n) findet sich erstmals 1750 in der
Abhandlung De Partitione Numerorum, [62, I-2, S. 281]; sie wurde 1918 von P.A.
MACMAHON bemiiht, um p(n) bis zu n = 200 zu berechnen, er fand p(200) =
3972999029 388 (Proc. London Math. Soc. (2) 17, (1918), insb. 114-115).

Die Rekursionsformel fiir o(n) hatte EULER schon 1741 numerisch fiir alle
n < 300 verifiziert (Brief an GOLDBACH vom 1. April 1741, 76, 1, 407-410]). Er
nennt dort seine Entdeckung ,,eine sehr wunderbare Ordnung in den Zahlen“ und
schreibt, dass er keine ,,demonstrationen rigorosam hdtte. Wenn ich aber auch gar
keine hdtte, so wiirde man an der Wahrheit doch nicht zweifeln konnen, weil bis
iber 300 diese Regel immer eingetroffen.“ Er teilt GOLDBACH dann die Herleitung
der Rekursionsformel aus dem (damals noch unbewiesenen) Pentagonal-Zahlen-Satz
mit. Eine ausfiihrliche Darstellung mit Beweis gibt er 1751 in Découverte d’une lot
tout extraordinaire des nombres par rapport d la somme de leurs diviseurs, [62, 1-2,
241-253]. - Weitere historische Angaben und Erlduterungen findet der Leser in [277,
276-281]. Es mussten noch nahezu weitere 80 Jahre vergehen, bis JACOBI 1829 die
volle Erklarung fiir die EULERschen Identitdten mit seiner Theorie der Thetafunk-
tionen geben konnte. Wir gehen hierauf im néchsten Paragraphen etwas néher ein.

1.5 Jacobis Produktdarstellung* der Reihe
J(z,q) == Y q"z

Die LAURENT-Reihe io: q”zz” =1+ ioj q"2 (2" + 277) ist fiir jedes g € E in C*
konvergent, daher gil‘: :Ji(:j q) € O(C") fljl": 1alle q € E. Wer die Thetafunktion kennt,
bemerkt sofort

I(z,7) = J(e>™*,e” ™) (vgl. hierzu Paragraph 1.12.4)
diese Beziehung spielt indessen im folgenden keine Rolle. Man zeigt direkt

J@i,q) = J(-1,¢"), qeE. (1.18)

JACOBI sah 1829, dass seine Reihe J(z,q) mit dem von ABEL studierten Produkt

[(1=¢) A+ 2) (1 + ¢ 2]

s

Alz,q) =

v=1

iibereinstimmt. Es gilt A(z,q) € O(C*) fiir jedes ¢ € E, da das Produkt jeweils in
C* normal konvergiert. Zwischen dem Eulerprodukt Q(z,q) aus 1.4.3 und A(z,q)
besteht folgender Zusammenhang

oo

Az q) = [ =) Qa 26" - Qa2 ¢%).

v=1
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Die Identitdt J(z,q) = A(z, q) ist eine der vielen tiefen Formeln, die sich in JACOBIS
Fundamenta Nova finden. Wir gewinnen diese JACOBIsche Tripel-Produkt-Identitit
im Abschnitt 1.5.2 mit Hilfe der Funktionalgleichungen

A(qQZ7Q) = (qz)_lA(Z7Q)7 A(Z_17q) = A(Zv(I)’ (Z7Q) € C”* x Exv (1'19)
A(Z’ q) = A(_17 q4)7 q € ]E7 (120)

die man alle leicht der Definition von A entnimmt, wobei man beim Beweis von
(1.20) beachte, dass

[T H[lfq —q")], A+ )1 —¢" ) = 1+¢" 77
v=1
Aus der Gleichung J(z,q) = A(z, q) entstehen durch Spezialisierung faszinieren-

de Identitdten, die z.T. auf EULER zuriickgehen; wir geben Kostproben im Abschnitt
1.5.2.

1.5.1 Theorem von Jacobi.
Satz 1.9 (Jacobi). Fir alle (¢,2) € E x C* gilt

S =Tl - )+ A+ (1.21)

Beweis. (vgl. [104, S. 282/83]). Das Produkt A(z, q) hat fir jedes ¢ € E eine LAU-

e
RENT-Entwicklung 3 a,2” in C* um 0 mit Koeffizienten a,, die von g abhéngen.

Die Gleichungen (1.19) der Einleitung implizieren a—, = a, und a, = @ ta, 1
fiir alle v € Z. Damit ist bereits klar, wenn wir a(q) fiir ao schreiben, dass

A(z,q) = a(q)J(z,q) mit a(0) =1.

Da A(1,q) und J(1, q) als Funktionen in g holomorph in E sind und da J(1,0) =1,
so ist a(g) holomorph in einer Umgebung des Nullpunktes. Aus den Gleichungen
(1.18) und (1.20) der Einleitung folgt, da J(7,q) # 0,

a(q) = a(¢*) und mithin a(q) = a(¢*"), n>1 firalle ¢ € E.

Die Stetigkeit von a(g) in 0 erzwingt a(q) = lim a(¢*") = a(0) = 1 fiir alle q € E.
O
Die Idee zu diesem eleganten Beweis soll auf JACOBI zuriickgehen (vgl. [104, S. 296]).

Es sei empfohlen, den Beweis bei KRONECKER anzuschauen, [151, 182-186]. Mit
z 1= €*™ schreibt sich (1.21) in der Form

Z ql/2€2i1/w — H[(l _ q2U)(1 + 2q2u—1 cos 2w + q4u—2)].
v=—00 v=1

Die Identitét (1.21) wird gelegentlich auch wie folgt geschrieben

S0 = (-2 ) [T - a) (=) (1= q"27N)]. (1.22)

Es entsteht (1.22) aus (1.21), wenn man dort —qz fiir z eintrigt, das entstehende
Produkt umordnet und schlieBlich ¢ statt ¢* schreibt.
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1.5.2 Diskussion des Jacobischen Theorems. Fiir z = 1 entsteht aus
(1.22) die Produktdarstellung der klassischen, in E konvergenten Thetareihe

ot =1+2) ¢ =TI+ 7)1 — g™ (1.23)

Wir notieren weiter:
Es seien k,l € N\{0} beide gerade oder ungerade. Dann gilt fir alle (z,q) €
C* xE,

oo oo
S gt = TTHA - )+ 2 E D) (1 4+ g 0] (124

v=—00 v=1

Beweis. Sei zunéchst 0 < ¢ < 1. Dann sind q%k,q%l € (0,1) eindeutig bestimmt,
und (1.21) geht, wenn man q%k statt ¢ und qéez statt z schreibt, tiber in (1.24).
Diese Gleichung gilt also gewiss fiir alle (z,q) € C* x(0, 1). Da nach Voraussetzungen
iiber k, ! alle Exponenten in (1.24) ganzzahlig sind (!), so stehen in (1.24) bei festem
z links und rechts holomorphe Funktionen in ¢ € E. Nach dem Identitétssatz folgt
die Behauptung. O

Fir k=1=1 und z = 1 geht (1.24) iiber in

Z qi”(V_H) :2+22q§'/(“+1> — H[(l _q2”)(1+q” 1)]; (1.25)
v=—00 v=1 v=1

diese von EULER stammende Identitdt schreibt Gauss 1808 so ([82, S. 20]):

l—qq 1-¢" 1-¢° 1-¢°
- - . (1.26)
1—q 1—-¢% 1—-¢° 1—47

1+q+¢° +¢°+q'% + ete. =
(zum Beweis benutze man Aufgabe 2) aus 1.2.1.

Fiir k=3,1=1 und z = —1 besagt (1.24):

e} oo

[TIa-¢™a - Ha—g" )= > (-1)"g>*+;

v=1 v=—00

da hier links jeder Faktor 1 —¢”, v > 1, genau einmal vorkommt, folgt — wie in 1.4.2
angekiindigt - der Pentagonal-Zahlen-Satz

e} [e%S) ) B 1,3
[Ta-a)=1+>(-1)"[g2"® D +¢2"C*V], qeE; (1.27)
v=1 v=1

oder ausgeschrieben
-1 -A=¢") ..=1-q—+¢ +d — ¢ —¢"+...0 (1.28)

Jetzt ldsst sich auch grundsétzlich die Potenzreihe von [[(1 + ¢”) um 0 berechnen.
Wegen [[(1 — ¢*) - TI(1 +¢*) = [1(1 — ¢**) erhilt man auch mit (1.28):
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ﬁ(1+q”)— 1—q2—q4+q10+q14—...
l—qg—¢*+¢°+q" —...

v=1

:1+q+q2+2q3+2q4+3q5+4q6+5q7+... .

Die ersten Koeffizienten rechts hat bereits EULER angegeben ([63, S. 269]), eine
einfache explizite Darstellung aller Koeflizienten ist nicht bekannt. — Zahlentheo-
retische Interpretationen der obigen Formeln sowie weitere Identitéiten findet man
bei [104].

Wir notieren abschlielend noch Jacobis beriihmte Formel fiir den Kubus des
EULER-Produktes (vgl. [130, S. 237]) und [133, S. 0]

[e) e}

[Ta-a) =3 (-1 (v +1)g2 Y, (1.29)

v=1 v=0

zum Beweis differenziert JACOBI die Identitét (1.22) des Abschnittes 1.9 nach z und
setzt dann z = 1 (der Leser fiihre die Einzelheiten aus, in der Reihe fasse man die
Summanden mit Index v und —v — 1 zusammen). JACOBI schrieb 1848 zur Identitéit
1.29, vgl. [133, S. 60]: ,Dies mag wohl in der Analysis das einzige Beispiel sein,
dafl eine Potenz einer Reihe, deren Exponenten eine arithmetische Reihe zweiter
Ordnung [ = quadratische Form an® + bn + c| bilden, wieder eine solche Reihe
giebt.“

1.5.3 Historisches zur Jacobischen Identitit. JAcCOBI hat 1829 die

Tripel-Produkt-Identitét in seiner groflen Arbeit Fundamenta nova theoriae

functionum ellipticarum bewiesen; er schreibt damals, [130, S. 232]:
»Aequationem identicam, quam antecedentibus comprobatum ivimus:

"

(1 —2qcos 2z + ¢*)(1 — 2¢° cos 2z + ¢°) (1 — 2¢° cos 2z + ¢'9) . ..
1 —2qcos2x + 2¢* cos4x — 2¢° cos 6 + 2¢' % cos 8z — . ..
1=¢*)A=-g")1-¢")A—-g%)-...

In einer 1848 veroffentlichten Arbeit hat JACOBI seine Gleichung systematisch
ausgewertet, er sagt dort, [132, S. 221]:

»Die simmtlichen diesen Untersuchungen zum Grunde gelegten Entwick-
lungen sind particuldre Félle einer Fundamentalformel der Theorie der ellip-
tischen Functionen, welche in der Gleichung

(1-¢*)(1 g1 -¢")(1—-g°)...
X(1=g2)(1=¢*2)(1 = ¢°2)(1 —q"2) ...

x(1—gz )1 =g’z (1 =gz )1 —q"z7")...
=1-qlz+2zH+¢*E+2) - +27)+...

enthalten ist.“
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Die Vorarbeiten zur JAcoBischen Formel leistete EULER durch seinen
Pentagonall-Zahlen-Satz. 1848 schreibt JACOBI an den Sekretédr der Pe-
tersburger Akademie P.H. vonN Fuss (1797-1855), vgl. [133, S. 60]: ,Ich
mochte mir bei dieser Gelegenheit noch erlauben, Thnen zu sagen, warum
ich mich so fiir diese EULERsche Entdeckung interessiere. Sie ist n&dmlich der
erste Fall gewesen, in welchem Reihen aufgetreten sind, deren Exponenten
eine arithmetische Reihe zweiter Ordnung bilden, und auf diese Reihen ist
durch mich die Theorie der elliptischen Transcendenten gegriindet worden.
Die EULERsche Formel ist ein specieller Fall einer Formel, welche wohl das
wichtigste und fruchtbarste ist, was ich in reiner Mathematik erfunden habe.

JACOBI wusste nicht, dass lange vor EULER schon Jacob BERNOULLI und LEIBNIZ
auf Reihen gestoflen waren, deren Exponenten eine Reihe zweiter Ordnung bilden.
Im Jahre 1685 stellte Jacob BERNOULLI im Journal des Scavans ein Problem aus
der Wahrscheinlichkeitsrechnung, dessen Losung er 1690 in den Acta Eruditorum
gibt: dabei treten Reihen auf, von denen er ausdriicklich sagt, dass deren Exponen-
ten arithmetische Reihen zweiter Ordnung sind. Kurze Zeit nach BERNOULLI 16st
auch LEIBNIZ in den Acta Eruditorum das Problem, er hilt die Frage fiir besonders
interessant, weil sie auf noch nicht niéher untersuchte Reihen fiihre (ad series tamen
non satis adhuc examinatas ducit). Wegen weiterer Einzelheiten vgl. den Artikel [59]
von G.E. ENESTROM.

In seiner Ars Conjectandi ist BERNOULLI noch einmal auf das Problem zuriick-
gekommen; in [12] findet man auf S. 142 die Reihe

0 1 6 45

T—m+m®—mf+m —mP®+m> =P+ m® —m® .
BERNOULLI sagt, dass er die Reihe nicht summieren kann, dass sich aber leicht
,Naherungswerthe in beliebig weit vorgetriebener Genauigkeit berechnen® lassen
(Zitat nach der von R. HAUSSNER besorgten Ubersetzung von [12, S. 59]). Fiir m = 2
gibt BERNOULLI z.B. den Néherungswert 0,52392 an, der bis auf eine Einheit in der
letzten Ziffer genau ist.

GAUSS hat JACOBI wissen lassen, dass er bereits um 1808 dessen For-
meln kannte (vgl. den ersten Brief von JACOBI an LEGENDRE, [129, S. 394]).
LEGENDRE, ob des Reziprozititsgesetzes und der Methode der kleinsten Qua-
drate iiber GAUSS verbittert, schreibt dazu an JAcoBr [129, S. 398]: ,,Com-
ment se fait-il que M. GAUSS ait osé vous faire dire que la plupart des vos
théoremes lui était connus et qu’il en avait fait la découverte des 18087 Cet
exces d’'impudence n’est pas croyable de la part d’'un homme qui a assez de
mérite personnel pour n’avoir besoin des s’approprier les découvertes des au-
tres ... .

Doch GAuss hatte recht: in seinem Nachlass fand sich JAcoBIs Funda-
mentalformel und mehr. GAUSS’ Manuskripte wurden 1876 im dritten Band
seiner Werke abgedruckt, auf Seite 440 steht (ohne Konvergenzangaben) die
Formel
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(1+zy)(l+x3y)(l+x5y)...<1+z> <1+“;> <1+‘j)

1 1 . 1 of 5 1
=r=yl+tz\y+- )+ \yw+— |+ (y+5 |+ ¢
[zz] y vy y

wobei [zx] fiir (1—22)(1—2)(1—2%)... steht. Damit hat man in der Tat das
Resultat von (1.21) von JACOBI. Der Herausgeber des Bandes, SCHERING,
versichert auf Seite 494, dass diese GAUSSschen Untersuchungen wohl dem
Jahre 1808 angehdren.

Der im Lob karge KRONECKER hat die Tripel-Produkt-Identitiat wie folgt
gewiirdigt, [151, S. 186]: ,,Hierin besteht die ungeheure Entdeckung Jacobi’s;
die Umwandlung der Reihe in das Produkt war sehr schwierig. Abel hat
auch das Product, aber nicht die Reihe. Deshalb wollte Dirichlet sie auch als
JAcoBIsche Reihe bezeichnen.“

Die JAcoBIischen Formeln sind nur die Spitze eines Eisberges von faszinie-
renden Identitdten. Im Jahre 1929 fand G.N. WATSON (vgl. [266, S. 44-45]),
die
Quintupel-Produkt-Identitit 1.10. Fir alle (g,z) € E x C* gilt:

Z q31/2—2u(z3v 4B B2 Z—3u+2)

v=—00
oo}

= [TA-¢)A - 2) A =g 1271 =g 122 (1 — g™ 272,
v=1

aus der durch Spezialisierung viele weitere Formeln entstehen, vgl. hierzu auch
[90] und [64]. — Seit einigen Jahren gibt es eine Renaissance der JACOBIschen
Formeln in der Theorie der affinen Wurzelsysteme. Dabei wurden Identitédten
entdeckt, die in der klassischen Theorie unbekannt waren. Eine Einfithrung
mit vielen Literaturhinweisen gibt E. NEHER in [182].
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