Geleitwort

Wer sich zum Studium der Psychologie oder der Soziologie entschlieft, interessiert sich vor allem fiir
das Erleben und Handeln der Menschen, er will sich und andere beobachten, verborgene Motive er-
griinden, Ursachen fiir Konflikte entdecken, seelische Leiden mindern, durch Beratung helfen usw. Mit
Mathematik hat er vielfach nichts im Sinne. Sie erscheint ihm oft trocken, lebensfremd und irrelevant
fiir seinen Beruf. Die Vorlesungen zur mathematischen Psychologie und Statistik stof3en daher zunéchst
iiberwiegend auf wenig Gegenliebe. Das erlebte ich in vielen Jahren, in denen ich — gemeinsam mit
meinem Kollegen Heinz Ebner — Studierende der Psychologie und Padagogik in die Statistik einfiihr-
te. Um die emotionalen Barrieren abzubauen, bemiihten wir uns, die Inhalte moglichst ansprechend
darzustellen, narrensicher zu erkldren und ihre Niitzlichkeit an praktischen Beispielen eindringlich zu
zeigen. Das ist uns offenbar gelungen; denn die Studierenden besuchten unsere Vorlesungen und Ubun-
gen gern und erwarben zumeist eine positive Einstellung zur empirischen Methodik, fiir die statistische
Verfahren unverzichtbar sind.

Die positive Resonanz der Lehrveranstaltungen veranlaf3te uns, ein Lehrbuch zu schreiben. 1967 er-
schienen die ,,Grundlagen der Statistik fiir Psychologen, Pidagogen und Soziologen erstmals im Ber-
liner Verlag Volk und Wissen. Eine erweiterte Fassung fand Zugang zu deutschen Universititen, wurde
auch in fremde Sprachen iibersetzt und erwarb in einem Vierteljahrhundert das Label ,,Clauf3-Ebner*.

Die Langlebigkeit des Titels diirfte vor allem auf den hohen Grad an Verstéindlichkeit zuriickzufiihren
sein. Wir setzten beim Leser nur das mathematische Schulwissen voraus, behandelten die Kennwerte
und Prozeduren in enger Bindung an praktisch relevante Sachverhalte und gaben stellenweise rezeptar-
tige Handlungsanweisungen, die bei der Anwendung statistischer Verfahren zu beachten sind und dann
zwangsldufig zum richtigen Ergebnis fiihren. Eine solche didaktische Vereinfachung mag manchem
Mathematiker klippschulenhaft erscheinen; der Mehrzahl der Leser kam die Redundanz und straffe
Lenkung sehr entgegen.

Als das Buch zwei Jahrzehnte lang im Handel war, hielten wir es fiir angebracht, eine griindliche Neu-
bearbeitung vorzunehmen. Dazu kam es jedoch nicht. Heinz Ebner verstarb plotzlich, und ich glaubte,
die mittlerweile erschienene Fachliteratur konne unser Buch ablosen. Jedoch die Nachfrage blieb beste-
hen. Ein unverinderter Nachdruck kam nicht zustande. Um die Marktliicke rasch zu schlieen, gewann
der Verlag Harri Deutsch zwei erfahrene Dresdner Autoren, Falk-Riidiger Finze und Lothar Partzsch.
Sie sollten in der Tradition des ClauB3-Ebner ein Statistiklehrbuch verfassen, das zum Gebrauch an Uni-
versititen sowie zum Selbststudium geeignet ist, die bewihrten Verfahren in verstéindlicher Form be-
handelt und durch neue Methoden — vor allem multivariate und parameterfreie — erginzt.

Das vorliegende Buch ist das Produkt. Ich identifiziere mich uneingeschrinkt mit seinem Inhalt und
der Art der Darstellung. Es ehrt mich, dal mein Name den Autorennamen beigefiigt wird, um dadurch
eine gewisse Kontinuitit der Lehrbuchentwicklung zu signalisieren. Freilich ist das Werk eine durch-
aus eigenstindige Leistung der Verfasser. Sie notigen den Leser zum selbstidndigen Mitdenken — mehr,
als wir ihm das abverlangten, — geben ihm aber klare Anleitung und die Moglichkeit, an Hand von Bei-
spielen zu priifen, ob er den Text richtig verstanden hat und anwenden kann. Wihrend wir in den 60er
Jahren allenfalls die Nutzung einer Tischrechenmaschine empfehlen konnten, stehen dem Leser heute
elektronische Taschenrechner und Computer zur Verfiigung. Spezielle Statistikrechner enthalten Pro-
gramme fiir Signifikanztests und Varianzanalysen. Thr Einsatz vereinfacht und beschleunigt die Arbeit
auflerordentlich. Es wire toricht, von der Nutzung moderner Rechentechnik abzuraten. Sie kann sehr
hilfreich sein und befreit von der Miihsal stumpfsinniger Routine. Aber sie ist und bleibt dienendes
Hilfsmittel im Prozef3 wissenschaftlichen Problemldsens. Der Nutzer muf3 mit Einsicht und Sachver-



stand entscheiden, ob bei einem gegebenen Datensatz die Anwendung eines bestimmten Priifverfah-
rens statthaft ist und welche inhaltliche bedeutsame Frage auf diese Weise beantwortet werden kann.
Ein solches eindringendes Verstidndnis setzt voraus, dafl man sich einige mathematische Grundbegritfe
und Kernaussagen der Wahrscheinlichkeitstheorie aneignet. Sie werden im 3. und 6. Kapitel behandelt,
soweit sie fiir statistische Methodik unentbehrlich sind. Der Leser, der beim ersten Zugriff diese Kapi-
tel {iberspringt, tut gut daran, sich ihnen spéter aufmerksam zuzuwenden. Andernfalls lduft er Gefahr,
in Praktizismus abzusinken und ernste Fehler zu begehen.

Ich halte das Buch von Finze und Partzsch fiir eine gut gelungene Einfiihrung, die den heutigen An-
spriichen geniigt und dem gegenwiértigen Entwicklungsstand der psychologischen Statistik entspricht.
Moge das Buch dankbare Leser finden und dazu beitragen, daf} die Studierenden humanwissenschaft-
licher Disziplinen ihre eventuell vorhandene Aversion iiberwinden und die Mathematik in angemesse-
ner Weise dafiir niitzen, methodisch kontrolliert Hypothesen zu priifen, Aussagen iiber gesetzméfige
Zusammenhinge zu sichern und UngewiBheit in Wissen zu verwandeln.

Leipzig, Dezember 1993 Giinter Clau3

VYorwort

Die Statistik kann bei der Auswertung empirischer Untersuchungen in der Psychologie, Medizin,
Pidagogik, Soziologie und in den angrenzenden Wissenschaften ein hilfreiches methodisches Instru-
mentarium sein. Das vorliegende Lehrbuch wendet sich in erster Linie an Leser, die die genannten Dis-
ziplinen studieren oder auf diesen Gebieten arbeiten, und verfolgt das Ziel, dem Leser in moglichst
verstiandlicher Form die entsprechenden Verfahren vorzustellen und ihn zu deren sachkundiger An-
wendung zu befdhigen. Es eignet sich auch zum Selbststudium, da die statistischen Verfahren mit
vollstindig durchgerechneten Zahlenbeispielen behandelt werden und es auf allgemeinen Schulkennt-
nissen im Fach Mathematik aufbaut.

Die Kapitel 3 und 6 wurden von L. Partzsch, die Kapitel 2 und 4 von F.-R. Finze und die Kapitel 1 und
5 gemeinsam erarbeitet. Die Autoren fiihlen sich fiir den gesamten Text verantwortlich.

Bei der Vorbereitung der 5. Auflage wurden neben der Beseitigung noch vorhandener Druckfehler und
Ungenauigkeiten ausfiihrlichere Losungen der Ubungsaufgaben sowie detaillierte Hinweise zum Zu-
gang auf das Computerprogramm SPSS eingearbeitet.

Mit dem Dank fiir entsprechend eingegangene Verbesserungsvorschldge verbinden wir auch weiterhin
unser Interesse an sachdienlicher Kritik.

Dresden, Juli 2004 Falk-Riidiger Finze, Lothar Partzsch

Verbesserungsvorschlége bitte an:

Verlag Harri Deutsch

Grifstr. 47

D-60486 Frankfurt am Main
E-mail: verlag@harri-deutsch.de
http://www.harri-deutsch.de/verlag/
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1 Einleitung

Fiir wissenschaftliche Untersuchungen in der Psychologie, Pddagogik, Soziologie, Medizin und weite-
ren artverwandten Disziplinen haben statistische Methoden in zunehmendem Maf3e an Bedeutung ge-
wonnen. Das Anliegen des vorliegenden Lehrbuches besteht darin, einerseits den Leser mit den Metho-
den der deskriptiven Statistik und darauf aufbauend mit einem angemessenen Fundus an statistischen
Verfahren vertraut zu machen und ihm andererseits die wahrscheinlichkeitstheoretischen Grundlagen,
die zum Verstindnis der Statistik erforderlich sind, zu vermitteln. Entsprechend dieser Zielstellung ist
das Buch aufgebaut.

Die Statistik findet man in den Kapiteln 2, 4 und 5. Wir beginnen in Kapitel 2 mit einer umfassenden
Darstellung der Methoden der deskriptiven Statistik, die in der Verwendung von tabellarischen Uber-
sichten, grafischen Darstellungen und geeigneten Kennziffern bestehen. Das Kapitel 4 ist das eigent-
liche Kernstiick dieses Buches und befalit sich mit den in der Psychologie, Pddagogik und den So-
zialwissenschaften gebrduchlichsten statistischen Testverfahren. Die Struktur dieses Kapitels ist nach
dem Charakter der vorhandenen Daten aufgebaut. Die einzelnen statistischen Verfahren werden da-
durch vorgestellt, da3 weniger die theoretischen Details ausgefiihrt werden, sondern vielmehr anhand
reprisentativer Anwendungssituationen die konkrete Testdurchfiihrung , rezeptihnlich® vorgestellt und
an einem konkreten Rechenbeispiel nachvollzogen wird. Um beim Ldsen einer statistischen Problem-
stellung die Suche nach einem geeigneten Testverfahren zu erleichtern, befinden sich am Ende jedes
groBeren Abschnittes tabellarische Ubersichten. In der heutigen Zeit gibt es eine Vielzahl von Com-
puterprogrammen zur Bearbeitung statistischer Problemstellungen. Die Autoren vertreten den Stand-
punkt, daB das Verstdndnis der Statistik wesentlich gefordert wird, wenn der Lernende an ausgewihlten,
typischen Beispielen die erforderlichen Rechenschritte wenigstens einmal ,,zu Ful3** ausgefiihrt hat.

In den Kapiteln 3 und 6 werden, ankniipfend an das Schulwissen, die notwendigen Grundlagen be-
handelt. In Kapitel 3 verfolgen wir das Ziel, die wichtigsten Begriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung
moglichst einfach und klar zu beschreiben und darauf aufbauend ein angemessenes Verstindnis fiir die-
ses Gebiet zu entwickeln. Im einzelnen handelt es sich hier im wesentlichen um das Grundmodell der
Wahrscheinlichkeitsrechnung und den Begriff der ZufallsgroBe. Kapitel 6 enthilt in zusammenfassen-
der Form Grundkenntnisse aus der Mengenlehre, iiber reelle Funktionen sowie aus der Kombinatorik,
und gibt eine elementare Einfiihrung in die Matrizenrechnung.

Die multivariate Statistik betrachtet in zunehmendem Mafle derart komplexe Fragestellungen, daf3
fiir den Anwender die Nutzung des Computers erforderlich wird. Aus diesem Grund wird im Ka-
pitel 5 anhand einfacher Beispiele versucht, eine erste Einfiihrung in die Korrelations- und Regres-
sionsanalyse, die Faktorenanalyse, die Clusteranalyse und die Varianzanalyse zu vermitteln. Damit
soll zum Verstidndnis von Losungen, die man durch die Benutzung von Computerprogrammen erhiilt,
beigetragen werden. Das abschliefende Kapitel 7 enthilt eine Zusammenstellung der notwendigen
Tabellen.

1.1 Grundanliegen der Statistik

Bei vielen wissenschaftlichen Untersuchungen, insbesondere unter anderem in der Psychologie,
Padagogik, Soziologie und Medizin, hat man es zum Teil mit groen Anzahlen von Daten zu tun,
aus denen man nicht mit Sicherheit auf Aussagen iiber vorhandene Beziehungen und Phinomene
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schlieen kann. Es handelt sich aber hdufig um wiederholbare Erfahrungen, so da man hoffen kann,
immer noch Allgemeingiiltiges, GesetzméaBiges in derartigen ,,Massenerscheinungen™ herauszufinden.
Wihrend man z.B. bei einem ,,gezinkten Wiirfel durch eine einzige Messung sein Gewicht mit
ausreichender Genauigkeit zweifelsfrei ermitteln kann, 146t sich aus 10 Wurfergebnissen nicht eindeu-
tig beurteilen, welche Wahrscheinlichkeiten den einzelnen Augenzahlen zugeordnet werden sollen.
Es gibt aus prinzipiellen oder pragmatischen Griinden zu viele unkontrollierbare Einfliisse, die eine
zuverldssige Aussage iiber die interessierende Eigenschaft nicht gestatten. Wir sprechen dann davon,
daB der ,,Zufall” seine Hand im Spiel hat, die Mefergebnisse streuen mehr oder weniger unvorherseh-
bar. Es entstehen gewisse Unschirfeeffekte und Grauzonen. Trotzdem ist man bestrebt, immer noch
Allgemeingiiltiges zu erkennen, eventuelle GesetzméBigkeiten zu entdecken, einen Kern in den vielen
Grauzonen streuender Werte zu finden. Man mochte gerne ,hinter die Kulissen™ schauen, dem Zufall
,»auf die Finger sehen, um mehr Sicherheit in der Unsicherheit zu erzielen. Die Statistik liefert hierzu
ein geeignetes methodisches Instrumentarium. Sie gibt Hilfen zur Entscheidung bei der Auswertung
empirischer Daten.

Wir unterscheiden zwischen der beschreibenden (oder auch deskriptiven) und schlieBenden Statistik.
Das Anliegen der deskriptiven Statistik besteht darin, interessierende Daten von grof3en Anzahlen von
Objekten, Personen usw., die man in diesem Zusammenhang auch Grundgesamtheit nennt, anschau-
lich, tibersichtlich und versténdlich darzustellen. Dies erfolgt in Listen und Tabellen, in Grafiken oder
mit Hilfe von typischen Maf3zahlen wie z. B. Mittelwerten und Streuungen. Dabei ist man bestrebt,
auf moglichst umfassenden Erhebungen aufzubauen, wie es beispielsweise bei der Erfassung von Ein-
wohnerzahlen in statistischen Jahrbiichern der Fall ist. Mit Hilfe der Methoden der deskriptiven Stati-
stik soll eine Datenvoranalyse gefordert werden. Auf Grund deren unmittelbarer Verstdndlichkeit stel-
len wir die deskriptive Statistik an den Anfang (vgl. Kapitel 2).

Bei der schlieBenden Statistik wird im Unterschied dazu auf der Grundlage von Informationen aus ei-
ner Teilmenge (auch Stichprobe genannt) der Grundgesamtheit auf Aussagen iiber die Grundgesamt-
heit geschlossen. Es werden also Aussagen iiber den empirischen Beobachtungsbereich hinaus getrof-
fen. Genauer heif3t dies, man stellt ein theoretisches Modell auf und vergleicht es mit den empirischen
Informationen. Mit diesem theoretischen Modell versucht man, das Allgemeingiiltige des Zufallsge-
schehens dadurch zu reprisentieren, dal man bestimmte Wahrscheinlichkeitsverteilungen des Auftre-
tens der Beobachtungswerte postuliert. Dieser Vergleich erfolgt auf zwei Wegen. Zum einen gibt es
die Moglichkeit, die postulierte Wahrscheinlichkeitsverteilung oder auch nur interessierende Parameter
ndherungsweise zu bestimmen. Entsprechende Verfahren werden in der Schitzstatistik entwickelt. Zum
anderen stellt man Hypothesen iiber die Modellverteilung auf und iiberpriift diese auf der Grundlage
der empirischen Daten der Stichprobe. Dieses grofle Teilgebiet nennt man Inferenzstatistik (oder auch
Teststatistik). So konnte man z. B. die Behauptung priifen, ob die Leistung nach einem Trainingskurs
besser ist als vorher. Es sei aber explizit darauf verwiesen, daf3 die Richtigkeit von Aussagen wegen der
unvollstindigen Informationen — es wurde ja nur eine Teilmenge untersucht — nicht mit absoluter Si-
cherheit, sondern nur mit einer bestimmten Wahrscheinlichkeit garantiert werden kann. Uberdies sollte
man beim Durchfiihren von statistischen Tests die zu iiberpriifende Hypothese nicht erst in Abhéngig-
keit vom vorliegenden Datenmaterial formulieren. Ausgehend von den typischen Erfordernissen der
Psychologie, Soziologie und Pdadagogik werden wir uns in diesem Lehrbuch vorwiegend mit der Infe-
renzstatistik (vgl. Kapitel 4) beschiftigen. Deren Ergebnis besteht in der Beurteilung empirischer Da-
ten.

Eine weitere Differenzierung der schlieBenden Statistik ist durch den Grad der Komplexitit gegeben.
Wir unterscheiden in diesem Zusammenhang zwischen uni- und multivariater Statistik. Zu letzterer
zdhlt man auch Analysen komplexerer Systeme, die dann im Sinne von sogenannten Datenvoranaly-
sen der explorativen Statistik durchgefiihrt werden. Kapitel 5 enthilt einige Ausfiihrungen iiber dieses
gro3e Gebiet der Statistik.
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1.2 Die Relativitit statistischer Aussagen

Statistische Aussagen vermitteln, und das wird leider viel zu oft vergessen, immer nur Erkenntnisse
iiber zufallsabhéngige Massenerscheinungen und miissen gerade deshalb im Einzelfall nicht zwingend
zutreffen. Die Aussage gilt nur fiir den Bereich insgesamt, iiber den sie gemacht wird — sie ist eine Glo-
balaussage. Stellen wir uns die Situation vor, da$} in einem groflen Unternehmen der Industrie von allen
Mitarbeitern die tatsdchliche wochentliche Arbeitszeit bestimmt wurde, und es ergaben sich im Mittel
40 Stunden. Dann gilt die statistische Aussage: ,.Der Mittelwert der wochentlichen Arbeitszeit liegt in
diesem Unternehmen bei 40 Stunden.“ nur dann, wenn man vom gesamten Unternehmen spricht. Es
ist leicht einsichtig, daB sie bei den einzelnen Arbeitern, Angestellten, Managern usw. verschieden sein
kann. Hier variiert sie vielleicht zwischen 38 und 60 Stunden. Es wire also falsch, aus der statistischen
Aussage auf den Einzelfall zu schliefen.

Deshalb unterscheiden wir zwischen statistischen und kasuistischen Aussagen, d. h., Aussagen iiber
die Grundgesamtheit und Aussagen iiber den Einzelfall. Eine kasuistische Aussage konnte dann z. B.
lauten: ,,.Der Betriebsklempner hat eine wochentliche Arbeitszeit von 42 Stunden.” Sie kann demnach
nur eine Information dariiber liefern, daf} ein bestimmtes Element (Person) einer bestimmten Grundge-
samtheit (Unternehmensmitarbeiter) ein bestimmtes Merkmal (wochentliche Arbeitszeit) in einer be-
stimmten Auspriagung (42 Stunden) aufweist. Es besteht die Moglichkeit, aus einer Vielzahl kasuisti-
scher Aussagen eine statistische Aussage abzuleiten.

Hervorhebenswert ist an dieser Stelle, dal der Unterschied zwischen einer kasuistischen und einer sta-
tistischen Aussage immer nur relativ ist. Erheben wir z. B. die wochentliche Arbeitszeit jedes Mitar-
beiters und bilden davon pro Abteilung Mittelwerte, dann sind die Aussagen zur Abteilungsarbeitszeit
statistische Aussagen. Erheben wir nun aber nur die Arbeitszeit pro Abteilung und bilden daraus die
mittlere Unternehmensarbeitszeit, dann sind die Aussagen zur Abteilungsarbeitszeit kasuistische Aus-
sagen. Ein und dieselbe Aussage kann demnach einmal eine kasuistische und einmal eine statistische
Aussage sein. Die Entscheidung dariiber, welche Art einer Aussage vorliegt, hdngt also immer vom
einzelnen Betrachter und von den Randbedingungen der Untersuchung und Interpretation ab.

1.3 Zur Anwendung der Statistik in der Psychologie

Die Psychologie ist eine Wissenschaft, die sich mit dem Menschen, seinen Fihigkeiten und Fertig-
keiten, seinen Motiven und Zielen, seinen Emotionen und Gefiihlen, aber auch mit seinen psychi-
schen Storungen und Beeintrichtigungen auseinandersetzt. Entsprechend breit sind die Methoden wis-
senschaftlicher Analyse und Synthese geféachert. Die Statistik ist eine Moglichkeit, Ergebnisse gegen
zufillige Einfliisse und Schwankungen zu sichern, systematische Unterschiede aufzudecken und im
Rahmen ihrer Grundannahmen zu verifizieren oder zu falsifizieren. Um die Statistik aber sowohl im
Einzelfall als auch insgesamt sinnvoll einsetzen zu konnen, miissen die Daten, die statistisch weiter
verarbeitet werden sollen, einige Bedingungen erfiillen, auf die wir nachfolgend néher eingehen wol-
len.

1.31 Forderungen an empirische Daten

Die Statistik, d. h., die in ihr genutzten mathematischen Modelle, benotigt im weitesten Sinne quan-
tifizierbare Daten. Es besteht die Notwendigkeit, daf3 sich die empirischen Daten und Beobachtungen
numerisch, d. h. durch Zahlen, kennzeichnen lassen. Haufig treffen wir aber, speziell im Einzelfall (z. B.
der Personlichkeitspsychologie), auf ausschlieBlich qualitative Angaben. In solchen Situationen, wie
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etwa beispielsweise bei einem qualitativen Merkmal wie ,,soziale Herkunft”, benttigen wir wenigstens
als quantifizierbare Daten die beobachteten Haufigkeiten der einzelnen ,,Stufen des Merkmals.

Eine weitere, notwendige Voraussetzung besteht in einer exakten Definition dessen, was gemessen wer-
den soll. In den sogenannten ,,exakten Wissenschaften™ wie Physik oder Chemie ist das sicher leichter
als in den Human- und Sozialwissenschaften. Betrachten wir als Beispiel das Merkmal ,,soziale Her-
kunft“. Hier sind verschiedene Kategoriensysteme wie etwa Arbeiter, Angestellter, Bauer, Angehoriger
der Intelligenz, Unternehmer usw. vorstellbar. Will man aber beispielsweise wissenschaftliche Aussa-
gen aus dem Vergleich verschiedener Untersuchungen ableiten, dann hat das nur einen Sinn, wenn die
Inhalte der untersuchten Kategorien vergleichbar, also genau definiert sind. Welche Berufe zéhlen wir
nun zum Beispiel zur Kategorie ,,Arbeiter**? Der Anwender der Statistik sollte also auch Definitionen
hinterfragen.

SchlieBlich sollen die empirischen Daten durch geeignete Mefverfahren erhoben worden sein. Diese
Forderung ist nicht neu und wohl in allen Wissenschaften gleich. Dennoch kénnen wir nicht a prio-
ri davon ausgehen, daf} sie immer Beriicksichtigung findet. Miflit man beispielsweise bei einem Weit-
sprungwettbewerb die erreichten Weiten mit Hilfe eines MaBbandes aus Gummi, dann wiirde man of-
fensichtlich an der Seriositét der Ergebnisse zweifeln. Aus diesem Grunde sollten wir, die Anwender,
stets darauf achten, da} wenigstens nachfolgende 3 Forderungen an die verwendeten Melverfahren
erfiillt sind:
1. Das Kriterium der Objektivitit:
Damit ist gemeint, dafl das jeweilige MeBverfahren unabhingig vom Anwender sein soll. Auch
wenn ein anderer Versuchsleiter oder Befrager die Analyse durchfiihrt, sollte dies ohne Einfluf} blei-
ben. Der interessierte Leser findet in der psychologischen Fachliteratur dazu viele Hinweise unter
dem Schlagwort ,,Versuchsleiterfehler*.
2. Das Kriterium Reliabilitit (auch Zuverladssigkeit):
Hierbei geht es darum, dafl das MeBverfahren reproduzierbar, d. h. wiederholbar sein muB. Jetzt wird
der eine oder andere Leser einwenden, da} z. B. gerade sogenannte projektive Tests in der Psycho-
logie diesem Anspruch nicht uneingeschrinkt geniigen. Das stimmt — aber der qualitative Einzelfall
kann ohnehin nicht statistisch ausgewertet werden.
3. Das Kriterium Validitit (auch Giiltigkeit):
Die eingesetzten Mef3verfahren miissen wirklich das messen, was sie messen sollen und vorgeben
zu messen. Es ist eben beispielsweise unsinnig, mit Hilfe der Losung eines Kreuzwortritsels die
Intelligenz eines Probanden messen zu wollen. Auch wenn dieses Beispiel sicher etwas drastisch
ist, so verdeutlicht es doch das mitunter zu unkritische Umgehen mit dem Problem der Validitt.

Bemerkung: Die Anwendung statistischer Verfahren setzt voraus, dal3 diese Forderungen erfiillt sind
— wobei unterstellt wird, dal3 es ein wissenschaftstheoretisch weitestgehend ungeklirtes
Validitits-Reliabilitits-Dilemma gibt.

1.3.2 Vorteile und Grenzen beim Einsatz der Statistik

Wie bereits im Abschnitt 1.2 festgestellt wurde, stellt die Statistik ein methodisches Instrumentarium
zur wissenschaftlichen Analyse empirischer Daten bereit. Wir wollen in diesem Abschnitt zusammen-
fassend sowohl einige wesentliche Vorteile fiir ihren Einsatz benennen als auch auf Einschrankungen
kritisch aufmerksam machen.
1. Vorteile:
e Die deskriptive Statistik bietet uns die Moglichkeit der Prézision, d. h. der genauen Beschreibung
der Beobachtungen und deren Zusammenfassung. Damit konnen wir uniiberschaubare Mengen
detaillierter Daten anschaulich darstellen und weiterverarbeiten.
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Durch den Einsatz der schlieBenden Statistik konnen wir die auf der Grundlage von Stichproben
gewonnenen Aussagen auf die gesamte zugehorige Grundgesamtheit verallgemeinern.

Wir sind auf Grund der verwendeten mathematischen Modelle in der Lage, selbst Aussagen zur
Genauigkeit und zur Sicherheit der festgestellten Schlufifolgerungen zu treffen.

o Es besteht die Moglichkeit, Aussagen sowohl theoretisch als auch empirisch zu iiberpriifen.
o SchlieBlich kdnnen wir durch den Gebrauch mathematischer Methoden auf der Grundlage der

empirisch gewonnenen Daten weitere Modellrechnungen durchfiihren, d. h., wir konnen ohne
okonomische, soziale oder andere Konsequenzen weitere Fallbeispiele exemplarisch durchspie-
len.

. Kritisch zu beachten sind:

Wie immer man die Statistik auch einsetzt, sie liefert niemals Aussagen zur inhaltlichen Bedeut-
samkeit der durchgefiihrten Untersuchung. Die Verantwortung dafiir liegt ausschlieBlich beim
Anwender.

Die Statistik liefert fiir den Untersuchungsansatz und die -durchfiihrung keine Kriterien dariiber,
welche Beobachtungsgrofien zu verwenden sind. Also selbst wenn das Kreuzwortritsel zur
-Messung der Intelligenz mibraucht wird, kann die Statistik darauf keinen Einflu} nehmen.
Auch die Frage, welches MeBverfahren im Einzelfall zu verwenden ist, kann mit den Mitteln der
Statistik nicht beantwortet werden.

Die Statistik kann eine inhaltliche Interpretation nicht leisten. Beispielsweise werden zwar Zu-
sammenhénge und Abhédngigkeiten mathematisch ermittelt, aber die Einschitzung ihrer Bedeu-
tung, etwa die Unterscheidung zwischen Ursache und Wirkung, obliegt dem Benutzer.

Jede Anwendung von statistischen Verfahren ist abhingig von bestimmten Voraussetzungen. Fiir
deren Beachtung ist der Anwender verantwortlich, d.h., wenn man bei vorliegendem empiri-
schen Datenmaterial den falschen Parameter berechnet oder den falschen Test einsetzt, dann kann
sich die Statistik nicht dagegen ,,wehren®.
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In Kapitel 2 hatten wir bereits anhand einer Reihe von Beispielen Methoden und Verfahren zur Aus-
wertung von Versuchsergebnissen kennengelernt. Man verfolgt dabei das Ziel, einerseits einen besseren
Uberblick iiber das Datenmaterial zu erhalten und andererseits moglicherweise zugrundliegende allge-
meine GesetzméiBigkeiten zu erkennen und zu studieren. Es handelt sich hier grotenteils um Situatio-
nen, in denen das Versuchsgeschehen aufgrund der Wirkung des Zufalls wesentlich beeinflufit wird.
Wihrend man zum Beispiel mit hinreichender Genauigkeit unter Verwendung der Gesetze der klas-
sischen Mechanik eine Aufprallgeschwindigkeit beim freien Fall aus gegebener Hohe im voraus be-
rechnen kann, ist es kaum vorstellbar, strenggenommen sogar prinzipiell unmoglich, durch Berechnung
das Ergebnis der nichsten Ziehung im Lottospiel vorauszusagen. Hier hat der Zufall einen zu grof3en
EinfluB3. Trotzdem ist es auch dort noch moglich, in anderer Weise allgemeingiiltige GesetzméBigkeiten
der Wirkung des Zufalls zu erkennen und zu beschreiben. Die Wahrscheinlichkeitsrechnung beschéftigt
sich genau mit dieser Aufgabe, wobei man aber prinzipiell beachten muf3, dafl dies durch Modellbil-
dung erfolgt, und die Interpretation und das Anpassen an eine konkret zu untersuchende Situation wei-
tere Uberlegungen erfordern. Man setzt nun im Modell voraus, da das Auftreten der einzelnen mogli-
chen Versuchsergebnisse in einer betrachteten Situation durch zwischen 0 und 1 gelegene Zahlen, sog.
Wahrscheinlichkeiten, bewertet wird und stellt sich methodisch auf den Standpunkt, daf3 diese Zahlen
als Grundinformation bekannt und gegeben sind (sog. axiomatische Methode). Diese Wahrscheinlich-
keiten sollen die Chance, den Grad der Bestimmtheit des Auftretens der einzelnen Versuchsergebnisse
charakterisieren.

Dabei sind einige Aspekte bei der Interpretation bedenkenswert.

Da ist zum ersten der ,logisch-plausible Aspekt*: In speziellen Situationen, z. B. hdufig bei Gliicks-
spielen, ist man aufgrund von Symmetrievorstellungen geneigt, jedem Versuchsergebnis die gleiche
Wahrscheinlichkeit zuzusprechen. So wiirde man z. B. bei einem Wurf mit einem idealen Wiirfel jeder

1
Augenzahl die Chance — geben. Oder man hielte es fiir vollig plausibel, wenn z. B. in einem Leistungs-

test von Fragen mit Alternativantworten, wobei jeweils genau eine der beiden Antworten richtig ist, fiir
eine Versuchsperson, die vollig ahnungslos ist und willkiirlich rit, bei jeder Frage mit 50 %iger Chance
die richtige Antwort getroffen wird.

Ein zweiter, und fiir uns wesentlicher Aspekt ist der ,,Aspekt der Massenerscheinung“. Wir stellen uns
auf den Standpunkt, dafl die GesetzmifBigkeiten des Zufalls bei wachsender Anzahl von Wiederholun-
gen des Versuchs unter Einhaltung konstanter duferer Versuchsbedingungen erkennbar werden und die
Wahrscheinlichkeiten ,theoretische Idealwerte™ fiir die relativen Héufigkeiten des Auftretens der ein-
zelnen Versuchsergebnisse sind. So konnte man sich z. B. vorstellen, daB bei einem gezinkten Wiirfel
sich in langen Versuchsserien die relativen Héufigkeiten fiir das Auftreten einer ,,6* auf einen bestimm-
ten festen Wert, z. B. 0,18, einpegeln. Man akzeptiert hier also die Tatsache, daf} auch der gezinkte
Wiirfel im Haufigkeitsverhalten des Auftretens der einzelnen Augenzahlen bei grof3en Versuchsserien
bestimmte GesetzméaBigkeiten aufweist. Man kann diese ,,statistischen Wahrscheinlichkeiten nun als
empirisch gewonnene Erfahrungswerte fiir das Wiirfeln mit dem gegebenen gezinkten Wiirfel auffas-
sen. Dieser empirische Aspekt interpretiert also Wahrscheinlichkeiten als Grenzwerte relativer Haufig-
keiten, er ist fiir die weiteren Betrachtungen eine wesentliche Grundlage.

Ein dritter Aspekt ist der subjektive Aspekt. Hier wird die Wahrscheinlichkeit als Maf3zahl fiir das
subjektive ,,Fiirwahrhalten” des Eintretens des betrachteten Versuchsergebnisses durch den Anwen-
der aufgefaflt. Nimmt man als Beispiele die Reaktion auf Reize bei Versuchspersonen (z. B. Sensibi-
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litatspriifungen) oder die Einschitzung der Wirksamkeit eines Medikamentes, so stellt man auch hier
fest, daB3 bei der subjektiven Bewertung empirische Erfahrungen und auch ,,innere Gesetzmafigkeiten®
einen wesentlichen Einfluf} haben konnen.

Aufgrund dieser verschiedenen Interpretationen ist bei Anwendungen in konkreten Situationen kriti-
scher Sachverstand vonnoten.

Wir wollen uns hier vorrangig mit einem theoretischen Modell zur Beschreibung von Zufallserschei-
nungen befassen und in diesem Modell versuchen zu verstehen, wie man mit Wahrscheinlichkeiten
umgeht und rechnet. Dieses Modell ist relativ iibersichtlich und einfach und aus diesem Grunde wohl
auch die Basis fiir eine Reihe angewandter Disziplinen, wie z. B. fiir die Statistik, die Informationstheo-
rie, die Biometrie, die statistische Qualitdtskontrolle, statistische Versuchsplanung, Bedienungstheorie,
Zuverldssigkeitstheorie, Monte-Carlo-Simulation, u. a. Man setzt also voraus, daf} im Grundmodell die
Wahrscheinlichkeiten fiir die einzelnen Versuchsausgéinge bekannt sind, und bestimmt dann auf dieser
Basis kompliziertere Wahrscheinlichkeiten, die von praktischem Interesse sind. Als symptomatisches
Beispiel moge hier noch einmal der bereits weiter oben zitierte Leistungstest mit 10 angenommenen
Alternativfragen dienen. Wir halten es fiir vollig einleuchtend, daB bei ,,willkiirlichem Ausfiillen des
Fragebogens je Frage die Chance 50 % besteht, die richtige Antwort zu treffen. Wir konnen aber nicht
intuitiv unmittelbar erraten, wie grofl die Wahrscheinlichkeit dafiir ist, daf3 ein auf diese Weise aus-

gefiillter Fragebogen z. B. genau 3 richtige Antworten enthilt. Eine kombinatorische Rechnung ergibt

10
den Wert <3 ) 10,50 = 11,7 %.

3.1 Das wahrscheinlichkeitstheoretische Grundmodell

3.1.1 Stichprobenraum, zufillige Ereignisse

Es gibt verstindlicherweise viele, zum Teil recht unterschiedliche Situationen, in denen aufgrund der
Wirkung des Zufalls nichtvorhersagbare Beobachtungen und Ereignisse auftreten. Wir wollen in die-
sem Abschnitt damit beginnen, erforderliche Bestimmungsstiicke fiir den Aufbau eines Modells zur Be-
schreibung von Zufallserscheinungen zu prizisieren. Es ist ein Charakteristikum theoretischer Betrach-
tungen, da} man in der zu untersuchenden Situation das Spektrum der prinzipiell denkbaren Beob-
achtungsergebnisse beachtet. Die praktische Versuchsdurchfiihrung, konkrete Beobachtung und Aus-
wertung ist das eine, das theoretische Bedenken und Einschitzen aller moglichen Eventualititen das
andere. Als Synonym fiir die zu untersuchende, vom Zufall beeinfluite Situation gebrauchen wir den
Begriff zufilliger Versuch. Wir fordern dabei zunichst nur, daB die Menge " der prinzipiell moglichen
konkreten Beobachtungsergebnisse von vornherein angegeben werden kann.

Die Menge der moglichen Versuchsergebnisse heife Merkmalsraum oder auch Stichprobenraum
bzw. Ereignisraum und werde mit £2 bezeichnet. Die Elemente @ von £2 nennen wir elementare
Versuchsergebnisse.

Jede Beobachtung bzw. Versuchsdurchfiihrung liefert dann ein elementares Versuchsergebnis. Es ist
aber aufgrund der Wirkung des Zufalls nicht moglich, vor der Versuchsdurchfiihrung vorherzusagen,
welches der moglichen o tatséchlich beobachtet werden wird. Man kann die Versuchsdurchfiihrung

1 Eine zusammenfassende Darstellung der wichtigsten Grundbegriffe der Mengenlehre findet man im Kapitel 6 (Abschnitt
6.1).
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als zufillige Entnahme eines Beobachtungswertes @ aus der Menge £2 aller in Frage kommenden Ver-
suchsergebnisse interpretieren.

Beispiel 3.1/1: Werfen einer Miinze; hier gibt es 2 mogliche Versuchsausginge, die wir mit Z fiir
,»Zahl oben“ und W fiir ,,Wappen oben" bezeichnen wollen. Also ist 2 = {Z,W}.

Beispiel 3.1/2:  Werfen eines Wiirfels; wir erhalten offensichtlich 2 = {1,2,3,4,5,6}.

Beispiel 3.1/3: Werfen von 3 verschiedenen Miinzen; hier gibt es pro Miinze 2 Moglichkeiten, also
insgesamt 2 - 2 - 2 = 8 Versuchsegebnisse @, die wir z. B. wie folgt bezeichnen konnten: o = (Z,W,Z)
heiflit dann, daf3 die 1. und 3. Miinze ,,Zahl oben* zeigt und die 2. Miinze ,,Wappen oben“. Wir erhalten
Q ={(2.22),Z2ZW),ZW.2),(W,22), ZWW), WZW),(WW.Z), WWW)}.

Beispiel 3.1/4: Werfen zweier (verschiedenfarbiger) Wiirfel; analog zu Bsp. 3.1/3 erhalten wir
Q ={1,1),1,2),...,(1,6),(2,1), ...,(2,6),...,(6,6)}. Es gibt hier 6 - 6 = 36 mogliche Versuchs-
ergebnisse o.

Beispiel 3.1/5: Durchfiihrung eines Intelligenztests; das Spektrum der moglichen Punktsumme be-
wege sich von 50 bis 150, also hat man 2 = {50,51,52,...,150}.

Beispiel 3.1/6: Ausfiillen eines Fragebogens durch eine Versuchsperson. Wir nehmen der Einfach-
heit halber an, dal es sich um 5 Fragen zu je 3 Antworten a, b, ¢ handelt. Es gibt somit insgesamt
3.3.3-3 -3 =243 verschiedene Versuchsergebnisse:

a b ¢ a b ¢ a b c a b c a b c
1. | x 1. | x 1. | x 1 1. X
2. | X 2. | X 2. | X 2 2. X
3. x 3. x 3. x 3 X 3. X
4. | X 4. | X 4. X 4 4. X
5.1 X% 5. X 5. % 5 5. X

Die Grundmenge (2 besteht hier aus allen Antwortkonstellationen @ = (x;, x,, X3, X4, X5), wobei jedes
x; die Werte a,b,c annehmen kann.

Beispiel 3.1/7:  Zufillige Auswahl einer Versuchsperson, die einen Punkt auf einer Rating-Skale mar-
kieren soll. Solche Skalen haben gewdhnlich eine Linge von 7 cm bis 10 cm. Wir verwenden eine
10 cm-Rating-Skale und erhalten dann den Stichprobenraum £2 aller reellen Zahlen x zwischen 0 und
10: Q = {x: 0 < x < 10}.

Beispiel 3.1/8: Auswahl einer Versuchsperson und die Messung von deren Korpergrofie und Ge-
wicht. Hier besteht €2 aus allen MeBwertpaaren @ = (x,y) reeller positiver Zahlen x,y: 2 = {(x,y):
x>0,y > 0}.

In vielen Situationen ist es moglich, den zufélligen Versuch real oder wenigstens gedanklich beliebig oft
unter Einhaltung der Versuchsbedingungen zu wiederholen. Wir werden diese Eigenschaft nicht streng
einfordern, orientieren uns aber im weiteren Modellaufbau an der Vorstellung der Wiederholbarkeit
zufdlliger Versuche. Der nidchste Grundbegriff ist der Begriff des zufilligen Ereignisses.

Ein zufilliges Ereignis ist eine Teilmenge des Stichprobenraumes £2. Wir verwenden dementspre-
chend fiir zuféllige Ereignisse die gleichen Bezeichnungen wie fiir Mengen, also A, B, ... Wir sagen,
das zufillige Ereignis A tritt ein, wenn das Versuchsergebnis in A liegt.
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Aufgrund der Wirkung des Zufalls ist es vor der Versuchsdurchfiihrung nicht méglich vorherzusagen,
ob ein interessierendes zufilliges Ereignis A eintreten wird oder nicht. Wir betrachten einige Beispiele
und kniipfen an die oben erwihnten an:

Zu Beispiel 3.1/2: Das zufillige Ereignis A = {2,4, 6} bedeutet, daB beim Wiirfeln mit einem Wiirfel
eine gerade Zahl gewiirfelt wird.

Zu Beispiel 3.1/3: A = {(Z,W.W),(W,Z,W),(W,W,Z)} heiBt, daB bei dem Miinzwurf mit 3 Miinzen
genau 1mal eine Zahl vorkommt.

Zu Beispiel 3.1/4: Das Ereignis A, bei einem Wurf mit 2 Wiirfeln die Wiirfelsumme 5 zu erhalten,
konnen wir wie folgt angeben: A = {(1,4), (2,3),(3,2), (4,1)}.

Zu Beispiel 3.1/5: A = {50,51,52,...,90} bedeutet, da die Versuchsperson beim Intelligenztest
nicht mehr als 90 Punkte erreicht, wihrend z. B. B = {92} heifit, daf sie genau auf 92 Punkte kommt.

Zu Beispiel 3.1/6: A = {(x|,x2,x3,x4,%s5) mit x; = a oder c, aber nie b fiir allei} ist das zufillige
Ereignis: Die Antwort b wurde kein einziges Mal angekreuzt. Es gibt 2-2 -2 -2 -2 = 32 verschiedene
solche Moglichkeiten, d. h. A enthilt 32 Elemente. Wird also z. B. der Fragebogen o = (a,a,c,a,c)
erhalten, so ist A eingetreten.

Zu Beispiel 3.1/8: A = {(x,y): x > 1,70, y < 68,5} bedeutet, daB die ausgewihlte Versuchsperson
mindestens 1,70 m groB ist und dabei hochstens 68,5 kg wiegt. Auch hier erkennen wir wieder, daf3
aufgrund der zufélligen Auswahl der Versuchsperson das Ereignis eintreten kann oder nicht.

Zufillige Ereignisse sind also Teilmengen des Merkmalsraumes £2. Extreme Teilmengen sind die leere
Menge 0 und die ganze Menge (2. Die leere Menge 0 heif3it in diesem Zusammenhang ein unmaogli-
ches Ereignis. Dieses tritt nie ein, da es kein Element enthélt. Auf der entgegengetzten Seite heif3it die
ganze Menge (2 ein sicheres Ereignis. Es tritt stets bei jedem Versuch ein, da ein beliebiges mogliches
Versuchsergebnis zu £2 gehort.

Ist der Merkmalsraum £2 endlich oder hat er hochstens abzéhlbar unendlich viele Elemente, so ist jede Teilmenge
A von £ ein zufdlliges Ereignis. Enthilt £2 noch mehr Elemente, d. h. ist £2 iiberabzéhlbar, dann muf3 man aus
mathematisch-theoretischen Griinden etwas vorsichtiger sein und kann nur gewisse Teilmengen A von £2 als
zufillige Ereignisse zulassen (man vgl. auch die Bemerkungen am Ende dieses Abschnittes).

Aus den bisherigen Ausfiihrungen erkennen wir, dafl beim Aufbau des Modells der Wahrscheinlich-
keitsrechnung die Mengenlehre (vgl. auch Abschnitt 6.1) benutzt wird. Man hat hier nur eine andere
Sprechweise zu beriicksichtigen: Wir sagen nicht, das Element @, d. h. das Versuchsergenis o, liegt in
der Menge A, sondern wir sagen stattdessen, das Ereignis A tritt ein.

Versuchsergebnis liegt in A

Merkmalsraum
Y

Das zufillige Ereignis A tritt ein: Versuchsergebnis liegt in A

Man tiibertriagt nun die Operationen zwischen Mengen auf diesen Sachverhalt. Wir betrachten zwei Er-
eignisse A,B und bilden aus ihnen durch Mengenoperationen neue Ereignisse:
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Bezeichnung  Sprechweise Interpretation Symbolische Darstellung
ANB Aund B A und B treten gleich-
zeitig ein. @
A B
AUB A oder B Es tritt A oder B ein. %
A B
A\B A minus B Es tritt A, aber nicht B
A B
A=Q\A nicht A Es tritt das Gegenteil
von A ein.
AAB A Diskrepanz B Es tritt entweder A
oder B ein, aber nicht
beide zugleich.
A B

Wir betrachten ein Beispiel und verwenden dabei auch gleich eine tabellarische Darstellung. Wir neh-
men Beispiel 3.1/4 und betrachten die folgenden beiden Ereignisse:

A: Die Augenzahlen beider Wiirfel sind gleich, d. h., es wird ein Pasch gewiirfelt.

B: Die Augensumme betrigt 6.

Operation | Interpretation Angabe der zugehorigen Anzahl
zwischen Versuchsergebnisse

Aund B

ANB Man erhilt Pasch 3.,3) 1

und gleichzeitig
Augensumme 6

AUB Pasch oder (1,1), (2,2), (3,3), (4,4), (5,5), 10
Augensumme 6 (6,6), (1,5), (2,4), (4,2), (5,1)

A\B Pasch, aber nicht (1,1), (2,2), (4,4), (5,5), (6,6) 5
Augensumme 6

A kein Pasch 30 Versuchsergebnisse

AAB Entweder Pasch oder (1,1), (2,2), (4,4), (5,5), (6,6), 9
Augensumme 6 (1,5), (2,4), (4,2), (5,1)

Fiir das weitere benotigen wir die folgenden beiden Begriffe:
e Man sagt, die zufilligen Ereignisse A und B sind unvereinbar, wenn A N B = 0 gilt. Die Mengen
A und B liegen in diesem Fall also ,,auseinander:
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Qd] T

Unvereinbare Ereignisse konnen prinzipiell nie zugleich eintreten, weil sie sich ,,widersprechen’.
So ist z. B. beim Wiirfeln mit 2 Wiirfeln das Ereignis A: ,)Die Augensumme ist ungerade. mit dem
Ereignis B: ,,Die Augenzahlen beider Wiirfel sind gerade.” unvereinbar.

e Man sagt, die Ereignisse A1, A,, ...,A, bilden ein vollstindiges System von zufilligen Ereignis-
sen, wenn durch sie eine Zerlegung der Grundmenge £2 gegeben ist, d. h., wenn sie zusammengelegt
ganz 2 ergeben und sich dabei nicht iiberschneiden. Formal heifit das: 2 = A; UA, U...UA,; je
zwei der Ereignisse A; sind unvereinbar:

Ein vollstidndiges System von Ereignissen erhilt man z. B. immer bei einer ,,Fallunterscheidung” der
moglichen Versuchsergebnisse. So bilden z. B. beim Wiirfeln mit 2 verschiedenfarbigen Wiirfeln die
folgenden 4 Ereignisse ein vollstindiges System:

A;: ,Beide Augenzahlen sind gerade.

A,: ,,Beide Augenzahlen sind ungerade.”

Az ,,Augenzahl von Wiirfel 1 ist gerade und Augenzahl von Wiirfel 2 ist ungerade.*

A4t ,,Augenzahl von Wiirfel 1 ist ungerade und Augenzahl von Wiirfel 2 ist gerade.*

Beim Aufbau eines theoretischen Modells fiir einen zufélligen Versuch hat man also zuerst die Grund-
menge £2 der in Frage kommenden elementaren Versuchsausginge anzugeben. Als nichstes werden
zufillige Ereignisse betrachtet, sie sind Teilmengen der Grundmenge £2. Man faft nun auch die zufilli-
gen Ereignisse wieder zu einer Menge zusammen und nennt diese Menge das zugehorige Ereignisfeld.
Wir wollen es standardméBig mit 2 bezeichnen. Ist der Grundraum £2 endlich oder abzihlbar unend-
lich Y, so enthilt das zugehorige Ereignisfeld 2/ alle Teilmengen von £2; 2l ist also die Potenzmenge
von (2 (vgl. Abschnitt 6.1). Enthélt £2 mehr als abzédhlbar unendlich viele Versuchsausginge, wie z. B.
bei ,,stetigen Messungen, dann mufl man etwas vorsichtiger vorgehen: Man betrachtet zunichst ein
dem Problem angepafites System interessierender Teilmengen A und nimmt dann noch die Ereignis-
se hinzu, die man aus ihnen durch (u. U. auch unendlich hiufiges) Anwenden der Mengenoperationen
N, U\, "~ erhalten kann. Die so theoretisch gebildete Kollektion von Teilmengen von (2 ist dann das
zugehorige Ereignisfeld 2. Betrachten wir z. B. eine zufillig ausgewéhlte Gliihlampe und messen ihre
Brenndauer beliebig genau, so ist jede reelle Zahl x > 0 als Versuchsergebnis moglich. Wir erhalten
als Grundraum £2 das Intervall [0,00), also eine iiberabzihlbar?unendliche Menge. Nun kénnten uns
z.B. alle Ereignisse der Form A = {x: x > a} interessieren, d. h., die Brenndauer betriigt mindestens
a, wobei a > 0 beliebig gewihlt wird. Man nimmt nun zu all diesen Ereignissen A noch die durch —
auch mehrfaches — Anwenden der Mengenoperationen N, U, \,  entstehenden Teilmengen von £2 hin-
zu. Es sei bemerkt, daf} das so entstehende System von Teilmengen, das wir zugehoriges Ereignisfeld
2 nennen, nicht sdmtliche Teilmengen von (2 enthilt. In jedem Fall ist aber ein Ereignisfeld 2 eine
Kollektion von Teilmengen von £2, in der die Anwendung der Mengenoperationen (hochstens abzihl-
bar unendlich oft) uneingeschrinkt moglich ist, d. h. immer wieder zu Elementen der Kollektion A
fiihrt.

1 Eine abzihlbar unendliche Menge € ist eine solche Menge, die nur so viele Elemente enthilt, daB man sie noch durch-
numerieren kann, z.B. 2 = {1,2,3,4, ...}, Q2 = {2,4,6,8, ...}, 2 = {1,10, 100, 1000, 10*, .. .}. Es gibt aber auch
Mengen, die ,,wesentlich umfangreicher* sind, so daf3 ein Durchnumerieren nicht mehr gelingt. Ein Beispiel hierfiir ist die
Menge aller rellen Zahlen eines Intervalls, wie z. B. 2 = {x reell: 0 < x < 10}. Solche Mengen nennt man iiberabzihl-
bar.
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3.1.2 Relative Haufigkeiten

Zum weiteren Modellaufbau verfolgen wir das Ziel, fiir jedes zufillige Ereignis A aus dem zugehorigen
Ereignisfeld seine Chance des Eintretens durch eine zwischen O und 1 gelegene Zahl zu bewerten. Dabei
miissen bestimmte Rechenregeln eingehalten werden. Um diese zu finden, orientieren wir uns an der
Vorstellung, dal die Gesetze des Zufalls durch Versuchswiederholungen in groflen Serien erkennbar
werden.

Wir betrachten also einen zufilligen Versuch, bestimmen die zugehorige Grundmenge (2 und fixieren
ein uns interessierendes Ereignis A aus dem Ereignisfeld 2. Nun wird der Versuch wiederholt, also n-
mal durchgefiihrt, und dabei wird jedesmal lediglich festgestellt, ob A eintritt oder nicht. Wir bezeichen
mit

H,(A) die absolute Héufigkeit des Eintretens von A in den ersten n Versuchen, d. h. die Gesamtzahl
derjenigen Male unter diesen n Versuchen, in denen A eingetreten ist.

Die relative Haufigkeit werde mit 4,(A) bezeichnet und entsteht aus der absoluten Héufigkeit mittels
Division durch n:

H,(A
ha(A) = #

(relative Haufigkeit).

Beispiel: Versuchsnr. Eintreten von A  H,(A) h,(A)
(markiert mit *)

1 0 (1)
2 & 1 g
3 * 2 g
4 2 g
5 2 g
6 2 3
7 * 3 %

4
8 * 4 E
9 4 g
10 & 5 I

Man wertet also jeweils die ersten n Versuche. Die Zahlen H,(A) nehmen zu oder bleiben konstant,
wihrend sich die Werte £, (A) stindig dndern, da man stets durch ein anderes n dividiert.

Wir wollen nun einige Eigenschaften der relativen Haufigkeit diskutieren und beachten dabei getrennt

zwei Gesichtspunkte:

1. Wir halten die Anzahl n der Versuche fest und untersuchen die Eigenschaften von £,,(A), wenn iiber
A variiert wird.

2. Wir halten das Ereignis A fest und lassen n wachsen.
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Zu 1.: Wir beginnen mit einem Beispiel. Es werde mit 2 verschiedenfarbigen Wiirfeln gewiirfelt, und
wir betrachten folgende Ereignisse:

A; ,)Die Augenzahlen beider Wiirfel sind gerade.*

A, ,Die Augenzahlen beider Wiirfel sind ungerade.*

B ,Die Augensumme betrigt 6, 7, 8 oder 9.,

sowie die abgeleiteten Ereignisse A} UA,, A|UB, A|NB, A|. Wir bemerken, daB A; und A, unvereinbar
sind.

Versuchsbeispiel:
Nr. | Ergebnis | Wiirfel- | 2,(A}) | h.(A2) | hy(A; UA) | hy(A)) ‘ hy(B) | hy(Ay UB) | h,(A; N B)
n summe jeweils fiir n = 5,10,15,20
1 “, 1 5 *
3 (6,2) 8 * * * *
4 1,5) 6 * * * *
2 2 4 3 4 4 2
4.4 * 2 z * z w I * =
> @4 8 5 5 5 5 5 5 5
6 2,5 7 * * *
7 1,3) 4 * *
8 2,4) 6 * * *
9 6, 2) 8 * * *
4 4 8 6 7 7 4
P * * * J— R J—
10 6G.b 4 10 10 10 10 10 10 10
11| 6,4 9 * * *
12| (3,6) 9 *
13| (1,6) 7 * * *
14 2,2 4 * * *
5 4 9 10 10 11
1 4,1 — — — * — — —
S| @D 5 15 15 15 15 15 15 15
16 | (5,6) 11 *
171 (2,95 7 * * *
18 (1, 2 * * *
19| 4,2 6 * * * * *
6 6 12 14 13 14 5
2 _ * I b [ — k P
01 63 8 20 20 20 20 20 20 20

Anhand des Beispiels bestitigen wir folgende allgemeine Eigenschaften der relativen Haufigkeiten:
1. Fiir jedes Ereignis A aus dem Ereignisfeld 2 kann man die relative Haufigkeit /,(A) bestimmen
(einfach durch Abzihlen).

Es gilt stets 0<h,A)<1|,

2
genauer, 1, (A) kann einen der Werte 0,—,—, . .. 711 = 1 annehmen. Welcher dieser moglichen Werte

n'n n
tatsédchlich auftritt, hingt von der konkreten Versuchsserie und damit vom Zufall ab.
2. Fiir die extremen Ereignisse 0, £2 erhalten wir offensichtlich

0
h@=-=0, h@)="=1
n n

3. Die relativen Haufigkeiten sind additiv, d. h., es gilt
h,(Ay UAy) = h,(Ay) + h,(Ay) fiir beliebige Ereignisse A;,A, mitA; NA, =0 |.




94 3 Wahrscheinlichkeitstheorie

Diese Eigenschaft der Additivitit ist eine wesentliche Rechenformel. Sind A; und A, auseinanderlie-
gend, so zerfallen alle zu A; U A, gehdrenden Versuchsergebnisse in zwei Gruppen: In diejenigen, die
in A liegen, und diejenigen, die in A, liegen. Die Summe ihrer Anzahlen ist damit identisch mit der

absoluten Haufigkeit von A; U A,. Und das iibertrégt sich unmittelbar auf die relativen Haufigkeiten.
12 6 6

So erhalten wir in obigem Beispiel fiir n = 20: hyo(A; UA;) = 20 = 20 + 0= hoo(Ay) + hyo(Ay).

Weiterhin gelten noch folgende Rechengesetze, die man aber auch bereits theoretisch aus den Eigen-

schaften 1.-3. ableiten kann:

4. hy,(A)) =1 — h,(A,) fiir jedes EreignisA;,

5. hy(Ay UB) = h,(Ay) + h,(B) — h,(A; N B) fiir beliebige Ereignisse A;,B.

Letztere Eigenschaft kann auch giinstig als Rechenkontrolle in obigem Beispiel eingesetzt werden. Wir
haben also z. B.

11 5 10 4 4 6 13 5
Diese Formel 148t sich unmittelbar plausibel erkldren: Bei der Bestimmung von £,(A; U B) zihlen wir
alle Versuchsergebnisse, die in A; oder B liegen. Die in A; N B liegenden Ergebnisse wurden jedoch
sowohl in £,,(A;) als auch in A, (B) erfalit, also doppelt. Wir miissen sie also einmal wieder subtrahieren,
d.h. h,(Ay) + h,(B) — h,(A; N B) bilden.

Zu 2.: Wir werden jetzt A festhalten und die Anzahl n der Versuche erhhen. Wir betrachten zunichst
ein Beispiel, und zwar das einmalige Wiirfeln mit einem Wiirfel und dabei das Eintreten des Ereignisses
A = {6}. Eine Computersimulation ergab folgende Ergebnisse:

Anzahl absolute relative Anzahl absolute relative
d. Wiirfe Haufigkeit d. Wiirfe Haufigkeit
n  H,(A) h(A) n  H(A) h(A)
200 40 0,2 2200 367 0,1668182
400 75 0,1875 2400 388 0,1615385
600 112 0,1866667 2600 420 0,1639285
800 136 0,17 2800 459 0,1639286
1000 180 0,18 3000 493 0,1643333
1200 205 0,1708333 3200 527 0,1646875
1400 239 0,1707143 3400 563 0,1655882
1600 270 0,16875 3600 594 0,165
1800 302 0,1677778 3800 622 0,1636842
2000 338 0,169 4000 653 0,16325
h, (A)
0.2
0.191
0.18 1
0174 P@A) ()
0.16

1000 2000 3000 4000 7
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Am Bild erkennen wir: Bei stidndiger VergroBBerung der Anzahl n der Versuche oszillieren die relati-
ven Haufigkeiten zunehmend weniger und pegeln sich auf einen Wert ein. Dieser ,,Grenzwert" ist die
,theoretische Haufigkeit* fiir das Eintreten des Ereignisses A. Wir nennen ihn die Wahrscheinlichkeit
von A und bezeichnen diese Zahl mit P(A). Dabei sind aber zwei Fragen kritisch zu stellen: Zum ersten
konnen wir nicht unendlich lange Versuchsserien durchfiihren und sind somit nicht in der Lage, den
genauen Wert P(A) fiir die theoretische Hiufigkeit des Eintretens von A zu ermitteln. Es ist ein wichti-
ges Anliegen der Statistik, diese Liicke zwischen praktischer Versuchsdurchfiihrung und theoretischen
Modellvorstellungen méglichst gut zu iiberbriicken. Zum zweiten halten wir den Vorgang des Einpe-
gelns der relativen Hiufigkeiten, wie er in obigem Beispiel gezeigt wird, fiir plausibel, es ist aber nicht
selbstverstindlich, daf3 bei einer erneuten Wiirfelserie das Einpegeln auf den gleichen Wert wie vorher
erfolgt. Wir werden uns im weiteren auf den Standpunkt stellen, daf} diese ,,GesetzmaBigkeit des Zu-
falls™ vorliegt und ein entsprechend theoretisches Modell aufbauen, in dem diese Eigenschaft (das sog.
Gesetz der groflen Zahlen) streng mathematisch bewiesen werden kann.

3.1.3 Die klassische Wahrscheinlichkeit und die
geometrische Wahrscheinlichkeit

Wie bereits in der Einleitung zu diesem Kapitel unter der Bezeichnung ,.logisch plausibler Aspekt*
erwihnt wurde, handelt es sich bei der klassischen Wahrscheinlichkeit um einen Sonderfall, bei dem
man durch plausibles SchlieBen die zugrundeliegenden Wahrscheinlichkeiten P(A) genau berechnen
kann, ohne den zugrunde liegenden zufilligen Versuch jemals durchgefiihrt zu haben. In allgemeineren
Situationen ist dies nicht mehr moglich.

Zu dieser Berechnung benétigt man die Angabe der Anzahlen der in A und in der Grundmenge £2 lie-
genden Elemente. Wenn diese Mengen sehr grof3 und nach ,,bestimmten Prinzipien™ gebildet werden,
benutzt man hierzu Formeln der Kombinatorik. Aus diesem Grunde wollen wir an dieser Stelle zunichst
die durch die Kombinatorik erfaten Standardsituationen mit ihren zugehorigen Formeln betrachten.

3.1.3.1 Kombinatorik

In der Wahrscheinlichkeitsrechnung stehen wir des 6fteren vor dem Problem, fiir betrachtete endliche
Versuchsergebnismengen A die Anzahl der sich in ihnen befindlichen Elemente zu ermitteln. Man kénn-
te diese Aufgabe natiirlich am einfachsten durch Abzéhlen 16sen. Die auftretenden Mengen sind jedoch
hiufig sehr groB, so dal andere Wege beschritten werden miissen.

Beispiel 3.1/9: Es treffen sich 80 Personen, jeder begriifit jeden. Wie viele BegriiBungen sind das
insgesamt? Oder anders ausgedriickt: Wie viele Paare lassen sich aus 80 Personen bilden?

Beispiel 3.1/10:  Ein Fragebogen enthalte 25 Fragen zu je 3 Antworten, von denen jeweils genau eine
angekreuzt werden soll. Wie viele verschiedene Moglichkeiten gibt es, den Fragebogen auszufiillen?

Worin bestehen nun diese ,,anderen Wege' zur Bestimmung von Anzahlen endlicher Mengen? Wir stel-
len zunéchst einschrinkend fest, daf3 wir nicht das Ziel verfolgen, fiir jede endliche Menge eine For-
mel fiir die Anzahl ihrer Elemente anzugeben. Das ist offensichtlich nicht moglich. Wir wollen diese
Aufgabe vielmehr fiir gewisse Mengen A 16sen, die nach bestimmten Konstruktionsprinzipien gebildet
wurden. Es gibt dabei 6 Standardsituationen, sog. Permutationen, Variationen und Kombinationen,
und diese jeweils ohne oder mit Wiederholung. Das grundlegende Problem bei der Anwendung der
Kombinatorik besteht stets darin zu erkennen, ob iiberhaupt eine Standardsituation zutreffend ist, und
welche dann die richtige ist. Theoretisch bedeutet dies, da3 man bei derartigen Aufgabenstellungen die
Elemente der zu untersuchenden Menge A gedanklich in umkehrbar eindeutiger Weise den ,,Md&glich-
keiten einer Standardsituation zuordnet, dadurch auf die Gleichheit der Anzahl der in A enthaltenen



4 Statistische Testtheorie

4.1 Einfiihrung

4.1.1 Grundbegriffe

In Kapitel 2 haben wir uns in der beschreibenden Statistik mit der Analyse empirischer Daten durch ge-
eignete Zusammenfassungen, grafische Darstellungen und Berechnung charakteristischer Kenngroen
beschiftigt. Das Ziel bestand darin, die in ihnen enthaltenen Informationen iiber die zu untersuchen-
den Sachverhalte zu erkennen. Das Kapitel 3 diente dazu, angepalite theoretische Modelle der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung zu formulieren. Wir wollen nun mit der sogenannten schlieBenden Statistik,
speziell mit der sogenannten Testtheorie, beginnen, deren Ziel darin besteht, die empirisch gewonne-
nen Befunde aus der Sicht wahrscheinlichkeitstheoretischer Modellbildungen zu bewerten und damit
erkannte systematische Effekte (sogenannte Signifikanz) zu bestitigen. Man geht nun bei der Testtheo-
rie methodisch in der Weise vor, da man die z. B. mittels der beschreibenden Statistik gewonnenen
Erkenntnisse in Form einer statistischen Hypothese (und hiufig zusitzlich einer Alternativhypothese)
formuliert und deren Giiltigkeit anhand einer neuen Stichprobe testet.

Bevor wir die einzelnen Schritte bei der Durchfiihrung eines solchen Tests diskutieren, wollen wir das
allgemeine Anliegen an 2 Beispielen verdeutlichen. Im ersten Beispiel betrachten wir den Intelligenz-
quotienten (/Q) fiir einen bestimmten Personenkreis, z. B. alle Studienbewerber einer gegebenen Fach-
richtung einer bestimmten Universitit. Uns interessiert, ob sich der Intelligenzquotient bei dieser Po-
pulation im Laufe der Zeit verdndert hat. Es sei bekannt, dal der Durchschnitts-/Q vor 5 Jahren 120
betrug, und bei der jetzigen Erhebung wurde fiir N = 150 Bewerber ein Mittelwert X des /Q von 122
gemessen. Erlauben uns diese Daten, eine systematische Erhohung des /Q berechtigt anzunehmen? Im
zweiten Beispiel betrachten wir das Problem der Modifikation von psychologischen Tests durch soge-
nannte Paralleltestaufgaben. Das Ziel besteht darin, 2 Testformen (A und B) mit dem gleichen Schwie-
rigkeitsgrad zu entwickeln. Um die Gleichwertigkeit statistisch zu untersuchen, werden Versuchsper-
sonen (V pn) gebeten, beide Aufgaben zu l6sen. Dabei entstand beispielsweise folgendes Ergebnis (mit
316 Vpn):

Aufgabe 1
gelost | nicht gelost Z
Aufgabe 2 gelost 61 92 153
nicht gelost 111 52 163
> 172 144 316
. . i 61 + 111 . L .
Man hat dazu den relativen Anteil der gelosten Aufgabe 1 | = 316 mit demjenigen der gelosten
61 +92 . . L . .
Aufgabe 2 | = 316 zu vergleichen, de facto also die Anzahlen derjenigen Fille, bei denen Auf-

gabe 1 gelost und Aufgabe 2 nicht geldst wurde (= 111) mit den Féllen, bei denen Aufgabe 2 gelost
und Aufgabe 1 nicht gelost (= 92) wurde. Wéren diese beiden Zahlen identisch, dann wéren auch die
relativen Hiufigkeiten fiir gelost/nicht gelost bei beiden Aufgaben gleich. In diesem Fall wire die par-
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allele Verwendung der Aufgaben statistisch abgesichert, d. h., sie hitten den gleichen Schwierigkeits-
grad. Nun sind aber im obigen Zahlenbeispiel diese beiden Werte nicht gleich, und es erhebt sich das
Problem, zu entscheiden, ob dies als zufillige Schwankung akzeptiert werden kann oder bereits einen
systematischen Unterschied zwischen den Schwierigkeiten signalisiert. Wir werden im weiteren Bei-
spiel 4.2/1 ausfiihrlich diskutieren. Die Behandlung von Beispiel 4.2/2 findet der Leser im Abschnitt
43.2.1.1.

Am Anfang der Durchfiihrung eines Tests steht die Formulierung von statistischen Hypothesen, einer
zu priifenden Nullhypothese H,, und einer dem entgegengestellten Alternativhypothese H;. Diese Hy-
pothesen sind Aussagen, die die theoretische Verteilung in der zugehorigen Grundgesamtheit betreffen.
In obigem Beispiel 4.2/1 wiirde man beim /Q von einer Normalverteilung ausgehen, wobei wir der Ein-
fachheit halber die Varianz o? als bekannt voraussetzen wollen, es sei 6> = 36 (Die Bekanntheit und
zeitliche Konstanz dieses Wertes konnte z. B. aus langjahrigen Messungen gewonnen worden sein. Ver-
zichtet man auf diese Annahme, so fiihrt das auf eine etwas kompliziertere Situation — den 7-Test, vgl.
Abschnitt 4.2.4.3). Wir untersuchen den Mittelwert-Parameter u fiir den /Q der aktuellen Erhebung
mit dem Vorsatz nachzuweisen, daf} sich dieser systematisch von 120 unterscheidet. Zu diesem Zweck
formulieren wir die Nullhypothese Hy: 4 = o = 120 mit dem Ziel, diese abzulehnen und damit einen
signifikanten Unterschied nachzuweisen. Mogliche Alternativhypothesen H, wiren: u # 120, bzw.
4 > 120 oder u < 120 (vgl. weiter unten).

Bei jeder statistischen Entscheidung treffen reale Beobachtungen (im Beispiel der Mittelwert X = 122
bei N = 150 Versuchspersonen) und zugrundeliegende Wahrscheinlichkeitsannahmen (Hy: g = uo =
120) aufeinander. Daraus resultiert immer auch das Risiko einer Fehlentscheidung. In Folge der Be-
trachtung der Art der Fehlentscheidung differenzieren wir zwischen dem Fehler 1. Art und 2. Art. Ein
Fehler 1. Art liegt vor, wenn wir die zugrundeliegende Nullhypothese ablehnen, obwohl sie rich-
tig ist. Wir sprechen vom Ablehnungsfehler und nennen seine Wahrscheinlichkeit Irrtumswahrschein-
lichkeit oder auch Risiko 1. Art und bezeichnen sie mit «. Ein solcher Fehler entsteht dann, wenn die
konkrete Stichprobe beziiglich der Annahme in der Nullhypothese aufgrund der Wirkung des Zufalls
,extrem’ ausgefallen ist. In diesem Fall wiirde das statistische Priifverfahren Stichproben- und Grund-
gesamtheitsverteilung als ,,verschieden analysieren, obwohl sie identisch sind. Die Nullhypothese
wird falscher Weise abgelehnt. Ein Fehler 2. Art liegt vor, wenn wir die Nullhypothese beibehalten,
obwohl sie falsch ist. Diesen Fehler nennt man auch Annahmefehler, seine Wahrscheinlichkeit heif3t
Risiko zweiter Art und wird mit g bezeichnet. Solch ein Fehler kann auftreten, wenn die Stichprobe
,nur zufdllig im Sinne von Hy* ausfillt, obwohl in Wirklichkeit H, zutrifft. Wir werden im weiteren
nur den Fehler 1. Art o festlegen. Man spricht dann von einem Signifikanztest zum Signifikanzniveau
o bzw. mit der Sicherheitswahrscheinlichkeit 1 — «. Man spricht von einem signifikanten Untersu-
chungsergebnis, wenn Hj abgelehnt wird. Wir merken an, daf die Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehler
2. Art nicht angegeben werden kann, da sie von dem unbekannten Parameter abhingt. Wir konnen nur
indirekt Einflu} auf die GroBe des Risikos 2. Art nehmen. Signifikanztests sind so konstruiert, daB der
Anwender nur « frei wihlen kann. Mit der Wahl der Groe von o wird g dadurch ,,automatisch mit
beeinflufit. Der Zusammenhang besteht darin, da} ein groBeres « ein kleineres 8 und umgekehrt ein
kleineres o ein groferes § gewohnlich zur Folge hat. Der Anwender des statistischen Verfahrens sollte
sich im Vorfeld iiberlegen, welchen Fehler er eher akzeptieren kann. Bei dieser Entscheidung hilft es
ihm, wenn er sich vor Beginn der Untersuchung Gedanken beziiglich der Konsequenzen macht, d. h.,
will er eher einen Ablehnungs- oder eher einen Annahmefehler zulassen. Dies kann die Statistik nicht
entscheiden. Hier ist vom inhaltlichen Problem auszugehen — in jedem einzelnen Fall neu. Besteht
die Gefahr, daf} in dem Fall, da die Nullhypothese abgelehnt wird, obwohl sie richtig ist, da3 dann die
negativen Konsequenzen iiberwiegen, so wird der Anwender dieses Risiko moglichst klein halten. Er
wird die Hypothesenpriifung auf einem hohen Signifikanzniveau, d. h. mit kleinem « realisieren. Ist
im umgekehrten Fall damit zu rechnen, daf ausgesprochen negative Konsequenzen dann zu erwarten
sind, wenn wir die Nullhypothese annehmen, obwohl sie falsch ist, so werden wir mit einem niedrige-
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ren Signifikanzniveau, d. h. mit einem groferen o priifen, womit sich auch der §-Fehler verkleinert.
Ein weiteres Motiv fiir die Festlegung von « ergibt sich daraus, dal man moglichst ,,streng gegeniiber
der angestrebten Entscheidung™ verfihrt, also moglichst signifikante Aussagen erhilt. Ist also die Ab-
lehnung der Nullhypothese die wichtigere Aussage, so wihlt man ein kleineres o (z. B. ¢ = 0,01), im
anderen Fall wihlt man ein groleres o (z.B. a = 0,05).

Zur konkreten Durchfiihrung des Tests bendtigen wir nun die sogenannte TestgrofBle, die so beschaffen
ist, daf} sie eine Entscheidung beziiglich der Nullhypothese sinnvoll gestattet. Die mathematische Her-
leitung der konkreten Form der Testgrof3e ist mitunter kompliziert und keine Aufgabe des Anwenders.
Ihm obliegt es, die am Ende héufig relativ einsichtigen Formeln zur Berechnung der Testgrof3e richtig
zu handhaben. In unserem obigen Beispiel 1 verwendet man als Testgrole den Ausdruck

X — 122 — 120
u=""H 2= 50
o 6
= 4,082.

Aufgrund der Tatsache, daf der /Q normalverteilt ist, folgt, da die Testgrofe u einer standardisier-
ten Normalverteilung entspricht. Die Entscheidung wird nun dadurch getroffen, da3 man in geeigneter
Weise ein kritisches Gebiet, welches in Intervallform gewéhlt wird, angibt und die Nullhypothese ge-
nau in dem Fall ablehnt, wenn die Testgrofle in dieses Gebiet féllt. Von genereller Bedeutung ist dabei
weiterhin die Art der Fragestellung. Wir unterscheiden zwischen der einseitigen und der zweiseitigen
Fragestellung. In unserem Beispiel wiirde eine zweiseitige Fragestellung durch die Alternativhypothe-
se Hy: u # po = 120 gegeben sein, d. h., sowohl groB3e positive als auch grofie negative Abweichungen
zwischen X und u sind kritisch. Hier besteht das kritische Gebiet aus 2 Intervallen, die sich am linken
und rechten Rand der standardisierten Normalverteilungskurve befinden. Das Risiko 1. Art teilt sich

dementsprechend zu je % auf. Die nachfolgende Abbildung soll den Gedanken verdeutlichen:

P(u)

a
7 = 0,005
Krit -2,58 2,58 it u
_xnt. [l : rit.
Bereich Annahmeberelchﬂ Bereich

Die Irrtumswahrscheinlichkeit als Fléidche unter der Normalkurve
(zitiert nach Clauf3/Ebner 1992, S. 195)

In einem solchen Fall schliefen wir aus der Ablehnung der Nullhypothese, daf} entweder u < uy oder
U > U ist. Aus dem Bild ersehen wir, daf3 in diesem Fall die Nullhypothese genau dann abgelehnt
wird, wenn |u| > ty.pweis Mt Uyweis = 2,58 erfiillt ist. Man nennt diese Zahl den kritischen Wert bei

zweiseitiger Fragestellung. Er ergibt sich in unserem Beispiel als Quantil der Ordnung 1 — g bei der

standardisierten Normalverteilung: y.,weis = 21 — % (vgl. Abschnitt 3.2.3.3).
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Anders stellt sich die Situation bei der einseitigen Fragestellung fiir uns dar. Bei der Formulierung
der Nullhypothese ist zu beriicksichtigen, daf bei der Alternativhypothese entweder 1 < p oder
1 > po definiert wird. Mit anderen Worten bedeutet das, dafl wir fiir den Abweichungsfall vor Beginn
der Untersuchung wohlbegriindet davon ausgehen kdnnen, daf3 ein Unterschied nur in einer Richtung
auftreten kann. In unserem Beispiel ist dies Hy: u > uo = 120.

Der Begrenzungswert des kritischen Bereiches wird nun nur an einer Seite der Verteilung mit dem
Flichenanteil von o festgelegt. In Abhéngigkeit davon, ob die Alternativhypothese durch u > o (wie
im obigen Beispiel) oder im anderen Fall durch u < uo formuliert wird, befindet sich der kritische
Bereich auf der rechten oder linken Seite der Priifverteilung. Die nachfolgende Abbildung soll dies
verdeutlichen:

() o(u)
a
a
krit. u | krit. u
Bereich Annahmebereich Annahmebereich Bereich
a) Hy u=uy Hp:p<u, b) Hy: u=uy Hpi:u>pu,

Annahmebereich und kritischer Bereich bei einseitiger Fragestellung (nach CLAUSS/EBNER 1992, §.202)

Der Absolutbetrag des kritischen Wertes u,..ins der Priifgrofle ist demnach bei einseitiger Fragestellung
kleiner als bei zweiseitiger Fragestellung. In unserem Beispiel erhalten wir fiir « = 0,01 den kritischen
Wert Ug.cins = Z1—a = 2099 = 2,326 (vgl. auch Tafel 2 und die Anmerkung nach Beispiel 7.7/10). Im
Ergebnis des Tests lehnen wir die Nullhypothese ab. Die angegebenen Daten erlauben uns also den
SchluB, daf eine signifikante Steigerung des /Q in den letzten 5 Jahren zu verzeichnen war.

Zusammenfassend wollen wir im weiteren bei der Durchfiihrung statistischer Tests in einheitlicher Wei-

se nach folgendem 7-Punkte-Schema vorgehen:

1. Bemerkungen zu den Voraussetzungen des Tests: Diese beziehen sich sowohl auf die verwende-
ten Daten (z. B. Datenniveau, bestimmte testbedingte Einschriankungen) als auch auf die zugehorige
Grundgesamtheit.

. Formulierung der Null- und der Alternativhypothese,

. Festlegung des Signifikanzniveaus «,

. Angabe der Testgrof3e (auch Priifgrofle genannt),

. Angabe des kritischen Bereiches,

. Berechnung des konkreten Wertes der Testgrofle auf der Grundlage der Daten,

. Entscheidung und Formulierung des Testergebnisses.

~N NN AW

Fiir unser 1. Beispiel erhalten wir:
1. Test auf Mittelwert bei metrischen normalverteilten Daten (IQ) mit bekannter Varianz o> = 36.
2. Ho: u = po = 120, Hy: u > 120 (einseitig)
3. =001
4. u= % VN
5. U > Ugrit = Ugeeins = 2,326 (vgl. Tafel 2)
122 — 120
6. u= — V150 = 4,082
7. u = 4,082 > 2,326, also Ablehnung von H,. Es besteht eine signifikante Erhohung des /Q ge-
geniiber dem Vergleichswert von 120.
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Abschlieend wollen wir noch auf eine Besonderheit hinweisen, die beim Umgang mit Computern
auftritt. Zur Testentscheidung benotigt man kritische Werte (Grenzen des kritischen Bereiches). Diese
werden aus den Quantilen der Verteilungsfunktion, die zur jeweiligen Testgroe gehort, berechnet und
liegen gewohnlich vertafelt vor (vgl. Tafelanhang, Kap. 7). Man ist somit iiberhaupt erst in der Lage,
Tests ,,per Hand“ durchzufiihren. Nun ist es aber wenig sinnvoll, im Computer die vollstindigen Ta-
feln der kritischen Werte zu speichern, da dieser in der Lage ist, nur den jeweils bendtigten konkreten
Wert auszurechnen. Dies geschieht aber in einer etwas anderen, jedoch dazu dquivalenten Form, bei
der nicht die schwieriger zu bestimmenden Quantile, sondern die Verteilungsfunktion der Priifgrofie
selbst verwendet wird. Der Computer berechnet die sog. Uberschreitungswahrscheinlichkeit 7. Sie
ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dal im Sinne der Alternativhypothese ,,noch ungiinstigere* Werte der
Priifgrofe, als der konkret erhaltene, auftreten. Wir demonstrieren dies an unserem obigen Beispiel:
Dort erhielten wir u = 4,082, wobei eine standardisierte Normalverteilung zugrunde liegt. Die Uber-
schreitungswahrscheinlichkeit y ergibt sich damit wie folgt:

y=P(T* >4,082) =1 — P(T* < 4,082) = 1 — ®(4,082)"
< 1-0,9998 = 0,0002 (vgl. Tafel 2).

Dabei bezeichnet T* — enstsprechend der Vereinbarung im vorhergehenden Abschnitt 3.4.2 — die zu u
gehorige normalverteilte zuféllige Testgrofe.

Die Entscheidung wird dann wie folgt gefillt:

Einseitige Fragestellung: Wenn y < « gilt, dann lehnen wir H, ab.
Zweiseitige Fragestellung: Wenn y < % gilt, dann lehnen wir Hy ab.

Im Beispiel erhalten wir y = 0,0001 < a = 0,01, also ist H, abzulehnen. Die Uberschreitungswahr-
scheinlichkeit hat den Vorteil, daB sie vom Gesichtspunkt der Wahrscheinlichkeit her (und damit in
gewissem Sinne in natiirlicher Weise) eine Einschitzung des konkret erhaltenen Wertes der Priifgrofe
erlaubt.

Anmerkung: Mitunter spricht man im Falle von
y < 0,001 von einer hochsignifikanten (symbolisch: ") Abweichung,
y < 0,01 von einer sehr signifikanten (symbolisch: **) Abweichung,
y < 0,05 von einer signifikanten (symbolisch: *) Abweichung.

stk

4.1.2 Klassifikation statistischer Tests

Die Klassifikation von statistischen Verfahren ist deshalb notwendig, weil diese wesentlich von den
konkreten Bedingungen und Voraussetzungen abhingen. Auflerdem erleichtert die Klassifikation im
Sinne einer Lernhilfe das Finden der geeigneten Tests fiir die jeweils vorliegenden Bedingungen. Ins-
gesamt erfolgt dabei eine Ordnung der Tests nach der Art der Daten, die sie verarbeiten.

Wir unterscheiden eine Reihe von Fragestellungen, deren Antworten das Suchfeld fiir den jeweiligen
Test systematisch eingrenzen, bis schlieflich nur noch am ,,besten geeignete™ Tests fiir das entsprechen-
de Urmaterial zur Wahl stehen.

1. Die Grundfragestellung
Wir unterscheiden zwischen zwei Arten von Fragestellungen:
a) Kann man annehmen, daf} eine vorliegende Stichprobe, d. h. die empirischen Daten der Unter-
suchung aus einer Population, aus einer Grundgesamtheit mit einer bestimmten, bekannten Ver-
teilung stammt? Beispielsweise konnen wir fragen: Liegt eine Normalverteilung der Daten vor?

1) Tafel 2 reicht nur bis zum u-Wert von 3,49 und ergibt 0,9998. Der Wert 4,082 ist noch grofier als 3,49, so dafi der Tafelwert
garantiert iiber 0,9998 liegt. Damit ist 1 — @(4,082) kleiner als 1 — 0,9998 = 0,0002.
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b)

Diese Frage ist deshalb besonders interessant, weil wir nach ihrer Bejahung mit parametrischen

Tests (vgl. Frage 5) arbeiten diirfen. Diese Frage nach der Ubereinstimmung bedeutet also den

Vergleich einer empirischen (Stichprobe) mit einer theoretischen (Grundgesamtheit) Verteilung.

Tests, die Antwort auf diese Frage geben, sind die sogenannten Anpassungstests (vgl. Kapitel

4.2)

Als Beispiel fiir einen Anpassungstest mag uns nachfolgende Fragestellung dienen: Wir unter-

suchten im Rahmen einer Qualitéitskontrolle eine Warensendung (Stichprobe) hinsichtlich des

Anteils von Ausschufteilen und stellten fest, dal 3 % nicht in Ordnung waren. Nun wissen wir,

daf} die Gesamtproduktion (Grundgesamtheit) eines Werkes durchschnittlich 0,5 % Ausschuf3-

teile beinhaltet. Mit Hilfe eines Anpassungstestes konnen wir unter Akzeptanz einer festgelegten

Irrtumswahrscheinlichkeit die Frage beantworten, ob die untersuchte Warensendung tatséchlich

aus diesem Unternehmen stammt.

Kann man annehmen, daf3 zwei oder mehr vorliegende Stichproben aus der gleichen Grundge-

samtheit stammen, oder unterscheiden sich die Grundgesamtheiten, aus denen die Stichproben

entnommen wurden, signifikant voneinander? Hier vergleichen wir zwei oder mehr empirische

Verteilungen miteinander und untersuchen, ob sie unter den gleichen Bedingungen erhoben wur-

den. Wir suchen Antwort auf die Frage, ob fiir die Stichproben die gleiche statistische Bedingung

vorliegt. Tests, die diese Frage beantworten, bezeichnen wir als Unterschiedstests (vgl. Kap.

4.3). Eine praktische Fragestellung fiir einen Unterschiedstest konnen wir uns wie folgt vorstel-

len: Wir untersuchten eine Gruppe von Lehramtskandidaten in Hamburg (Stichprobe 1) und ei-

ne Gruppe in Miinchen (Stichprobe 2) hinsichtlich ihrer Féhigkeit zur sozialen Kompetenz beim

Umgang mit Schiilern. Mit Hilfe eines Unterschiedstests kénnen wir z. B. Antwort auf die Frage

geben, ob sich die beiden Gruppen bzgl. der sozialen Kompetenz unterscheiden oder nicht.

Bei den Unterschiedstests trennen wir drei inhaltliche Aspekte:

a) Wir fragen nach Unterschieden in der zentralen Tendenz, d. h. nach Mittelwertsunterschieden.
Dann helfen uns die sogenannten Lokationstests.

b) Wir suchen nach Unterschieden in den Streuungen zwischen den Stichproben, d. h., wir be-
trachten die Verteilung der Daten um den Mittelwert herum. In diesem Fall nutzen wir die
sogenannten Dispersionstests.

c) Uns interessieren Unterschiede sowohl bzgl. der zentralen Tendenz als auch bzgl. der Streu-
ung. Dabei setzen wir die sogenannten Omnibustests ein.

Anmerkung: Messen wir an einem Objekt mehrere Variable, dann interessiert uns die Frage, ob ein Zusam-
menhang zwischen diesen Variablen besteht. Ist ein solcher vorhanden, dann interessiert iiberdies, welcher
Art dieser Zusammenhang zwischen den Variablen ist. Antwort auf die erste Frage gibt uns die sogenann-
te Korrelationsanalyse (vgl. Abschnitt 5.1), und Antwort auf die zweite Frage gibt uns die sogenannte
Regressionsanalyse (vgl.Abschnitt 2.3.2.6 und 5.1.5.4).

2. Die Art der Stichprobenerhebung
Hinsichtlich der Art der Stichprobenerhebung unterscheiden wir zwei grof3e Gruppen von Stich-
proben. Wir differenzieren zwischen den unabhéngigen und den abhéngigen (auch korrelierend ge-
nannten) Stichproben.

Unabhiingige Stichproben entstehen z. B., wenn jede Stichprobe an anderen Objekten, die nach
einem Zufallsprinzip vollig unabhingig voneinander ausgewéhlt wurden, erhoben wird. Zwischen
Objekten verschiedener Stichproben existiert dann keinerlei Informationsverbindung, und es kann
auch keine gegenseitige Zuordnung hergestellt werden. Unabhingige Stichproben liegen beispiels-
weise vor, wenn wir eine 4. Klasse in Dresden und eine 4. Klasse in Frankfurt hinsichtlich ihres
Wortschatzes untersuchen. Das Zufallsprinzip der Auswahl bestand z. B. darin, da$ in einem Los-
topf von allen Stddten Deutschlands mit mehr als 500 000 Einwohner je eine benannte 4. Klasse
enthalten war und wir rein zufillig die Klassen aus Dresden und Frankfurt gezogen haben.
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Abhiingige Stichproben stehen uns dann zur Verfiigung, wenn an denselben Objekten zwei oder
mehr verschiedene Bedingungen untersucht wurden. Dann entstehen mindestens Mel3wertpaare pro
Objekt. Wir sprechen von abhingig, weil die erhobenen Daten auf das gleiche Objekt zuriickfiihrbar
sind. Wenn wir also ein iiberdurchschnittlich intelligentes Kind hinsichtlich seiner Leistungsfahig-
keit in Mathematik und Physik untersuchen, dann wird sich diese hohe Intelligenz in beiden Berei-
chen widerspiegeln. Es existiert eine Art {ibergeordnete Abhingigkeit der Untersuchungsergebnis-
se.

Mit abhingigen Stichproben haben wir es hédufig im Bereich von Lern- und Entwicklungsuntersu-
chungen, aber auch im Bereich der Kontrolle von Arbeitsgestaltungsmanahmen zu tun. Stellen wir
uns vor, wir untersuchen die Belastung an einem Arbeitsplatz vor und nach einer Gestaltungsmaf3-
nahme. Um zu priifen, ob z. B. die Belastung reduziert wurde, miissen wir die Daten beider Erhe-
bungen als abhingige Stichproben behandeln.

3. Die Arten der Daten
Die Frage nach der Art der Daten ist die Frage nach dem Informationsgehalt. Wie wir im Kapitel
3.1.3. erfahren haben, unterscheiden wir alternative, kategoriale, ordinale und metrische Daten.
Da jedes statistische Verfahren die genaue Bestimmung des Informationsgehaltes zur Voraussetzung
hat, differenzieren wir bei der Suche nach dem geeigneten Test entsprechend dem Datenniveau.

4. Die Anzahl der Stichproben

Hinsichtlich der Anzahl der Stichproben klassifizieren wir in drei Gruppen von Tests:

a) Es liegt nur eine Stichprobe vor. In diesem Fall handelt es sich im wesentlichen bzgl. der Frage-
stellung um einen Anpassungstest.

b) Uns stehen zwei Stichproben zur Verfiigung. Dann interessiert uns entweder ein Unterschied-
stest, oder wir interessieren uns fiir eventuelle Korrelationen zwischen ihnen.

c¢) Istdie Anzahl der Stichproben grofler als zwei, so unterscheiden wir zwischen dem Globalver-
gleich und dem multiplen Vergleich. Beim Globalvergleich ist die Frage zu beantworten, ob es
zwischen allen Verteilungen insgesamt einen Unterschied gibt. Beim multiplen Vergleich fra-
gen wir, zwischen welchen der einzelnen Verteilungen es einen Unterschied gibt?

5. Die Verteilungsannahme

Diese Unterscheidung wird in vielen Lehrbiichern als die wichtigste dargestellt. Wir trennen hier
in die verteilungsabhingigen — auch parametrischen — Tests und in die verteilungsunabhéngigen —
auch verteilungsfreien oder nichtparametrischen — Tests.

Bei parametrischen Tests werden typische Parameter der Verteilung untersucht. Meist sind das
der Mittelwert und die Varianz. So kénnen z. B. parametrische Tests an die Voraussetzung der Nor-
malverteilung gebunden sein. Parametrische Tests sind hinsichtlich der Genauigkeit ihrer Aussage
stirker als parameterfreie Tests, da sie ja auch wesentlich mehr Voraussetzungen erfordern.
Parameterfreie Tests erfordern keine Annahme iiber die Art der Verteilung der Daten. Sie finden
immer dann Anwendung, wenn z. B. die Voraussetzungen fiir eine Verteilungsannahme nicht un-
mittelbar ersichtlich sind. Diese Tests arbeiten auf der Grundlage aller Untersuchungsergebnisse der
Stichproben, d. h., bei ihnen kénnen wir nicht mit typischen Maf3zahlen von Verteilungen arbeiten.

6. Der Umfang der Stichprobe
Als letzte Klassifikationshilfe steht uns die Groe der Stichprobe zur Verfiigung. Hier gibt es fiir
die einzelnen statistischen Verfahren keine festen Anzahlen. Es wird zwischen groflen, mittleren
und kleinen Stichproben unterschieden. In vielen Fillen ist es so, daB3 mit wachsendem Stichprobe-
numfang eine immer bessere Anniherung an die theoretische Verteilung erfolgt. Deshalb diirfen wir
dann mit Ndherungsformeln, die im allgemeinen wesentlich anwendungsfreundlicher sind, arbeiten.

Fassen wir die Teilfragestellungen zur Testklassifikation zusammen, dann kdnnen wir das empfohlene
Vorgehen am nachfolgenden logischen Baum grafisch gut verdeutlichen:
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Ausgangspunkt (Urmaterial)
/
1. Frage Unterschiedstest Anpassungstest
N
2. Frage abhiéngig unabhingig
3. Frage ait;rp(ltf kategorial ﬁl‘nemsch
ANV
4. Frage 2 mehr als 2 mehr als 2
AR AR
5. Frage parameterfrei parir/nIfe\tilsch
A
6. Frage grof} )/mltte] klein
[
Verfahren: Test A TestB  TestC

4.2 Anpassungstests

Wie bereits in Abschnitt 4.1.2 erwédhnt wurde, besteht eine der beiden grolen Untergruppen von Tests
aus sogenannten Anpassungstests. Sie beantworten die Frage, ob die empirisch gefundene Verteilung
innerhalb einer Stichprobe mit einer theoretischen Verteilung {ibereinstimmt oder nicht. Anpassungs-
tests priifen die Hypothese, ob eine Stichprobe einer vorgegebenen Verteilungsfunktion entspricht bzw.
zu einer ganz bestimmten Klasse vorgegebener Verteilungsfunktionen gehort. Es erfolgt der Vergleich
einer empirischen Stichprobe und ihrer Verteilung mit einer theoretisch angenommenen Verteilungs-
funktion.

Wir werden im weiteren in Abhéngigkeit vom Informationsgehalt der Daten ,.,am besten” geeignete
Anpassungstests betrachten. Entsprechend wird in den nachfolgenden Abschnitten die Gliederung von
der Art der Urdaten bestimmt.

4.2.1 Alternative Daten (Binomialtest/u-Test)

Stehen uns nur zwei Auspriagungen eines Merkmals zur Verfiigung, dann priifen wir die Hypothese
tiber die Wahrscheinlichkeit einer dieser Auspragungen. Die zugrundeliegende Wahrscheinlichkeits-
verteilung ist in diesem Fall die Binomialverteilung. Uns steht eine Stichprobe vom Umfang N zur
Verfiigung. Diese Stichprobe ist aufgeteilt auf die Kategorien 1 und 2 (da alternative Daten), wobei wir
folgende Bezeichnungen einfiihren wollen:



